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Pour bien démarrer
1. Quelle est la limite de 

1
x

x
 en 0 ?

 oa. 0 o b. +∞
 oc. −∞ o d. 1
 oe. la limite n’existe pas

2. Quelle est la limite de 
++



1
1 2x

x
 

en 0 ?
 oa. 0 o b. +∞
 oc. −∞ o d. 1
 oe. la limite n’existe pas

3. Quelle est la limite de ++
++



1
1 2x

x
x

 
en −∞ ?

 oa. 0 o b. +∞
 oc. −∞ o d. 1
 oe. la limite n’existe pas

4. Quelles fonctions sont continues 
(ou prolongeables) en 0 ?

 oa. x  |x|
 ob. x xα, α > 0

 oc. x  signe(x)

 od. ( )sin
1

x
x



 oe. ( )−exp
1

2x
x



 o f. ( )−exp
1

x
x



5. Soit f la fonction défi nie par 
x ∈  

3 si 3
si 3 1

si 1

2

2

−− << −−
−− ≤≤ ≤≤

<<









x x
x x

x x

..

Où la fonction f n’est-elle pas 
continue ?

 oa. en −3 o b. en −1
 oc. en 0 o d. en 1
 oe. en 3 o f. en 9
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Objectifs
• Formaliser la notion de limite d’une fonction en un point.
• Défi nir la continuité d’une fonction, établir ses propriétés générales.
• Démontrer les théorèmes des bornes, des valeurs intermédiaires et de 

la bijection continue.

Les fonctions 
continues sur un 
intervalle

5
CHAPITRE

La défi nition mathématique de continuité reprend en termes précis l’intuition d’une fonction 
dont le graphe peut être tracé « sans lever le crayon ». La notion clef qui lui est associée est celle 
de limite. Une fonction f est continue au point x

*
 lorsque sa limite en x

*
 coïncide avec sa valeur en 

x
*
 ou, dit autrement, lorsque le rôle de l’évaluation et de la prise de limite peuvent être échangés : 

= = 



→ →

f x f x f xlim lim
x x x x*

* *

( ) ( ) .

Cette relation, très puissante, est à l’origine de nombreuses formules importantes tant en 
mathématiques qu’en physique. Elle est souvent considérée comme allant de soi, mais en 
réalité il n’en est rien. Même si les fonctions usuelles sont continues là où elles sont défi nies 
(chapitre 7), une fonction mathématique « prise au hasard » est partout discontinue ! Le rôle 
des mathématiques est de donner un fondement solide à cette notion essentielle de continuité, 
formalisée au cours du X IXe siècle, et de donner des conditions les moins contraignantes 
possibles la garantissant.
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CHAPITRE 5  Les fonctions continues sur un intervalle ■2   Limite d’une fonction réelle en un point

Les fonctions monotones
Certaines fonctions réelles sont plus « sympathiques » que d’autres. Comme les 
suites, les fonctions monotones jouent un rôle particulier en analyse.

Définition 5.4
Donnons-nous une fonction f : I → R.
• Cette fonction est croissante sur I lorsque

(∀x, x  ∈ I ) (x ≤ x ) ⇒ ( f (x) ≤ f (x )).

• Cette fonction est décroissante sur I lorsque

(∀x, x  ∈ I ) (x ≤ x ) ⇒ ( f (x) ≥ f (x )).

• Cette fonction est monotone sur I  lorsqu’elle est ou bien croissante sur I, ou bien décroissante 
sur I.

Remarque. Une fonction strictement croissante/décroissante/monotone suit les 
mêmes définition, en remplaçant partout les inégalités larges par des inégalités 
strictes.

Le lemme 5.5 est très souvent utilisé en analyse. C’est en particulier l’enjeu des 
études de fonctions, qui permettent de déterminer des intervalles sur lesquels des 
fonctions sont strictement monotones.

Lemme 5.5
Une fonction strictement monotone f : A ⊂ R → R est injective (c’est-à-dire : elle ne prend 
jamais deux fois la même valeur). Elle admet alors une réciproque f o -1 : f (A) → A.

DÉMONSTRATION

Prenons x ≠ y deux réels de A et montrons que f (x) ≠ f (y). Sans perte de généralité nous 
pouvons supposer x < y, quitte à échanger le rôle de x et y. Si f  est strictement croissante, 
alors f (x) < f (y). Si f est strictement décroissante, alors f (x) > f (y). Dans tous les cas,  
f (x) ≠ f (y).  

Limite d’une fonction réelle en un point2
Les fonctions qui tendent vers…

Si I a pour bornes a ≤ b ∈ ℝ‾, alors Ī désigne l’intervalle fermé [a,b] ∈ ℝ‾.

1.2 

■■ Graphe d’une fonc-
tion croissante sur [-3, 3].

■■ Graphe d’une fonc-
tion ni croissante, ni 
décroissante sur [-3, 3].

2.1 

Introduction1
Dans tout ce chapitre, nous considérons un intervalle I ⊂ R et une fonction réelle  
f : I → R. Par cela, nous entendons un objet abstrait f qui fournit un choix de valeur  
f (x) ∈ R pour chaque choix d’un réel x ∈ I. La manière d’obtenir ce choix n’est pas 
contrainte, et il n’est pas nécessaire de devoir décrire ou construire explicitement 
un procédé qui explique comment réaliser ces choix. L’ensemble de toutes ces 
fonctions abstraites se note RI.
Exemple 5.1
Une fonction usuelle f, celle obtenue par l’évaluation d’une formule f (X), est un cas très 
particulier d’un procédé de choix de valeurs x ↦ f (x) avec I ⊂ Df , au point qu’une fonction 
choisie au hasard parmi tout RI a une probabilité nulle d’être une fonction usuelle.
La fonction ⌊•⌋ qui à x associe sa partie entière ⌊x⌋, ne peut pas s’écrire comme une 
fonction usuelle.

Ce chapitre s’intéresse aux fonctions générales f : I → R et à leurs propriétés 
locales, c’est-à-dire à leur comportement près d’un certain point, et non à leur 
allure globale au-dessus de I. Nous allons rendre précise la notion de limite d’une 
fonction générale en un point de , ce qui nous permettra de forger le concept de 
continuité. Cela étant dit, un des principaux objectifs de ce chapitre est de permettre 
d’inverser une fonction lorsqu’elle est injective. Pour les fonctions continues, 
cette propriété équivaut à la stricte monotonie ; en particulier, la réciproque d’une 
fonction continue sera continue.

Définition 5.2
Soient f : I → R une fonction réelle et J ⊂ f (I) un intervalle. Une fonction g : J → R est la 
réciproque de f sur J lorsque f (g (y)) = y pour chaque y ∈ J. On écrira alors f   o - 1 cette fonction.

Exemple 5.3
Le logarithme népérien ln : R > 0 → R est la réciproque de exp : R → R > 0.

Intervalles et voisinages
Pour signifier qu’on se place « près d’un point » x* ∈   nous parlerons de 
voisinage de x*, qui désigne simplement un intervalle non trivial de  contenant 
x*. Par exemple, ]1,9 ; 2,2[ est un voisinage de 2. L’idée est qu’un voisinage peut 
être très petit.
Dans certains cas, cette définition peut s’adapter. Par exemple, un voisinage de +∞ 
désigne un intervalle de la forme ]a, + ∞ [, où a ∈ R peut être très grand. Ou encore, 
lors de l’étude d’une fonction définie sur R ≥ 0, nous considérerons un voisinage de 
0 qui sera alors de la forme [0, b[ avec b > 0 (éventuellement très petit).
Si I a pour bornes a ≤ b ∈ , alors I  désigne l’intervalle fermé [a, b] ⊂ .

■■ Natura non facit sal-
tus : « la nature ne fait 
pas de sauts ».
En physique, le prin-
cipe de continuité sti-
pule que la plupart des 
grandeurs physiques 
(température, vitesse 
du vent, etc.) doivent 
être continues.

1.1 
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CHAPITRE 5  Les fonctions continues sur un intervalle ■6   Pour aller plus loin : les suites définies par itération

DÉMONSTRATION

Prenons ≤a b  deux éléments de I et invoquons le théorème 5.33 des bornes : les valeurs 
([ ])m f a b:= min ,  et ([ ])M f a b:= max ,  existent dans  , et ces valeurs sont atteintes en 

{ ( ) }x x f x mm := min : =  et { ( ) }x x f x MM := max : =  respectivement. Fixons ∈ [ ]y m M,  et 
cherchons ∈ [ ]x a b,*  tel que ( )f x y=*  par une double inégalité f(x*) ≤ y et f (x*) ≥ y.
L’ensemble A : = {x ∈ [xm, xM] : f(x) ≥ y} n’est pas vide, puisque xM ∈ A. Le lemme 5.34 nous 
en fournit le minimum x*, c’est-à-dire le plus petit réel de [a,b] tel que f(x*) ≥ y. Il nous reste 
à établir l’autre inégalité. 
Si x* = xm, alors f (x*) = m = y et nous avons fini. Si au contraire x* > xm, alors la suite 

= −
−
+





( ) :u x

x x
nn n

m

n1*
*  converge vers x* et xm ≤ un ≤ x* = min A pour chaque entier n. Il 

s’ensuit que f (un) < y puisque un ∉ A. En passant cette inégalité à la limite (proposition 4.27), 
et en utilisant de nouveau la continuité de f, nous concluons f (x*) ≤ y comme attendu.  

Exemple 5.36
La fonction f : x ↦ x2 − 2 est continue sur [1, 2], 
puisque c’est un polynôme. Comme f (1) = −1 
< 0 et f (2) = 2 > 0, il existe au moins un réel  
x ∈ ]1, 2[ tel que f (x) = 0. En fait ce réel est unique 
(voir la section suivante), il s’agit de 2 .

Attention. Les bornes de l’intervalle 
image, c et d, n’ont en général rien à voir 
avec f a( ) et f b( ). De plus, certaines valeurs 
de c d[ ],  peuvent être prises plusieurs 
fois. La section suivante considère une 
hypothèse supplémentaire selon laquelle 
un lien existe entre c et d, d’une part, f a( ) 
et f b( ), d’autre part, tout en garantissant 
que chaque valeur intermédiaire n’est prise 
qu’une fois. Il s’agit des fonctions continues 
et strictement monotones.

Le cas des fonctions strictement  
monotones

Le théorème 5.37 est également fondamental, puisqu’il permet d’affirmer qu’une 
fonction continue et strictement monotone admet une bijection réciproque (elle 
aussi continue). Il s’agit de la brique élémentaire de la construction rigoureuse 
des réciproques des fonctions élémentaires, comme l’arctangente ou le logarithme 
népérien.

5.3 

Théorème 5.37 de la bijection continue (Cauchy, Dedekind)
Soit 

0f C I( )∈ → , avec I un intervalle, une fonction strictement monotone. Alors f est 
une bijection sur son intervalle image ( ):=J f I , et la fonction réciproque :1f J I→−  est 
également continue.

DÉMONSTRATION

Donnons la preuve quand f est strictement croissante, le cas f strictement décroissante en 
résultant (en considérant la fonction strictement croissante − f ). Tout d’abord, il est clair que 
la fonction f est injective (lemme 5.5). Par ailleurs, le théorème 5.35 des valeurs intermédiaires 
assure que J  est un intervalle, donc f  est une bijection entre I  et J .
Montrons maintenant que −g f:= 1  est continue. Utilisons pour cela le fait que g est également 
strictement croissante (ce qui est évident) et le théorème 5.24 de la limite monotone. En effet, 
pour tout ∈y J*  les limites à gauche et à droite de g

α β
→ →

( ) ( )g y g y
y y y y

:= lim et := lim
*< *>

existent dans   (pour cela il faut appliquer le théorème de la limite monotone à ] − ∞, y*[ ∩ J  
et ]y*, +∞[ ∩ J respectivement). Il suffit donc de montrer que α = β = g(y*) pour obtenir la 
continuité de g. Premièrement, puisque g est croissante, nous savons g(y) ≤ g(y*) pour y ≤ y*, 
de sorte que α ≤ g(y*) et α ∊ I. Puisque f est continue en α : 

α










→ → →

( ) ( ) ( ( ))f f g y f g y y y
y y y y y y

= lim = lim = lim = .
*< *< *<

*

De même, nous montrerions que β( )f y= *. En appliquant g à ces égalités, nous concluons 
α β( )g y= =* .  

■■ Une fonction bijec-
tive de I vers J. Pour 
visualiser sa réci-
proque, il suffit de faire 
un miroir à 45° pour 
échanger l’abscisse et 
l’ordonnée.

La construction de la racine qème

Soit ∈ >0q . La fonction polynomiale :f x x q est continue sur ≥0. Elle est également strictement 
croissante. Puisque +∞ = +∞ = +∞( ) ( )f q  n’est pas une forme indéterminée, nous savons que 

( ) ( )= +∞ = +∞→+∞ f x fxlim  (théorème 5.16). Alors l’intervalle image est   =≥ ≥0 0( )f  (sinon la fonction 
serait bornée et ne pourrait pas tendre vers +∞, d’après le théorème 5.24 de la limite monotone). Nous 
pouvons conclure que f réalise une bijection entre ≥0 et ≥0. Sa bijection réciproque s’appelle la fonction 
racine èmeq , notée en général x x

q .

FO
CU

S

Pour aller plus loin : les suites définies par itération6
Nous avons à plusieurs reprises rencontré des suites récurrentes, et plus précisément 
des suites définies par l’itération d’une fonction, c’est-à-dire définies par

( )+ := ,1u f un n
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Se repérer dans le livre
Ouverture de chapitre

■■ �QCM pour se tester sur les  
prérequis de Terminale.

■■ �Un exemple concret pour  
introduire le sujet du  
chapitre.

■■ �Ce que l’on maîtrisera  
à la fin du chapitre.

Le cours

■■ �Le cours est illustré par des  
figures et de nombreux exemples.

■■ �Les focus développent un sujet  
de recherche, une application,  
un thème d’actualité.

■■ �Des repères historiques.

■■ Des conseils et erreurs à éviter.
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En fin de chapitre
■■ �Un résumé de ce qu’il faut retenir.
■■ �Les QCM et exercices permettent  

de vérifier ses connaissances  
et de s’entraîner aux examens.

■■ �Les corrigés sont détaillés  
à la fin du livre.

En fin d’ouvrage
■■ �Un index pour retrouver  

rapidement les notions  
principales.

Les + en ligne
Retrouvez sur la page dédiée à l’ouvrage sur le site dunod.com :

	 �Des compléments de cours.
	 �Les corrigés détaillés de tous les exercices.
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Ce qu’il faut retenir
 • Les équations différentielles sont un outil 
essentiel en sciences. Leur résolution est 
généralement difficile.

 • Parmi les équations que l’on sait résoudre, 
il faut connaître les équations affines 
d’ordre 1 et les équations affines d’ordre 
2 à coefficients constants.

 • Pour résoudre une équation affine, on 
commence par résoudre son équation 

linéaire associée puis on cherche une 
solution particulière.

 • Pour trouver une telle solution, on peut 
utiliser la méthode de la variation de la 
constante.

 • Lorsqu’on ne sait pas résoudre explicite-
ment une équation différentielle, on utilise 
des méthodes de résolution numérique 
approchée.

1. Parmi ces fonctions, lesquelles sont 
solutions de l’équation différentielle 
y′(x) - xy(x) = x2 - 1 ?

 a. x  − x

 b. 





exp 2

2
x

x

 c. 





 −exp 2 3

2
x

x
x

 d. 





 −3 exp 2

2
x

x x

2. Quel est l’ensemble des solutions de 
l’équation y′(t) + cos(t) y(t) = 0 ?

 a. {exp(cos(t)) + λ ; λ ∈ }
 b. {λ exp(−cos(t)) ; λ ∈ }
 c. {exp(sin(t)) + λ ; λ ∈ }
 d. {λ exp(−sin(t)) ; λ ∈ }

3. Parmi ces fonctions, lesquelles sont 
solutions de l’équation différentielle 
y″(x) + 3y′(x) + 2y(x) = 0 ?

 a. x  5 exp(x) − 6 exp(2x)
 b. x  −4 exp(−x) + 9 exp(−2x)
 c. x  3 exp(3x) + 2x exp(3x)
 d. x  exp(−3x)(7 cos(x) − 8sin(x))

4. Chercher une solution de l’équation 
y″(x) + 2y′(x) - y(x) = x2 + 7 de la forme 
yp(x) = ` x2 + a x + f. Que vaut f  ?

 a. γ = −3.
 b. γ = 11.

 c. γ = −17.
 d. γ = 21.

5. Soit (( )) (( ))
(( ))

′′ ++ ==
−−

(( )):: 3 exp 3E y x y x x
x .  

Déterminer les solutions de son 
équation linéaire associée. Elles sont 
de la forme y0(x) = k exp(ax) avec

 a. a = 3
 b. a = −3

 c. = 1
3

a

 d. −= 1
3

a

6. Chercher ensuite une solution 
particulière de (E) de la forme  
yp(x) = k(x)exp(ax).

 a. ( ) = −
1
2y x

xp

 b. ( )
( )

= −
−exp 3
2y x

x
xp

 c. ( ) = ln( )y x xp

 d. yp(x) = ln(x) exp(−3x)

7. À l’aide d’une séparation des 
variables, déterminer la forme des 
solutions de y′(t) = y2(t) + 1.

 a. y(t) = λ tan(t)
 b. y(t) = tan(λt)
 c. y(t) = tan(t + λ)
 d. y(t) = tan(t) + λ

Réponses p. 203
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Exercices
Corrigés page 203

1 Équations affines
Pour chaque équation, résoudre l’équation linéaire 
associée sur , trouver une solution particulière 
sous la forme yp proposée et conclure.

   (E)           yp(x)
1. 6y′ + 7y = 8 constante
2. 2y′ − y = cos(x) a cos(x) + b sin(x)
3. y′ + xy = x3 ax2 + bx +c

4. + ′ + =
+

( )1 1
1

2
2x y xy

x
 +

+ 12
ax b
x

5. y″ + 4y′ + 4y = x2 − x ax2 + bx +c
6. y″ + y′ − 2y = f (x)

avec f (x) = exp (−x) a exp(−x)
7. avec f(x) = exp (x) bx exp(x)
8. avec f(x) = cosh(x) 
9. ω ω( )′′ + = sin0

2y y x   a cos(ω x) + b sin(ω x)
 ou ax cos(ω x) + bx sin(ω x)

2 Variation de la constante
Résoudre les équations affines ci-dessous sur les 
intervalles proposés en trouvant des solutions 
particulières à l’aide de la méthode de la variation 
de la constante.
1. y′(x) −y(x) = x2 exp(x)  sur 
2. ′ − =y y x  sur 
3. ′ − =( ) ( )2xy x y x x  sur >0

4. ( )′ − =( ) ( ) exp 1xy x y x x  sur >0

5. sin(x) y′( x) − cos(x)y(x) = 1 sur ]0, π[
6. sin(x) y′( x) + cos(x)y(x) = 1 sur ]0, π[

3 Conditions particulières
Soit (E) : y″(t) + y(t) = 0.
1. Résoudre (E) sur .
2. Déterminer la solution satisfaisant y(0) = 0 
et y′(0) = 1.
3. Déterminer la solution satisfaisant y(0) = 1 
et y′(0) = 0.
4. On impose maintenant les conditions aux 
limites : y(0) = y(π) = 0. Y a-t-il une unique 
solution satisfaisant ces conditions ?
5. Qu’en est-il avec y(0) = y(1) = 0 ?

 
 
4 Raccordements
Soient (E1) : xy′(x) + y(x) = 2x 
et (E2) : xy′(x) − 2y(x) = −2.
1. Résoudre (E1) et (E2) sur >0 et sur <0.
2. Pour chacune, en déduire les solutions définies 
sur  tout entier.
3. Pour chacune, existe-t-il une unique solution 
satisfaisant la condition initiale y(0) = 1 ?
4. Étudier de même les équations 5 et 6 de l’exer-
cice 2. Ont-elles des solutions définies sur  
tout entier ?

5 Équations d’évolution
L’équation logistique de Verhulst décrit l’évolu-
tion d’une population dont l’accroissement est 
limité par des contraintes logistiques (espace 
disponible, ressources…) :

( )′ = − >( ) : ( ) ( )
( )

.1 avec 0E y t y t
y t
K K

1. Décomposer la fraction ( )−
1

1X X K  en élé-
ments simples.
2. En supposant 0 < y < K, résoudre (E) en uti-
lisant une séparation des variables.
3. Comment évolue y(t) lorsque t tend vers + ∞ ?
4. Considérons un autre modèle d’évolution dans 
lequel l’accroissement de la population serait 
inversement proportionnel à sa valeur.
Interpréter à l’aide d’une équation différentielle 
et la résoudre. Comment évolue la population ?

6 Équation non linéaire
Soit (E) : 2ty(t)y′(t) = y2(t) − t2. Supposons qu’elle 
possède une solution notée y et posons z = y2.
1. L’équation (E) est-elle à variable séparable ?
2. Calculer z′ et montrer que z est solution d’une 
équation linéaire.
3. La résoudre et en déduire l’expression géné-
rale de y.
4. Vérifier s’il s’agit bien de solutions de (E). 
Si oui, sur quels intervalles sont-elles définies ?
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Nous donnons ici les réponses aux QCM et à 
quelques exercices. Les corrigés rédigés et détail-
lés sont disponibles en ligne sur le site dunod.com, 
à la page de présentation de l o̓uvrage.

Chapitre 2

Pour bien démarrer
1 a. 2 a. 3 c. 4 b,c. 5 b. 6 e.

Testez-vous
1 b,d. 2 b,c,d. 3 b. 4 b. 5 a. 6 a. 7 b. 8 a,d.

Exercices

1 1. = 10 1 10
1 10

= 1 10
9

1
1× −

−
−−

−

−

−
SN

N N
.

2. →+∞ SN Nlim = 1
9 . Ainsi 

1
9 = 10 = 0,1

=1∑+∞ −
n

n ,  

de sorte que 1 = 9 1
9 = 0,9×

3 L’algorithme de division de 2 par B commence 

ainsi en hexadécimal : 

2 B
2 0 0, 2E

A 0
6

En effet, 2 = 0 × B + 2 car 2 < 11 ; puis 20 = 
2 × B + A puisque (20)16 = 32, (B)16 = 11 et  
(A)16 = 10 ; enfin A0 = E × B + 6 avec (A0)16 = 160 
et (E)16 = 14.

4 0 < a − b < 7 et 4 < < 1− a
b .

5 1. 0/  2. , 1 10
2 1 10

2 ,−∞ − −





∪ − + +∞





  

3. [ 2, 1] [ 2, [− − ∪ +∞  4. [3 2,3 2]− +  5. ] ,2]−∞  
] ,2]−∞  6. ] , 1[ >0− ∞ − ∪

7 1. inf ℕ = min ℕ =0, sup ℕ = + ∞, inf ℚ = − ∞,  

sup ℚ = + ∞. 2. Notons 1 0A
n

n{ }= ∈ >: :  et B,  

C, ... , I  les ensembles suivants. Alors inf = 0A  
et sup = max =1A A  ;  −inf = min = 1B B  et  
sup = max = 1B B . 3. +∞sup =C  et inf = min = 0C C

inf = min = 0C C  ; +∞sup =D  et inf = min = 1D D .  
4. sup = max = 1E E  et −inf = min = 1E E . 5. 
sup = max = 3

4F F  et −inf = 1F . 6. +∞sup =G  
et −∞inf =G  ; +sup = 1 5

2H  et −inf = 1 5
2H  ; 

+∞sup =I  et −∞inf =I .

Chapitre 3

Pour bien démarrer
1 a,c. 2 c. 3 a,c. 4 a. 5 b.

Testez-vous
1 a,d. 2 b. 3 a,b. 4 a. 5 a. 6 a.

Exercices

2 1. 3 2. Erreur 3. 1 4. Erreur.

3 1. Y3(exp(X) − 1) + 2(Y3/2 − iπX) 

2. 3
ln( ) ( )3

−
− + +

ZY
X Y Z X Y

4 1.  0  2. ℝ 3. ℝ 4. ] ,1[ ]1,2[− ∞ ∪  5. Ø  

6. � �\ 2 :π{ }∈n n  7. ]0, e[ 8. >0 9. 10.  0≠   

11. ]e, + ∞[ 12. ]exp(2) – 1, +∞[.

Chapitre 4

Pour bien démarrer
1 a. 2 b. 3 d. 4 b. 5 c.

Testez-vous
1 c. 2 b. 3 d. 4 b. 5 a,b,d. 6 a, 7 a, 8 b.

Exercices

1 1. Faux 2. Faux 3. Faux

6 1. = 1 2
5− +v nn . Comme la suite 2

5( )+n  est 

décroissante, nous déduisons que la suite (vn) est 

croissante. 2. = 2
( 5)( 5)− + + ++v v p
N p NN p N . 

Comme 5 < 1+ +
p

N p  et N + 5 > N, on conclut 

= 2− −+ +v v v v NN p N N p N . 3. Pour N = conv(k) 

= 2 × 10k, 2 10 −
N

k. La suite (vn) converge vers 1.  

La suite ( )un n converge vers 0 avec le certificat 
conv( ) := =ln(10)

ln( ) 10log ( )k k q
k

q− − . Pour := 1
4q  et 

:= 4k , on déduit que un est proche de 0 à partir 
du rang := 7n .

9 Limites : 1. divergent 2. 0 3. 3
2  4. 1 5. diver-

gent 6. 0
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convergente  78
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D
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E
écriture décimale  24, 28

fi nie  25
infi nie  26
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formule  4, 53
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I
indéterminé  62
inégalité triangulaire  31
intégration par parties  176
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itération  92

L
langage formel  4
langage informatique  5
limite à gauche/droite  106
limite monotone  107

M
machine de Turing  5, 15
majorant  34
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maximum  35
minimum  35
minorant  34
minorée  88
monotone  89, 101

N
nombre algébrique  20
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O
ordre lexicographique  26

P
partie entière  34
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primitive  173
problème de Cauchy  189

R
rang  76
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S
sin hyperbolique  65
sinus  51
somme de Riemann  169
sortie  55
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suite de Cauchy  78
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T
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théorème de Liouville  175
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Avant-propos
La place fondamentale des mathématiques dans l’enseignement supérieur n’est pas 
discutée. Au contraire, elles sont à la fois le langage des disciplines scientifiques et 
techniques, permettant ainsi la description théorique et la modélisation, ainsi que leur 
moyen d’action, en permettant la conception et la prévision par le calcul. Le présent 
ouvrage est axé sur l’analyse mathématique, avec un point de vue algorithmique 
permettant d’éclairer la théorie et d’exposer les difficultés de la pratique. Si cette 
discipline est fondamentale pour les applications, elle présente néanmoins une réelle 
difficulté pour les étudiants. Il nous a immédiatement paru important d’introduire 
en parallèle le calcul numérique et le calcul formel. Expliquons brièvement ces 
deux termes, puisque cette dichotomie constitue le cœur de l’ouvrage.

1. � L’architecture matérielle des ordinateurs permet d’effectuer nativement des 
opérations arithmétiques (sur les entiers, les flottants...) : cette fonctionnalité 
fonde l’analyse numérique, c’est-à-dire le calcul approché de valeurs. Le 
problème majeur associé est celui de la qualité de l’approximation (certification 
des chiffres significatifs, propagation des erreurs, etc.), qui rejoint des 
préoccupations relatives aux sciences expérimentales.

2. � Par ailleurs, des logiciels plus sophistiqués permettent de manipuler des 
expressions symboliques (fractions d’entiers, formules trigonométriques...) 
et de calculer formellement à l’aide de ces objets. Ces fonctionnalités sont de 
plus en plus présentes sur les calculatrices utilisées dans le secondaire, mais 
elles sont probablement peu ou mal exploitées. Le problème majeur associé 
est celui de l’impossibilité de trouver le résultat dans la classe des objets 
symboliques, qui est un problème rencontré aussi dans les autres sciences 
(formules « explicites », « analytiques » ou encore « sous forme close »).

La meilleure illustration de cette dualité est la fonction de répartition gaussienne, 
omniprésente en sciences : la théorie construit la primitive ∫= −

−∞
( ) : ( )exp d2F X x x

X
,  

le calcul formel permet d’affirmer que F(X) n’est pas une formule « explicite » 
et donc nous contraint à effectuer un calcul numérique approché des valeurs, par 
exemple pour constituer des tables précalculées destinées aux utilisateurs.
Notre propos n’est pas tant de fournir un manuel de techniques élaborées, d’analyse 
numérique ou de calcul formel, même si nous souhaitons offrir une introduction aux 
grands problèmes que ces deux approches complémentaires permettent de formuler. 
Les méthodes naïves de résolution que nous proposons ont pour rôle d’illustrer 
les fondements théoriques de l’analyse réelle et de souligner la transcendance 
intrinsèque du monde des nombres réels.
Une fois qu’ils auront assimilés ces concepts et algorithmes basiques, les étudiants 
seront mieux armés pour appréhender les algorithmes optimaux et les logiciels 
(MatLab, SciLab, Mathematica, Maple, SageMath...) présents dans l’industrie 
ou les laboratoires de recherche.

Contenu
Avant l’apparition et l’utilisation intensive des calculateurs articiels – il n’y a guère 
plus que 70 ans – la production de livres de tables de valeurs numériques était un 
enjeu majeur : cet artisanat mathématique, facilité par l’introduction de l’écriture 
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décimale des réels à la fin de la Renaissance, a accompagné les diverses révolutions 
technologiques et industrielles du xixe siècle et de la première moitié du xxe siècle, 
en motivant d’ailleurs le financement et la conception des premiers calculateurs 
automatiques afin d’améliorer la qualité des calculs. Ainsi, le premier chapitre du 
présent ouvrage est consacré à l’histoire du calcul et des techniques.
Une fois présentée la construction des nombres réels par les développements 
décimaux et l’introduction du concept de limite, le but principal du discours est 
de démontrer et de donner une incarnation concrète aux grands théorèmes de 
l’analyse réelle (valeurs intermédiaires, accroissements finis, équivalence primitive/
intégrale), en se focalisant sur une approche constructive. Ces chapitres présentent 
notamment une construction de l’intégrale des fonctions de classe C1 et décrivent 
l’espace des solutions d’équations différentielles simples.
Les thèmes abordés dans ce livre sont donc en grande partie classiques ; nous 
avons toutefois choisi de mettre en avant la classe des fonctions usuelles. Ces 
fonctions – dont les étudiants sont si familiers qu’ils en oublient facilement que 
d’autres fonctions existent – occupent une place particulière dans la discipline, car 
elles sont la charnière entre calcul symbolique et calcul numérique : ce sont les 
fonctions obtenues par l’évaluation d’une formule sur son ensemble de définition. 
Une des tâches du chapitre qui leur est consacré est de construire (et de dériver) 
l’exponentielle réelle et les fonctions circulaires, ce qui débouchera finalement 
sur la construction des fonctions réciproques standards. Nous y démontrons 
également les théorèmes de continuité et de dérivabilité usuels, qui donnent un 
cadre pratique très concret pour discuter de la continuité et de la dérivabilité des 
fonctions usuelles.
À l’issue de l’ouvrage, le lecteur studieux saura écrire des algorithmes permettant 
de calculer des valeurs approchées de fonctions usuelles (par exemple, eπ ) avec 
une précision certifiée, mais aussi des solutions exactes ou approchées d’équations 
différentielles et d’intégrales.

Public visé et prérequis
L’ouvrage s’adresse à des étudiants ayant une connaissance au moins élémentaire 
en mathématiques (ayant choisi la spécialité « mathématiques » ou l’option 
« mathématiques complémentaires » du nouveau baccalauréat général) et ayant 
déjà pratiqué les bases du langage Python (normalement à travers la spécialité 
« mathématiques » en Première), se destinant à des études supérieures scientifiques 
principalement en mathématiques ou en informatique, mais également dans toute 
direction utilisant du calcul scientifique et nécessitant une bonne compréhension de 
l’analyse mathématique (physique théorique ou appliquée, chimie, géosciences...).
Il est conseillé au lecteur de se familiariser avec le langage de programmation Python, 
ce livre n’étant pas un ouvrage de référence sur ce langage (nous en utiliserons la 
version 3). Ce langage est devenu omniprésent, de la fin du secondaire au monde 
de la recherche et de l’industrie : Python permet d’effectuer du calcul numérique 
efficace (grâce à la bibliothèque numpy) et symbolique (grâce à la bibliothèque sympy).
Cet ouvrage ne couvre pas non plus les fondements mathématiques du raisonnement, 
de l’algèbre, de la théorie des ensembles ou de l’arithmétique. Nous renvoyons le 
lecteur à l’excellent ouvrage Mathématiques dans la collection « Fluoresciences », 
publié chez Dunod, pour un panorama plus exhaustif de ces notions basiques.
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	 ≃ - 3000	� Mésopotamie, écriture cunéiforme, représentation des nombres en  
base 60

	 ≃ - 2000	� Mésopotamie, tablettes scolaires d’apprentissage des quatre opérations, 
racines carrées et cubiques

	≃ - 1000 ã 0	� Chine, numération décimale positionnelle, utilisation d’abaques et premiers 
algorithmes

	 ≃ 600	� Inde, 0 devient un nombre, découverte des nombres négatifs, règle des 
signes et perfectionnement des pratiques opératoires

	 800 ã 1500	� Empire arabe, introduction de l’algèbre et des polynômes, diffusion du 
système décimal indien, premières tables de calcul trigonométrique

	 xvie siècle	� Europe, utilisation des nombres complexes, représentation décimale « à 
virgule » des nombres, calcul symbolique

	 xviie siècle	� Europe, logarithmes, découverte de la dérivée
	 xviiie siècle	� Europe, exponentielle, développements limités, équations différentielles
	 xixe siècle	� Europe, théories des nombres réels, fondement de l’analyse mathématique
	 xxe siècle	� Théorie de la calculabilité, naissance de l’informatique

Objectifs
•	Discuter la nature des nombres et leur représentation dans un 

ordinateur.
•	Définir, grâce aux machines de Turing, la notion de procédé calculable.
•	Comprendre la place du calcul dans l’histoire des sciences et des 

techniques.
•	Distinguer deux types de calculs : symbolique et numérique.

Une histoire 
lapidaire du 
calcul
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