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Avant-propos

La place fondamentale des mathématiques dans I’enseignement supérieur n’est pas
discutée. Au contraire, elles sont a la fois le langage des disciplines scientifiques et
techniques, permettant ainsi la description théorique et la modélisation, ainsi que leur
moyen d’action, en permettant la conception et la prévision par le calcul. Le présent
ouvrage est axé sur I’analyse mathématique, avec un point de vue algorithmique
permettant d’éclairer la théorie et d’exposer les difficultés de la pratique. Si cette
discipline est fondamentale pour les applications, elle présente néanmoins une réelle
difficulté pour les étudiants. Il nous a immédiatement paru important d’introduire
en parallele le calcul numérique et le calcul formel. Expliquons brievement ces
deux termes, puisque cette dichotomie constitue le coeur de ’ouvrage.

1. L’architecture matérielle des ordinateurs permet d’effectuer nativement des
opérations arithmétiques (sur les entiers, les flottants...) : cette fonctionnalité
fonde 1’analyse numérique, c’est-a-dire le calcul approché de valeurs. Le
probléme majeur associé est celui de la qualité de I’approximation (certification
des chiffres significatifs, propagation des erreurs, etc.), qui rejoint des
préoccupations relatives aux sciences expérimentales.

2. Par ailleurs, des logiciels plus sophistiqués permettent de manipuler des
expressions symboliques (fractions d’entiers, formules trigonométriques...)
et de calculer formellement a I’aide de ces objets. Ces fonctionnalités sont de
plus en plus présentes sur les calculatrices utilisées dans le secondaire, mais
elles sont probablement peu ou mal exploitées. Le probleme majeur associé
est celui de I’'impossibilité de trouver le résultat dans la classe des objets
symboliques, qui est un probleme rencontré aussi dans les autres sciences
(formules « explicites », « analytiques » ou encore « sous forme close »).

La meilleure illustration de cette dualité est la fonction de répartition gaussienne,
X
omniprésente en sciences : la théorie construit la primitive F(X) := J exp (—x?) dx,

le calcul formel permet d’affirmer que F(X) n’est pas une formule « explicite »
et donc nous contraint a effectuer un calcul numérique approché des valeurs, par
exemple pour constituer des tables précalculées destinées aux utilisateurs.

Notre propos n’est pas tant de fournir un manuel de techniques élaborées, d’analyse
numérique ou de calcul formel, méme si nous souhaitons offrir une introduction aux
grands problemes que ces deux approches complémentaires permettent de formuler.
Les méthodes naives de résolution que nous proposons ont pour role d’illustrer
les fondements théoriques de I’analyse réelle et de souligner la transcendance
intrinseque du monde des nombres réels.

Une fois qu’ils auront assimilés ces concepts et algorithmes basiques, les étudiants
seront mieux armés pour appréhender les algorithmes optimaux et les logiciels
(MATLAB, ScilLAB, MATHEMATICA, MAPLE, SAGEMATH...) présents dans I’industrie
ou les laboratoires de recherche.

Contenu

Avant I’apparition et I’ utilisation intensive des calculateurs articiels —il n’y a guere
plus que 70 ans — la production de livres de tables de valeurs numériques était un
enjeu majeur : cet artisanat mathématique, facilité par I'introduction de I’écriture



décimale des réels a la fin de la Renaissance, a accompagné les diverses révolutions
technologiques et industrielles du x1x° siecle et de la premiere moitié du xx¢ siecle,
en motivant d’ailleurs le financement et la conception des premiers calculateurs
automatiques afin d’améliorer la qualité des calculs. Ainsi, le premier chapitre du
présent ouvrage est consacré a 1’histoire du calcul et des techniques.

Une fois présentée la construction des nombres réels par les développements
décimaux et I’introduction du concept de limite, le but principal du discours est
de démontrer et de donner une incarnation concréte aux grands théorémes de
I’analyse réelle (valeurs intermédiaires, accroissements finis, équivalence primitive/
intégrale), en se focalisant sur une approche constructive. Ces chapitres présentent
notamment une construction de I’intégrale des fonctions de classe C! et décrivent
I’espace des solutions d’équations différentielles simples.

Les themes abordés dans ce livre sont donc en grande partie classiques ; nous
avons toutefois choisi de mettre en avant la classe des fonctions usuelles. Ces
fonctions — dont les étudiants sont si familiers qu’ils en oublient facilement que
d’autres fonctions existent — occupent une place particuliere dans la discipline, car
elles sont la charniere entre calcul symbolique et calcul numérique : ce sont les
fonctions obtenues par I’évaluation d’une formule sur son ensemble de définition.
Une des taches du chapitre qui leur est consacré est de construire (et de dériver)
I’exponentielle réelle et les fonctions circulaires, ce qui débouchera finalement
sur la construction des fonctions réciproques standards. Nous y démontrons
également les théorémes de continuité et de dérivabilité usuels, qui donnent un
cadre pratique tres concret pour discuter de la continuité et de la dérivabilité des
fonctions usuelles.

A Iissue de I’ouvrage, le lecteur studieux saura écrire des algorithmes permettant
de calculer des valeurs approchées de fonctions usuelles (par exemple, €™ ) avec
une précision certifiée, mais aussi des solutions exactes ou approchées d’équations
différentielles et d’intégrales.

Public visé et prérequis

L’ouvrage s’adresse a des étudiants ayant une connaissance au moins élémentaire
en mathématiques (ayant choisi la spécialité « mathématiques » ou 1’option
« mathématiques complémentaires » du nouveau baccalauréat général) et ayant
déja pratiqué les bases du langage PyTHON (normalement a travers la spécialité
« mathématiques » en Premiere), se destinant a des études supérieures scientifiques
principalement en mathématiques ou en informatique, mais également dans toute
direction utilisant du calcul scientifique et nécessitant une bonne compréhension de
I’analyse mathématique (physique théorique ou appliquée, chimie, géosciences...).

Il est conseillé au lecteur de se familiariser avec le langage de programmation PyTHON,
ce livre n’étant pas un ouvrage de référence sur ce langage (nous en utiliserons la
version 3). Ce langage est devenu omniprésent, de la fin du secondaire au monde
de la recherche et de I’industrie : PyTHON permet d’effectuer du calcul numérique
efficace (grace a la bibliothéque numpy) et symbolique (grice a la bibliotheque sympy).

Cet ouvrage ne couvre pas non plus les fondements mathématiques du raisonnement,
de I’algebre, de la théorie des ensembles ou de I’arithmétique. Nous renvoyons le
lecteur a I’excellent ouvrage Mathématiques dans la collection « Fluoresciences »,
publié chez Dunod, pour un panorama plus exhaustif de ces notions basiques.
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Une histoire

lapidaire du
calcul

~—3000 Mésopotamie, écriture cunéiforme, représentation des nombres en
base 60

~—2000 Mésopotamie, tablettes scolaires d’apprentissage des quatre opérations,
racines carrées et cubiques

~—1000 - 0 Chine, numération décimale positionnelle, utilisation d’abaques et premiers
algorithmes

~ 600 Inde, O devient un nombre, découverte des nombres négatifs, regle des
signes et perfectionnement des pratiques opératoires

800 — 1500 Empire arabe, introduction de 1’algébre et des polynomes, diffusion du
systeme décimal indien, premiéres tables de calcul trigonométrique

xvI® siecle  Europe, utilisation des nombres complexes, représentation décimale « a
virgule » des nombres, calcul symbolique

xvi® siécle  Europe, logarithmes, découverte de la dérivée

xvin® siécle  Europe, exponentielle, développements limités, équations différentielles
xix® siecle  Europe, théories des nombres réels, fondement de 1’analyse mathématique
xx¢ siécle Théorie de la calculabilité, naissance de I’informatique

Objectifs

- Discuter la nature des nombres et leur représentation dans un
ordinateur.

- Définir, grace aux machines de Turing, la notion de procédé calculable.

- Comprendre la place du calcul dans ’histoire des sciences et des
techniques.

- Distinguer deux types de calculs : symbolique et numérique.



