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Avant-propos

Réussir en classes préparatoires nécessite d’assimiler rapidement un grand 
nombre de connaissances, mais surtout de savoir les utiliser, à bon escient, et les 
rendre opérationnelles au moment opportun. Bien sûr, l’apprentissage du cours de 
votre professeur jour après jour est indispensable. Cependant, on constate que pour 
beaucoup, c’est loin d’être suffisant. Combien d’entre vous ont bien appris leur cours 
et pourtant se trouvent démunis lors d’un devoir, et plus grave, le jour du concours.

Cette collection a été conçue pour répondre à cette difficulté. Suivant scrupu-
leusement le programme, chaque ouvrage est scindé en chapitres, dont chacun 
correspond, en gros, à une semaine de cours. Leur structure est identique pour chaque 
niveau, en physique-chimie comme en mathématiques ou sciences industrielles.

Le résumé de cours est là pour vous remettre en mémoire tous les résultats 
à connaître. Sa relecture est indispensable avant un devoir, le passage d’une colle 
relative au thème traité et lors des révisions précédant les concours. Ils sont énoncés 
sans démonstration.

La partie « méthodes » vous initie aux techniques utiles pour résoudre les 
exercices classiques. Complément indispensable du cours, elle l’éclaire et l’illustre. 

La partie « vrai/faux » permet de tester votre recul par rapport au programme 
et de vous révéler les mauvais réflexes à rectifier. Son corrigé est l’occasion de mettre 
en garde contre des erreurs classiques.

Les exercices sont incontournables pour assimiler le programme et pour répondre 
aux exigences du concours. Des indications, que les meilleurs pourront ignorer, 
permettront de répondre aux besoins de chacun, selon son niveau. Les corrigés sont 
rédigés avec soin et de manière exhaustive.

Ainsi l’ouvrage de maths, comme ceux de physique, de chimie et de sii vous 
accompagneront tout au long de l’année et vous guideront dans votre cheminement 
vers la réussite aux concours.

Bertrand Hauchecorne
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Très jeune, Giuseppe Peano (1858-1932) a compris 
l’importance de la nouvelle approche des mathématiques 
que permettait la théorie des ensembles à peine naissante. 
Déchiffrant l’ouvrage plutôt obscur d’Hermann Grassmann, 
dans lequel sont introduits les espaces vectoriels, il bâtit 
une axiomatique claire encore utilisée de nos jours. 
Il introduit les applications linéaires et montre 
que cette théorie ne se limite pas à la dimension finie 
en donnant l’exemple des polynômes.

	■ Un peu d’histoire

À tout nombre réel a, on peut faire correspondre une application toute simple, celle 
qui à un réel x fait correspondre ax soit la multiplication d’un nombre par un scalaire. 
Tout segment est alors transformé en un segment dont la longueur est multipliée 
par a. La variable x est au premier degré, elle n’est pas affectée d’une puissance.
Les applications linéaires en sont la généralisation aux dimensions supérieures ; 
l’expression des images est une expression de degré un des coordonnées et elles 
conservent l’origine. 
Le maniement de ce type d’applications s’est particulièrement développé au XVIIIe siècle 
en particulier pour résoudre des systèmes linéaires, avec Gabriel Cramer, Étienne 
Bézout, Alexandre Vandermonde mais leur introduction formelle est l’œuvre de Peano.

Chapitre 1
Compléments 

d’algèbre linéaire
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����� (f1, . . . , fp)
��� �
 �
����� (e1 . . . , er, f1, . . . , fp)�


�������� � �� ���
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���
	 �	 

��� ������� E =
m⊕
i=1

Fi ����
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 ������������� 	
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����������� ��� � ���$ (ei)i∈N %�� ������� �� &��$�%"# �� E	 ��#  "� �#�$���# #%�&��$�# #��$
)!%�&����$�# �

��� (ei)i∈N �#$ %�� ��#� �� E 


���� $�%$ &��$�%" �� E #�)�"�$ �� ����("� %��!%� ����� ��������#�� ���)��"� ��# &��$�%"# ei	

�������� � (Xn)n∈N �#$ %�� ��#� �� K[X ] �  ��)� ���� ���	��
�� �� K[X ]	
� �� ������� (ei)i∈�1,n�� �+ ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ��� 1 #� $"�%&��$ �� i����  �#�$���� ��"�� %��
��#� �� Kn �  ��)� ��#� ������!%� �� Kn	
� ��%$� ������� (Pk)k∈N ��  ��'�*��# &)"����$�  �%" $�%$ k� deg(Pk) = k� �#$ %�� ��#� �� K[X ]	

� ����	 ���
 
����	 �

 �	 �����	����	� �	����
	��

���$ E %� �# ��� &��$�"��� #%" K	


�������� � ��
� m �� ���
�� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
���
��� �� E� �� �������

�	��� ��� ���������
�� ��
���
��� Fi� �������	�� ��� ��
����� ���
�
���� f1+f2+ · · ·+fm �� ����

���� i ∈ �1,m�� fi ��� �� ��
���� �� Fi� �� �� ���� F1 + F2 + · · ·+ Fm �

F1 + · · ·+ Fm =
{
f1 + · · ·+ fm | (f1, · · · , fm) ∈ F1 × · · · × Fm

}
.

	������
��� � �� #���� ��%� ����"� ��� �� #�%#��# ���# &��$�"���# �� E �#$ %� #�%#��# ���
&��$�"��� �� E 
 �� ���$ ��  �%$ ���$"�" !%�%� $�� ��#����� �#$ ��� &��� �$ #$����  �" ��������#��
���)��"�	


�������� � ��
� m �� ���
�� ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ���������
�� ��
���
��� �� E� �� �
� ���

�� ����� F1 + · · · + Fm ��� �����
� �
 ���� ���� ��
���� x ∈ F1 + · · · + Fm� 
� ��
��� �� ��
���

m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� � x = f1 + · · ·+ fm� �� ���� ����� �

F1 + · · ·+ Fn = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

����������� ��� � ���$ m %� ��$��" ��� �%� �$ F1, . . . , Fm ��# #�%#��# ���# &��$�"���# �� E	 ��#
 "� �#�$���# #%�&��$�# #��$ )!%�&����$�# �

��� �� #���� F1 + · · ·+ Fn �#$ ��"��$� 


���� ��# �' �$�(#�# f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm �$ f1 + f2 + · · ·+ fm = 0 �� ��!%��$

f1 = f2 = · · · = fm = 0.

	������
��� � �%�#!%� F1 + · · · + Fm �#$ %� #�%#��# ��� &��$�"��� �� E� �� ���$���$ �� &��$�%"
�%� 
 ���%����  �%$ ���� #�)�"�"� #�%# �� ��"�� 0 = f1 + · · · + fm �+  �%" $�%$ i ∈ �1,m� , fi ∈ Fi	
���!%� Fi )$��$ %� #�%#��# ��� &��$�"��� �� E� �� ���$���$ )�������$ �� &��$�%" �%� 
 �� !%� �����
%�� ��%&���� �)��� �#�$��� �% &��$�%" �%� � 0 = 0 + · · · 0	 ���# �%$"� �' �$�(#� #%" �� #����
F1 + · · · + Fm� �� #�  �%$ !%� �� &��$�%" �%�  �##(��  �%#��%"# �)��� �#�$���#	 ��  "� �#�$��� 
	�
��"�� !%� �� #���� F1 + · · · + Fn �#$ ��"��$� #� �$ #�%�����$ �� &��$�%" �%� ����$ %�� %��!%�
�)��� �#�$��� ����)�  �" 0 = 0 + · · ·+ 0	

�� � ���	��
� �

� ���
��

���
	 �	 

��� �������


�������� � ���� m �� 
���
� ��� ��
 
� F1, . . . , Fm 	
� �����
����
� �
�����

� 	
 E� �� 	�� ��


E 
�� 

��� ������� 	
 F1, . . . , Fm 
�����
 �

E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

	������
���� � 	������ E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm� �
 ����� �� F1, . . . , Fm ��� �������

�� %�
�� # E�

� �
�� �� �
� �& m = 2� ���� ��� E ��� ����� ������� �� F1 �� F2 ��� %��� 
���� # ���� ��� F1 ��

F2 ���� 
�������	�����
 �
�� E�

��� �%����
�� ��%�%������ �� �%���� ��� �
�
��%���
����� ��� 
�����

����������� ��� � ���� m �� ������ ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ��������
���  ��������� �� E� 	��

������%�%� ��� 
���� ���� %��� 
������ �

��� E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm �

���� ���� ����  ������ x ∈ E� �� �!���� �� ������ m������ (f1, . . . , fm) ∈ F1 × · · · × Fm ��� ��� �

x = f1 + · · ·+ fm �

����� E = F1+F2+ · · ·+Fm �� ��� �"����$��� f1 ∈ F1� f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm� f1+f2+ . . .+fm = 0
���������� f1 = f2 = . . . = fm = 0�

� ��
� ������� � �	� ���
��

���
	 �	 

��� �������


� ������� ��� E ��� �� K����
��  �������� �� ��������� �����

����������� ��� � ���� m �� ������ ��� ��� �� F1, . . . , Fm ��� ��������
���  ��������� �� E� 	��

������%�%� ��� 
���� ���� %��� 
������ �

��� E ��� ����� ������� �� F1, . . . , Fm �

���� �
 ����
�%�
���� ����� �
�� �� F1� ����� �
�� �� F2� ��� � ����� �
�� �� Fm ��� ��� �
�� �� E�

�
�� �� �
�� �� 
 �

dim(E) = dim
(
F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm

)
=

m∑
i=1

dim(Fi)

.

���
���� � �
� �!������ �
 ����
�%�
���� �� �
 �
����� (e1, . . . , er) �� �� �
 �
����� (f1, . . . , fp)
��� �
 �
����� (e1 . . . , er, f1, . . . , fp)�


�������� � �� ���



 ��
� ������� � �� ���
��

���
	 �	 

��� ������� E =
m⊕
i=1

Fi ����


���
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 ���
� 	
 �����
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����
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�����
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� �������������
� ��� ����
���������� �� �������
� ����

��%��$�� ��� � 
��! F �! G ��"$  �" �� ���� #��!����� ��"� K�� ���� #��!����� E �� ����� ���
����� �� ����� �!���  "�#��!�  ��! (�"�#����!� �

��� F �! G  ��!  "���(���!���� ��� E 	

���� E = F +G �! dim(E) = dim(F ) + dim(G) 	

����� F ∩G =
{
0E

}
�! dim(E) = dim(F ) + dim(G) 	

��
� �� �����!(��!��� ��"�� �� � F �! ��"�� �� � �� G � ! "�� �� � �� E�

� ��
	������� �� ���������

◆ 
���������

�%������� 
 �� ����
��
���
� p �� E ��� �� ��
������� ���	 ������ p2 = p�

����������� � ��"� "� ������!�"� p �� E� �� � � Im(p) = ker(p− idE)�

��%��$�� ��� � 
��! p "� ������!�"� �� E� ��  �" �� ���� #��!����� ker(p) �! Im(p)  ��!
 "���(���!���� ��� E �

E = ker(p)⊕ Im(p).

◆ 
��������� ������% # ���! ������������  ��������� �����%���������

��%��$����%������� ��� � &!��! ����( ��"$  �" �� ���� #��!�����  "���(���!���� F1 �! F2

�� E� ���������!��� �"� ' !�"! x = x1 + x2 �� E ��) x1 ∈ F1 �! x2 ∈ F2� ���! ����� ������ x1 � !
"� ������!�"� ������� F1� �� ��%�" F2�

�!!� �������!��� ���(����  �������� �� ��
�����
	 
�� F1 �����������	� � F2�

◆ �"�%����

�%������� 
 �� ����
��
���
� s �� E ��� ��� 
������� ���	 ������ s2 = idE�

����������� � ��"!�  %�(!��� �� E � ! "� ���������� �� �����!��� (��� '  �� ��#�� ��

��%��$�� ��	 � 
��! s "� ������!�"� �� E� ��  �" �� ���� #��!����� ker(s−idE) �! ker(s+idE)
 ��!  "���(���!���� ��� E �

E = ker(s− idE)⊕ Im(s+ idE).

�� � ���	��
� �

◆ 
 �#���� ������#� ! ���� ������������ ���������� �����#���������

��#��"����#������� ���� � 
��� F1 �� F2 �� " �� ��������� !��������� � ���&��������� �� E�
������������� s � � $ �� � x = x1 + x2 �� E ��' x1 ∈ F1 �� x2 ∈ F2� ���� ������������ x1 − x2 ���
 �� �#�&���� !&������ �

ker(s− idE) = F1 �� ker(s+ idE) = F2.


���� ����������� ���&���� ��������� �� �
���
�� 	�
 
�		�
� � F1 	�
���������� � F2�


���������� � 
��� F1 �� F2 �� " �� ��������� !���������
� ���&��������� �� E� p1 �� �������� � � � F1 ������%������
$ F2 �� s1 �� �#�&���� ��� ������� $ F1 ������%������ $ F2�
�� � �

s1 = 2p1 − idE

x = x1 + x2

x2

x1 = p1(x1)

F2

F1

s1(x) = x1 − x2

� ���
��
	��� 
�����

�#������� 	 ���� g �� 	���
���
��
	 �	 E� 	� F �� �����	����	 �	�����	� �	 E� �� ��� ��	 F 	��

������ ��� g �� ���� ���� �	��	�� x �	 F � �	 �	��	�� g(x) �������	�� � F �


���������� � �� �� �������� !�������� F ��� ������ ��� g �� �� �� ������ �� g(F ) ⊂ F �

����������� ����� 
��� g  � ������������� �� E� F  � �� �������� !�������� �� E �� (e1, . . . , ep)
 �� ���� �� F � ��� ������������ � �!����� ���� &� �!������� �

��� F ��� ������ ��� g 	

���� �� � �� � i ∈ �1, p� , g(ei) ∈ F.

��#��"�� ���� ������� �������� ������������ � 
��� E  � K������� !�������� �� ��������� n� F
 � �� �������� !�������� �� ��������� p �� g  � ������������� �� E� ��� ������������ � �!�����
���� &� �!������� �

��� F ��� ������ ��� g 	

���� �� � �� � � ���&�������� G �� F ���� E� �� ������� �� g ���� �� �� ���� B �����&� $ ��
�&����������� E = F ⊕G ��� �� �� ����� �

MatB(g) =

Å
A B
0 C

ã

�' A ∈ Mp(K)� B ∈ Mp,n−p(K) �� C ∈ Mn−p(K)�
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� �������������
� ��� ����
���������� �� �������
� ����

��%��$�� ��� � 
��! F �! G ��"$  �" �� ���� #��!����� ��"� K�� ���� #��!����� E �� ����� ���
����� �� ����� �!���  "�#��!�  ��! (�"�#����!� �

��� F �! G  ��!  "���(���!���� ��� E 	

���� E = F +G �! dim(E) = dim(F ) + dim(G) 	

����� F ∩G =
{
0E

}
�! dim(E) = dim(F ) + dim(G) 	

��
� �� �����!(��!��� ��"�� �� � F �! ��"�� �� � �� G � ! "�� �� � �� E�

� ��
	������� �� ���������

◆ 
���������

�%������� 
 �� ����
��
���
� p �� E ��� �� ��
������� ���	 ������ p2 = p�

����������� � ��"� "� ������!�"� p �� E� �� � � Im(p) = ker(p− idE)�

��%��$�� ��� � 
��! p "� ������!�"� �� E� ��  �" �� ���� #��!����� ker(p) �! Im(p)  ��!
 "���(���!���� ��� E �

E = ker(p)⊕ Im(p).

◆ 
��������� ������% # ���! ������������  ��������� �����%���������

��%��$����%������� ��� � &!��! ����( ��"$  �" �� ���� #��!�����  "���(���!���� F1 �! F2

�� E� ���������!��� �"� ' !�"! x = x1 + x2 �� E ��) x1 ∈ F1 �! x2 ∈ F2� ���! ����� ������ x1 � !
"� ������!�"� ������� F1� �� ��%�" F2�

�!!� �������!��� ���(����  �������� �� ��
�����
	 
�� F1 �����������	� � F2�

◆ �"�%����

�%������� 
 �� ����
��
���
� s �� E ��� ��� 
������� ���	 ������ s2 = idE�

����������� � ��"!�  %�(!��� �� E � ! "� ���������� �� �����!��� (��� '  �� ��#�� ��

��%��$�� ��	 � 
��! s "� ������!�"� �� E� ��  �" �� ���� #��!����� ker(s−idE) �! ker(s+idE)
 ��!  "���(���!���� ��� E �

E = ker(s− idE)⊕ Im(s+ idE).

�� � ���	��
� �

◆ 
 �#���� ������#� ! ���� ������������ ���������� �����#���������

��#��"����#������� ���� � 
��� F1 �� F2 �� " �� ��������� !��������� � ���&��������� �� E�
������������� s � � $ �� � x = x1 + x2 �� E ��' x1 ∈ F1 �� x2 ∈ F2� ���� ������������ x1 − x2 ���
 �� �#�&���� !&������ �

ker(s− idE) = F1 �� ker(s+ idE) = F2.


���� ����������� ���&���� ��������� �� �
���
�� 	�
 
�		�
� � F1 	�
���������� � F2�


���������� � 
��� F1 �� F2 �� " �� ��������� !���������
� ���&��������� �� E� p1 �� �������� � � � F1 ������%������
$ F2 �� s1 �� �#�&���� ��� ������� $ F1 ������%������ $ F2�
�� � �

s1 = 2p1 − idE

x = x1 + x2

x2

x1 = p1(x1)

F2

F1

s1(x) = x1 − x2

� ���
��
	��� 
�����

�#������� 	 ���� g �� 	���
���
��
	 �	 E� 	� F �� �����	����	 �	�����	� �	 E� �� ��� ��	 F 	��

������ ��� g �� ���� ���� �	��	�� x �	 F � �	 �	��	�� g(x) �������	�� � F �


���������� � �� �� �������� !�������� F ��� ������ ��� g �� �� �� ������ �� g(F ) ⊂ F �

����������� ����� 
��� g  � ������������� �� E� F  � �� �������� !�������� �� E �� (e1, . . . , ep)
 �� ���� �� F � ��� ������������ � �!����� ���� &� �!������� �

��� F ��� ������ ��� g 	

���� �� � �� � i ∈ �1, p� , g(ei) ∈ F.

��#��"�� ���� ������� �������� ������������ � 
��� E  � K������� !�������� �� ��������� n� F
 � �� �������� !�������� �� ��������� p �� g  � ������������� �� E� ��� ������������ � �!�����
���� &� �!������� �

��� F ��� ������ ��� g 	

���� �� � �� � � ���&�������� G �� F ���� E� �� ������� �� g ���� �� �� ���� B �����&� $ ��
�&����������� E = F ⊕G ��� �� �� ����� �

MatB(g) =

Å
A B
0 C

ã

�' A ∈ Mp(K)� B ∈ Mp,n−p(K) �� C ∈ Mn−p(K)�

��������
�� ����	���� �

��
�� � ��

◆ 
 �#���� ������#� ! ���� ������������ ���������� �����#���������

��#��"����#������� ���� � 
��� F1 �� F2 �� " �� ��������� !��������� � ���&��������� �� E�
������������� s � � $ �� � x = x1 + x2 �� E ��' x1 ∈ F1 �� x2 ∈ F2� ���� ������������ x1 − x2 ���
 �� �#�&���� !&������ �

ker(s− idE) = F1 �� ker(s+ idE) = F2.


���� ����������� ���&���� ��������� �� �
���
�� 	�
 
�		�
� � F1 	�
���������� � F2�


���������� � 
��� F1 �� F2 �� " �� ��������� !���������
� ���&��������� �� E� p1 �� �������� � � � F1 ������%������
$ F2 �� s1 �� �#�&���� ��� ������� $ F1 ������%������ $ F2�
�� � �

s1 = 2p1 − idE

x = x1 + x2

x2

x1 = p1(x1)

F2

F1

s1(x) = x1 − x2

� ���
��
	��� 
�����

�#������� 	 ���� g �� 	���
���
��
	 �	 E� 	� F �� �����	����	 �	�����	� �	 E� �� ��� ��	 F 	��

������ ��� g �� ���� ���� �	��	�� x �	 F � �	 �	��	�� g(x) �������	�� � F �


���������� � �� �� �������� !�������� F ��� ������ ��� g �� �� �� ������ �� g(F ) ⊂ F �

����������� ����� 
��� g  � ������������� �� E� F  � �� �������� !�������� �� E �� (e1, . . . , ep)
 �� ���� �� F � ��� ������������ � �!����� ���� &� �!������� �

��� F ��� ������ ��� g 	

���� �� � �� � i ∈ �1, p� , g(ei) ∈ F.

��#��"�� ���� ������� �������� ������������ � 
��� E  � K������� !�������� �� ��������� n� F
 � �� �������� !�������� �� ��������� p �� g  � ������������� �� E� ��� ������������ � �!�����
���� &� �!������� �

��� F ��� ������ ��� g 	

���� �� � �� � � ���&�������� G �� F ���� E� �� ������� �� g ���� �� �� ���� B �����&� $ ��
�&����������� E = F ⊕G ��� �� �� ����� �

MatB(g) =

Å
A B
0 C

ã

�' A ∈ Mp(K)� B ∈ Mp,n−p(K) �� C ∈ Mn−p(K)�

��������
�� ����	���� �

��
�� � ��Compléments d’algèbre linéaire	 7	nn



����������� � 
�� ����� ���� B ��������� ��� ������!������ ����� ���� C �� F �� ����� ����

�� G�

� ����� ����� ����
�� ������� ���� ���
�
��	
���

��������� 
 	� ������� 
���� ����� �����
� A �� Mn(K) �� ����� ��� 
���
����� ��������� ��


���� �����
�� ���� ��� ����� Tr(A)�

����������� ���� � 
������������ ����� �!���� ���

Tr : Mn(K) −→ K

A �−→ Tr(A)

��� ���!�����

����������� ���� � ���� n �� p ���� ������� ��� ���� �� ���� A ∈ Mn,p(K)� B ∈ Mp,n(K)� �� � �

Tr(AB) = Tr(BA)

���������� ���	 � ���� �������� ���������� �� Mn(K) ��� �"�� ������

��������� 
 
��� E �� K�����
� ��
������ �� ��������� ���� �� ���� g �� ������������� �� E�

	� ������� 
���� �� g �� ���
� ����� �����
� ������������ g ���� ��� ���� �� E� 	� �� ���� Tr(g)�

����������� � ���� �������� ���������� � ��� �"�� ������ �� �!������� ��!�!����� ��� ����

���!������ 	� ����� �� ����� ����� ���� �� E ������������ ��� ���� �� ������ �� �� ����� �� �������

��������� g�

� ����
�� ������
���� ���
������
���

◆ ���������� ����� �������

��������� 
 
��� p �� n ���� ������� �������� ��� ���� �� ���� A = (aij) ∈ Mn,p(K) ��� �����
��

	� ������� 
���	��	�� �� �� �����
� A� �� �����
� �� Mp,n(K)� ����� AT� ������ ��� �

∀(i, j) ∈ �1, p� × �1, n� ,
(
AT

)
ij
= aji.


������ 
 �� A =

Ñ
1 2
3 4
5 6

é
� ����� AT =

Å
1 3 5
2 4 6

ã
�

����������� � 
������������

Mn,p(K) −→ Mp,n(K)
A �−→ AT

��� �����!� 
���	��	�
��� � �� �!������ ��� ������!�!� ���� �� ����������� ���������

�� �� �����	�� �

����������� ���� � 	��� p �� n ���� ������� �������� ��� �����

��� ���� ������ �����
�� A �� B �� Mn,p(K) �� ���� λ ∈ K �

(A+ λB)T = AT + λBT

���� ���� ����� �����
� A �� Mn,p(K) �� ����� �����
� B �� Mp,n(K)� �� � �

(AB)T = BTAT

����� ���� ����� �����
� �� A �� Mn(K)� �� � �

A ���������� ⇐⇒ AT ����������.

���� 
� 
��� �� � � (
AT

)−1
=

(
A−1

)T

◆ 
������ ���!������� ������� �������!������

	��� n � 1 �� �������

�!������� 
 ��
 �	����
 A ∈ Mn(R) 
�� ���
 ����	���
� �� 
��
 
�� ��	�
 � �	 ��	������
� ��
���

�����
 �� 
��
 �����
 � A = AT�

�������� 
 �� ���
 Sn(R) ��
��
�
�
 �
� �	����
� ���������
� �
 Mn(R)�

����������� ���� � Sn(R) ��� �� R�����
� ��
������ �� ���������
n(n+ 1)

2
�

�!������� 
 ��
 �	����
 A ∈ Mn(R) 
�� ���
 ��	�����	���
� �� 
��
 
�� ��	�
 � �������� �
 �	

��	������
� ��
��������
 �� 
��
 �����
 � A = −AT�

�������� 
 �� ���
 An(R) ��
��
�
�
 �
� �	����
� 	������������
� �
 Mn(R)�

����������� ���� � An(R) ��� �� R�����
� ��
������ �� ���������
n(n− 1)

2
�

��!�� �� ���	� ��� ���������
�� ��
�������An(R) �� Sn(R) ���� ��������������� ���� Mn(K) �

Mn(K) = An(R)⊕ Sn(R)

����������� � 
���� �����
� A �� Mn(R) �� ��
������ �� ������� ������ 
���� ����� �����

�����
� ���������� �� ����� �����
� �������������� �

A =
A+AT

2
+

A−AT

2
.

�� �����
�
A+AT

2
��� ����������� �� �����
�

A−AT

2
��� ���������������

��������
�� ����	���� �

��
�� �� ��nn	8	 Chapitre 1



����������� � 
�� ����� ���� B ��������� ��� ������!������ ����� ���� C �� F �� ����� ����

�� G�

� ����� ����� ����
�� ������� ���� ���
�
��	
���

��������� 
 	� ������� 
���� ����� �����
� A �� Mn(K) �� ����� ��� 
���
����� ��������� ��


���� �����
�� ���� ��� ����� Tr(A)�

����������� ���� � 
������������ ����� �!���� ���

Tr : Mn(K) −→ K

A �−→ Tr(A)

��� ���!�����

����������� ���� � ���� n �� p ���� ������� ��� ���� �� ���� A ∈ Mn,p(K)� B ∈ Mp,n(K)� �� � �

Tr(AB) = Tr(BA)

���������� ���	 � ���� �������� ���������� �� Mn(K) ��� �"�� ������

��������� 
 
��� E �� K�����
� ��
������ �� ��������� ���� �� ���� g �� ������������� �� E�

	� ������� 
���� �� g �� ���
� ����� �����
� ������������ g ���� ��� ���� �� E� 	� �� ���� Tr(g)�

����������� � ���� �������� ���������� � ��� �"�� ������ �� �!������� ��!�!����� ��� ����

���!������ 	� ����� �� ����� ����� ���� �� E ������������ ��� ���� �� ������ �� �� ����� �� �������

��������� g�

� ����
�� ������
���� ���
������
���

◆ ���������� ����� �������

��������� 
 
��� p �� n ���� ������� �������� ��� ���� �� ���� A = (aij) ∈ Mn,p(K) ��� �����
��

	� ������� 
���	��	�� �� �� �����
� A� �� �����
� �� Mp,n(K)� ����� AT� ������ ��� �

∀(i, j) ∈ �1, p� × �1, n� ,
(
AT

)
ij
= aji.


������ 
 �� A =

Ñ
1 2
3 4
5 6

é
� ����� AT =

Å
1 3 5
2 4 6

ã
�

����������� � 
������������

Mn,p(K) −→ Mp,n(K)
A �−→ AT

��� �����!� 
���	��	�
��� � �� �!������ ��� ������!�!� ���� �� ����������� ���������

�� �� �����	�� �

����������� ���� � 	��� p �� n ���� ������� �������� ��� �����

��� ���� ������ �����
�� A �� B �� Mn,p(K) �� ���� λ ∈ K �

(A+ λB)T = AT + λBT

���� ���� ����� �����
� A �� Mn,p(K) �� ����� �����
� B �� Mp,n(K)� �� � �

(AB)T = BTAT

����� ���� ����� �����
� �� A �� Mn(K)� �� � �

A ���������� ⇐⇒ AT ����������.

���� 
� 
��� �� � � (
AT

)−1
=

(
A−1

)T

◆ 
������ ���!������� ������� �������!������

	��� n � 1 �� �������

�!������� 
 ��
 �	����
 A ∈ Mn(R) 
�� ���
 ����	���
� �� 
��
 
�� ��	�
 � �	 ��	������
� ��
���

�����
 �� 
��
 �����
 � A = AT�

�������� 
 �� ���
 Sn(R) ��
��
�
�
 �
� �	����
� ���������
� �
 Mn(R)�

����������� ���� � Sn(R) ��� �� R�����
� ��
������ �� ���������
n(n+ 1)

2
�

�!������� 
 ��
 �	����
 A ∈ Mn(R) 
�� ���
 ��	�����	���
� �� 
��
 
�� ��	�
 � �������� �
 �	

��	������
� ��
��������
 �� 
��
 �����
 � A = −AT�

�������� 
 �� ���
 An(R) ��
��
�
�
 �
� �	����
� 	������������
� �
 Mn(R)�

����������� ���� � An(R) ��� �� R�����
� ��
������ �� ���������
n(n− 1)

2
�

��!�� �� ���	� ��� ���������
�� ��
�������An(R) �� Sn(R) ���� ��������������� ���� Mn(K) �

Mn(K) = An(R)⊕ Sn(R)

����������� � 
���� �����
� A �� Mn(R) �� ��
������ �� ������� ������ 
���� ����� �����

�����
� ���������� �� ����� �����
� �������������� �

A =
A+AT

2
+

A−AT

2
.

�� �����
�
A+AT

2
��� ����������� �� �����
�

A−AT

2
��� ���������������

��������
�� ����	���� �

��
�� �� ��Compléments d’algèbre linéaire	 9	nn



� �
�
	��� �� �������


��� p �� n ���� ������� �������� ��� �����

���
���� � ����� 	���� R =
p∑

k=0

akX
k �� ������

 	
 K[X ] 
� A ��
 
�����
 	
 Mn(K)� ��

���
 R(A) �� 
�����
 	
 Mn(K) 	����
 ��� �

R(A) =

p∑
k=0

akA
k = apA

p + · · ·+ a0In.

	�������� � ���� R ∈ K[X ] 
� A ��
 
�����
 	
 Mn(K)� �� 	�� ��
 R 
�� �� ������

 �������
��
	
 A ������
 R(A) = 0�


������ � 
� A ��� �� ������� ���� ���������� �� Kn� ����� X2 −X ��� �� �����!�� ����������

�� A�

����������� ���� � 
��� A ∈ Mn(K) �� R ∈ K[X ] �� �����!�� ���������� �� A� 
� 0 ����� ���

������ �� R� ����� �� ������� A ��� �������
���

�������
���� � ��� ������� �������
�� ���� �������� �� �����!�� ���������� ����� 0 ����

������� 	�� �������� �� A ��� �� ������� ����� ��� ���� �� Kn� ����� X(X2 − 1) ��� �� �����!��

���������� �� A ��������� 0 ���� ������� 	������� A ��� ��� ������� �������
��� ��� ���� � ����

A2 = In� ���� ����� ���� X2−1 ���� �����!�� ����������� �� �������� ������� ��� 0 ���� �������

� 
�������� ��� R =
p∑

k=0

akX
k ���� �� �����!�� ���������� �� A ��� ��� a0 �= 0�

�� � ����� R(0) = a0 �= 0 � �� ������� A ��� �������
�� ��

A−1 =
−1

a0

p∑
k=1

akA
k−1.

�� �� �����	�� �

�

��
�
�
�
�
�
�

� � Méthodes
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 Mn(K)� �� 	�� ��
 R 
�� �� ������

 �������
��
	
 A ������
 R(A) = 0�


������ � 
� A ��� �� ������� ���� ���������� �� Kn� ����� X2 −X ��� �� �����!�� ����������

�� A�

����������� ���� � 
��� A ∈ Mn(K) �� R ∈ K[X ] �� �����!�� ���������� �� A� 
� 0 ����� ���

������ �� R� ����� �� ������� A ��� �������
���

�������
���� � ��� ������� �������
�� ���� �������� �� �����!�� ���������� ����� 0 ����

������� 	�� �������� �� A ��� �� ������� ����� ��� ���� �� Kn� ����� X(X2 − 1) ��� �� �����!��

���������� �� A ��������� 0 ���� ������� 	������� A ��� ��� ������� �������
��� ��� ���� � ����

A2 = In� ���� ����� ���� X2−1 ���� �����!�� ����������� �� �������� ������� ��� 0 ���� �������

� 
�������� ��� R =
p∑

k=0

akX
k ���� �� �����!�� ���������� �� A ��� ��� a0 �= 0�

�� � ����� R(0) = a0 �= 0 � �� ������� A ��� �������
�� ��

A−1 =
−1

a0

p∑
k=1

akA
k−1.

�� �� �����	�� �

�

��
�
�
�
�
�
�

� � Méthodes
� �����
� �����
� ����
 �
������ F ��� �
 ����������� ������
�� ���


������ ������
�� E

� ������� ��� � � 
� "$���� �!� F �� ��� ��! ���� E 
 �!�� �!��� �� ��� "���
� � ���� ��� ����������� ���$�����

� ����
 �����
����� ������
 F 
�� ������ 
� 
��
����� 	 �� �$ ������ ��� "�� �!��
x1, . . . , xn �� E  ��� �!� F = Vect(x1, . . . , xn)�

���� �� 
�	�� � ����
�
� ��	� ����
�
� ��
 � ����
�
� �����

������� ��� � ������
� ��
 F =

⎧⎨
⎩

Ñ
α 0 0
0 a b
0 c d

é
, (α, a, b, c, d) ∈ R5

⎫⎬
⎭ 
�� �� R�
��	�
 �
�����
��


� ���� � � �!� F ⊂ M3(R) � 	

F = Vect(E11, E22, E23, E32, E33).


� �� �$�!� �!� F �� !� ��!�������� "�� ����� �� M3(R) 
 ���� �� ��� ��!���� !� R�������
"�� ������

� �����
� ��
���� ����
� 	��
��� B ��� �
� ���� �� K������� ������
�� E

� ������� ��� � � 
� ! ����� �� �$��� ��� 	 �� ��� �� �!� B �� ����� � �$�$���
 ���� ���� E�

� �� dim(E) = n � �� B �� �� �������� n� �� �!� �� ��� ��� �!� B �� ����� ��������
 �"���� �$�$�� ������

� 
� ��! ��� ��� �!� B �� !�� ���� ���� $� # !�� �$������� ��� �� ����� ����� �
�� E�

� 
� ��! �!��� ��� ��� �!� B �� ������� ��!�� ���� ��!� ������ "�� ����� F ��� !�
������������ �� F ���� E�

���� �� 
�	�� � ����
�
� ���� ����
�
� ���� � ����
�
� �����

������� ��� � ���� E �
 �����
��	�
 �
�����
� �
 Mn(R) ��������� �
� �	����
� ��	���	�
��

�� ���
����
� �	 ���
����� �
 E�

�� ���� A = diag(1, 2, . . . , n)� �����
� ��
 �	 �	����
 (In, A,A
2, . . . , An−1) 
�� ��
 
	�
 �
 E�

�� 
� � E =
�
diag(a1, . . . , an) | (a1, . . . an) ∈ Rn

�
= Vect(E11, . . . , Enn)�

�� ������� (Eii)i∈�1,n� �� !�� ������� �$�$�� ���� �� E� ���� �� ����� ��� ���� !�� ��!��������� ��
�� ���� �������!� �� Mn(R)� ����� ��  � ������� �� !�� ���� �� E� ���� �� �� �������� n ����
dim(E) = n�

��

	�
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�� ���$ i ∈ �1, n�� �� � 	
Ai = diag(1, 2i, . . . , ni) ∈ E.

�%�#!%� �� ������� (In, A,A
2, . . . , An−1) �#$ �� ��"����� n� �� #%�$ �� �%#$���" !%����� �#$ ���"�  �%"

+$����" !%����� ��"�� %�� ��#� �� E� ���$ λ0, . . . , λn−1 ��# "+��# $��# !%� 	

λ0In + λ1A+ · · ·+ λn−1A
n−1 = 0. �∗�

�� �� �+�%�$ ���"# !%�  �%" $�%$ k ∈ �1, n� 	

λ0 + λ1k + · · ·+ λn−1k
n−1 = 0.

��  �#� P = λ0 + λ1X + · · · + λn−1X
n−1� P �#$ %�  ��(�,�� �� Rn−1[X ] &+"����$ ��� "*# ��

"���$���  "+�+���$� 	
∀k ∈ �1, n� , P (k) = 0.


�  ��(�,�� P  �##*�� ���"# n "�����# ��#$���$�# 
 +$��$ �� ���"+ ���+"��%" �% +��� ) n− 1� �� �#$
�%�� ��%# ��# λi #��$ ���� �%�# �$ �� ������� (In, A, · · · , An−1) �#$ ���"��

� ���������$ �� ������� (In, A, · · · , An−1) �#$ %�� ��#� �� E�

� ������� ������� �	� E = F ⊕ G

� 
�����
 ��� � � �� ����#�$ %� &��$�%" x !%�����!%� �� E �$ �� ���$"� !%���
#�+�"�$ �� ����*"� %��!%� #�%# �� ��"�� x = f + g �&�� (f, g) ∈ F ×G� ��%" ����� ��  �%$
 "��+��"  �" 	�	���������
����

◆ ��	���� � �� #%  �#� !%�%� $�� ��% �� �'�#$� �$ �� ���"��� ) �' "���" f �$ g %���
!%����$ �� ����$��� �� x�

◆ ����
��� � �� &+"��� !%� ��# &��$�%"# f �$ g $"�%&+#  "+�+������$ ���&������$ 

���#$�)���"� !%� (f, g) ∈ F ×G �$ f + g = x�

� ��  �%$ �%##� ���$"�" !%� �� �����$+��$��� ��%�� ��#� �� F �$ ��%�� ��#� �� G �#$
%�� ��#� �� E�

� �� E �#$ �� �����#��� ����� ��  �%$ %$���#�" �� �������
 ���� ���# ��  �% �"$ ��# ��#�
�� �##���"� �� ���$"�" !%� F ∩G =

{
0E

}
 %�# !%� dim(E) = dim(F ) + dim(G)�

���� �� 
�	�� � 
�
����
 ����� 
�
����
 ����� �$ 
�
����
 �����

	�
���
 ��� � ���� E �� K����	
� ��
������� u �� ��������
���� �� E �����	�� u + u3 = 0�
������� ��� ker(u) �� ker(u2 + idE) ���� ����������	���� �	�� E�

���$ x ∈ E�

� ��	���� � �� #%  �#� !%��� �'�#$� ��%' &��$�%"# y �$ z &+"����$ 	

��� x = y + z 


���� y ∈ ker(u)� ���#$�)���"� u(y) = 0 


����� z ∈ ker(u2 + idE)� ���#$�)���"� u
2(z) + z = 0.


� ���+�"�$+ �� u �� ��!%� !%� u2(x) = u2(y) + u2(z)� �" u(y) = 0 �$ ���� u2(y) = 0� �%�#!%�
u2(z) = −z� �� &���$ 	

z = −u2(x) �$ y = x− z = x+ u2(x).

�� �� ���	��
� �

�

��
�
�
�
�
�
�

� �������
 � ������ y = x+ u2(x) �� z = −u2(x)�

���
� � ���� y + z = x�

���� � ��� � u+ u3 = 0� ����� u(y) = 0 �� y ∈ ker(u)�

�����
� � � (u2 + idE)(z) = −(u4 + u2)(x) = −u
(
u3(x) + u(x)

)
= 0 ��� u3 + u = 0 � �����

z ∈ ker(u2 + idE)�


� � !���� � �� E ��$���� �� ����#��  ��� � ����� ����� �� � !���� � �� ker(u) �� �� � !���� �

�� ker(u2 + idE) � E = ker(u)⊕ ker(u2 + idE)�

� �
����� �
����� ��� F ��� ����
� ��� u

� ������� ��� � � 
� ������ � � ������� ��� u �� � !���� � � ������ � �� F
��� ������  � !���� � �� F �

� �� �� ���� � � F = Vect (f1, . . . , fn)� �� � �� �� ������� � � �� � �� � i ∈ �1, n�� u(fi)
���  � !���� � �� F �

���� �� 
�	�� � ����
�
� ���	� ����
�
� ���
 �� ����
�
� ���
�

������� ��� � ���� n ∈ N∗� �����
� ��
 Rn[X ] 
�� ��	
�
 �	� ��	�����	���� ����	��
 Δ �����
 ���

R[X ] �	� �

∀P ∈ R[X ], Δ(P ) = (X2 + 1)P � − nXP.

� ��� � (1, X, . . . , Xn) ���  �� ���� �� Rn[X ]� �� � � ������ � � Rn[X ] ��� ������ ��� Δ �� � ��

�� !$����� � �� �� � �� � ������ k ∈ �0, n�� �� � � Δ(Xk) ∈ Rn[X ]�
���� k ∈ �0, n� �� � �

Δ(Xk) = (k − n)Xk+1 + kXk−1.

� �� k < n� �� � deg
(
Δ(Xk)

)
= k + 1 � n �� ��� ����$� ��� Δ(Xk) ∈ Rn[X ]�

� �� � k = n� �� � Δ(Xn) = nXn−1 ∈ Rn[X ]�

���������� Rn[X ] ��� ������ ��� Δ�

� �
����� ��
��
�� 
� ����� ���� ���
�
���	��� f �� E

� ������� ��� � 
� �������  �� ���� �� E �� �� �$������� �� ������� �� f ����

����� ����� 	� ����� �� f ��� ����� �� ����� ��� ���������� ������� " �� ����� ��������

���� �� 
�	�� � ����
�
� ���� �� ����
�
� �����

������� ��� � ���� n ∈ N∗ 
� f ��
�����������
 �
 Rn[X ] ����� �	� �

∀P ∈ Rn[X ], f(P ) = P �.

���
����
� �	 ��	�
 �
 f �


� ���� B = (1, X, . . . , Xn) �� ���� ������� � �� Rn[X ]� 
� � �

f(1) = 0 �� ∀k ∈ �1, n� , f(Xk) = kXk−1.

��������
�� ����	���� �

��
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�� ���$ i ∈ �1, n�� �� � 	
Ai = diag(1, 2i, . . . , ni) ∈ E.

�%�#!%� �� ������� (In, A,A
2, . . . , An−1) �#$ �� ��"����� n� �� #%�$ �� �%#$���" !%����� �#$ ���"�  �%"

+$����" !%����� ��"�� %�� ��#� �� E� ���$ λ0, . . . , λn−1 ��# "+��# $��# !%� 	

λ0In + λ1A+ · · ·+ λn−1A
n−1 = 0. �∗�

�� �� �+�%�$ ���"# !%�  �%" $�%$ k ∈ �1, n� 	

λ0 + λ1k + · · ·+ λn−1k
n−1 = 0.

��  �#� P = λ0 + λ1X + · · · + λn−1X
n−1� P �#$ %�  ��(�,�� �� Rn−1[X ] &+"����$ ��� "*# ��

"���$���  "+�+���$� 	
∀k ∈ �1, n� , P (k) = 0.


�  ��(�,�� P  �##*�� ���"# n "�����# ��#$���$�# 
 +$��$ �� ���"+ ���+"��%" �% +��� ) n− 1� �� �#$
�%�� ��%# ��# λi #��$ ���� �%�# �$ �� ������� (In, A, · · · , An−1) �#$ ���"��

� ���������$ �� ������� (In, A, · · · , An−1) �#$ %�� ��#� �� E�

� ������� ������� �	� E = F ⊕ G

� 
�����
 ��� � � �� ����#�$ %� &��$�%" x !%�����!%� �� E �$ �� ���$"� !%���
#�+�"�$ �� ����*"� %��!%� #�%# �� ��"�� x = f + g �&�� (f, g) ∈ F ×G� ��%" ����� ��  �%$
 "��+��"  �" 	�	���������
����

◆ ��	���� � �� #%  �#� !%�%� $�� ��% �� �'�#$� �$ �� ���"��� ) �' "���" f �$ g %���
!%����$ �� ����$��� �� x�

◆ ����
��� � �� &+"��� !%� ��# &��$�%"# f �$ g $"�%&+#  "+�+������$ ���&������$ 

���#$�)���"� !%� (f, g) ∈ F ×G �$ f + g = x�

� ��  �%$ �%##� ���$"�" !%� �� �����$+��$��� ��%�� ��#� �� F �$ ��%�� ��#� �� G �#$
%�� ��#� �� E�

� �� E �#$ �� �����#��� ����� ��  �%$ %$���#�" �� �������
 ���� ���# ��  �% �"$ ��# ��#�
�� �##���"� �� ���$"�" !%� F ∩G =

{
0E

}
 %�# !%� dim(E) = dim(F ) + dim(G)�

���� �� 
�	�� � 
�
����
 ����� 
�
����
 ����� �$ 
�
����
 �����

	�
���
 ��� � ���� E �� K����	
� ��
������� u �� ��������
���� �� E �����	�� u + u3 = 0�
������� ��� ker(u) �� ker(u2 + idE) ���� ����������	���� �	�� E�

���$ x ∈ E�

� ��	���� � �� #%  �#� !%��� �'�#$� ��%' &��$�%"# y �$ z &+"����$ 	

��� x = y + z 


���� y ∈ ker(u)� ���#$�)���"� u(y) = 0 


����� z ∈ ker(u2 + idE)� ���#$�)���"� u
2(z) + z = 0.


� ���+�"�$+ �� u �� ��!%� !%� u2(x) = u2(y) + u2(z)� �" u(y) = 0 �$ ���� u2(y) = 0� �%�#!%�
u2(z) = −z� �� &���$ 	

z = −u2(x) �$ y = x− z = x+ u2(x).

�� �� ���	��
� �

�

��
�
�
�
�
�
�

� �������
 � ������ y = x+ u2(x) �� z = −u2(x)�

���
� � ���� y + z = x�

���� � ��� � u+ u3 = 0� ����� u(y) = 0 �� y ∈ ker(u)�

�����
� � � (u2 + idE)(z) = −(u4 + u2)(x) = −u
(
u3(x) + u(x)

)
= 0 ��� u3 + u = 0 � �����

z ∈ ker(u2 + idE)�


� � !���� � �� E ��$���� �� ����#��  ��� � ����� ����� �� � !���� � �� ker(u) �� �� � !���� �

�� ker(u2 + idE) � E = ker(u)⊕ ker(u2 + idE)�

� �
����� �
����� ��� F ��� ����
� ��� u

� ������� ��� � � 
� ������ � � ������� ��� u �� � !���� � � ������ � �� F
��� ������  � !���� � �� F �

� �� �� ���� � � F = Vect (f1, . . . , fn)� �� � �� �� ������� � � �� � �� � i ∈ �1, n�� u(fi)
���  � !���� � �� F �

���� �� 
�	�� � ����
�
� ���	� ����
�
� ���
 �� ����
�
� ���
�

������� ��� � ���� n ∈ N∗� �����
� ��
 Rn[X ] 
�� ��	
�
 �	� ��	�����	���� ����	��
 Δ �����
 ���

R[X ] �	� �

∀P ∈ R[X ], Δ(P ) = (X2 + 1)P � − nXP.

� ��� � (1, X, . . . , Xn) ���  �� ���� �� Rn[X ]� �� � � ������ � � Rn[X ] ��� ������ ��� Δ �� � ��

�� !$����� � �� �� � �� � ������ k ∈ �0, n�� �� � � Δ(Xk) ∈ Rn[X ]�
���� k ∈ �0, n� �� � �

Δ(Xk) = (k − n)Xk+1 + kXk−1.

� �� k < n� �� � deg
(
Δ(Xk)

)
= k + 1 � n �� ��� ����$� ��� Δ(Xk) ∈ Rn[X ]�

� �� � k = n� �� � Δ(Xn) = nXn−1 ∈ Rn[X ]�

���������� Rn[X ] ��� ������ ��� Δ�

� �
����� ��
��
�� 
� ����� ���� ���
�
���	��� f �� E

� ������� ��� � 
� �������  �� ���� �� E �� �� �$������� �� ������� �� f ����

����� ����� 	� ����� �� f ��� ����� �� ����� ��� ���������� ������� " �� ����� ��������

���� �� 
�	�� � ����
�
� ���� �� ����
�
� �����

������� ��� � ���� n ∈ N∗ 
� f ��
�����������
 �
 Rn[X ] ����� �	� �

∀P ∈ Rn[X ], f(P ) = P �.

���
����
� �	 ��	�
 �
 f �


� ���� B = (1, X, . . . , Xn) �� ���� ������� � �� Rn[X ]� 
� � �

f(1) = 0 �� ∀k ∈ �1, n� , f(Xk) = kXk−1.

��������
�� ����	���� �
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� �� �#���� ��� �

MatB(f) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0

0 0 2
� � �

���
���

� � �
� � �

� � � 0
���

� � �
� � � n

0 · · · · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.


��� ��� ���������� �������� �� ����� ������� ���� ����� ���� Tr(f) = 0.

� ��

��� �

	����� 	� ������
� �� ���� � ��� 
������ A �

�������� �
Mn,p(K)

� 	��
��� ��� � 
� �������� �� ��#��"�� ! ������������� ���#���� u ∈ L(Kp,Kn)
������������� ������#� ! �� ������� A� �� ��� ����� �

p = dim
�
ker(A)

�
+ rg(A)

�$ p ��� �� ������ �� �������
 �� �� ������� A�

��
� �� 
��	� � ����
�
� �����

������� ��� � ���� a �� b ���� ����
 �� A =

Ñ
1 1
a b
a2 b2

é
� �����	�
�� �� ��	�

��
 �� ker(A)�


� �������� �� ��#��"�� �� ����� �� ������� A ����"�� ��� �������� ����

dim
�
ker(A)

�
= 2− rg(A).

	� ����� ! �#�������� �� ���� �� A�
� �� a = b� �� ������� A ����"�� ��� �������� #����� ��� ��� ������� ���� ���� ��� �� ���� 1�
����� � dim

�
ker(A)

�
= 1.

� �� a �= b� ��� �������� �� A �� ���� ��� ���������������� ���� �� ������� A ��� �� ���� 2� ���
����#����� dim

�
ker(A)

�
= 0�

�� �� �����	�� �

� � Vrai/Faux
���� E �� K�����	� ��	������� F � G �� H 
�� ���������	�� ��	������� 
� E� u �� ��
�����
���� 
�

E� A �� B 
��� �����	�� 
� Mn(K)�


��� ����

�� ����������
{
(x, y) ∈ R2, x+2y = 3

}
��� �� R�����	� ��	������� � �

�� ����������
{
(x, y, z, t) ∈ R4, x = y

}
��� �� R�����	� ��	������� � �

�� ���� x ∈ E� ����� Vect(x) ��� 
� 
�������� 1� � �

�� ���� D1� D2� D3 
�� 
������ 
� R3 
��� � 
��� 
�����	���� ��

����� D1 +D2 +D3 ��� 
���	���
� �

�� ���������� 
�� �����	�� 
� ���	� ����� 
� Mn(R) ��� �� ����	�

��	������ 
� 
�������� n2 − 1�
� �

�� �� Tr(A) = Tr(B) ����� A = B� � �

	� �� A ∈ Mn(R) �� �� Tr(ATA) = 0� ����� A = 0� � �


� ������� 
� u ��� ������ ��� u� � �

�� �� B = (e1, . . . , en) ��� ��� ���� 
� E� �����

Im(u) = Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
.

� �

��� Im(u) �� ker(u) ���� �� ����� 
���	��� � �

��� Tr(A2) =
(
Tr(A)

)2
� � �

��� Tr(ATA) = Tr(AAT). � �

��� �������	����� ���	� ��� �����	����� � �

��
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� �� �#���� ��� �

MatB(f) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0

0 0 2
� � �

���
���

� � �
� � �

� � � 0
���

� � �
� � � n

0 · · · · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.


��� ��� ���������� �������� �� ����� ������� ���� ����� ���� Tr(f) = 0.

� ��

��� �

	����� 	� ������
� �� ���� � ��� 
������ A �

�������� �
Mn,p(K)

� 	��
��� ��� � 
� �������� �� ��#��"�� ! ������������� ���#���� u ∈ L(Kp,Kn)
������������� ������#� ! �� ������� A� �� ��� ����� �

p = dim
�
ker(A)

�
+ rg(A)

�$ p ��� �� ������ �� �������
 �� �� ������� A�

��
� �� 
��	� � ����
�
� �����

������� ��� � ���� a �� b ���� ����
 �� A =

Ñ
1 1
a b
a2 b2

é
� �����	�
�� �� ��	�

��
 �� ker(A)�


� �������� �� ��#��"�� �� ����� �� ������� A ����"�� ��� �������� ����

dim
�
ker(A)

�
= 2− rg(A).

	� ����� ! �#�������� �� ���� �� A�
� �� a = b� �� ������� A ����"�� ��� �������� #����� ��� ��� ������� ���� ���� ��� �� ���� 1�
����� � dim

�
ker(A)

�
= 1.

� �� a �= b� ��� �������� �� A �� ���� ��� ���������������� ���� �� ������� A ��� �� ���� 2� ���
����#����� dim

�
ker(A)

�
= 0�

�� �� �����	�� �

� � Vrai/Faux
���� E �� K�����	� ��	������� F � G �� H 
�� ���������	�� ��	������� 
� E� u �� ��
�����
���� 
�

E� A �� B 
��� �����	�� 
� Mn(K)�


��� ����

�� ����������
{
(x, y) ∈ R2, x+2y = 3

}
��� �� R�����	� ��	������� � �

�� ����������
{
(x, y, z, t) ∈ R4, x = y

}
��� �� R�����	� ��	������� � �

�� ���� x ∈ E� ����� Vect(x) ��� 
� 
�������� 1� � �

�� ���� D1� D2� D3 
�� 
������ 
� R3 
��� � 
��� 
�����	���� ��

����� D1 +D2 +D3 ��� 
���	���
� �

�� ���������� 
�� �����	�� 
� ���	� ����� 
� Mn(R) ��� �� ����	�

��	������ 
� 
�������� n2 − 1�
� �

�� �� Tr(A) = Tr(B) ����� A = B� � �

	� �� A ∈ Mn(R) �� �� Tr(ATA) = 0� ����� A = 0� � �


� ������� 
� u ��� ������ ��� u� � �

�� �� B = (e1, . . . , en) ��� ��� ���� 
� E� �����

Im(u) = Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
.

� �

��� Im(u) �� ker(u) ���� �� ����� 
���	��� � �

��� Tr(A2) =
(
Tr(A)

)2
� � �

��� Tr(ATA) = Tr(AAT). � �

��� �������	����� ���	� ��� �����	����� � �

��
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� � Énoncé des exercices
� ��
�		� �� ������
�


���
�
� ��� 	 ���" E #� R��!���� $��"� ����

�� ���" (a, b, c) #�� ������� �� $��"�# ! �� E� ���" � �#�

Vect(a, b, c) = Vect(a, b) ⇐⇒ c ∈ Vect(a, b).

�� ���" n ∈ N∗ �" (e1, . . . , en+1) #�� ������� �� $��"�# ! �� E� �� !#���!� �#� (e1, . . . , en) �!" ��� �

�" �#� (e1, . . . , en+1) �!" ��'�� ���" � �#� en+1 ∈ Vect (e1, . . . , en)�


���
�
� ��� 	 ���" E #� K��!���� $��"� ���� p �" q ��#% � ����"�# ! ��� �#�! �� �� E "��! �#�

p ◦ q = 0� ���" � �#� �� ������� (p, q) �!" #�� ������� ��� � �� L(E)�


���
�
� ��� 	 ���" E #� R��!���� $��"� ��� �� �����!��� n � 2 �" !��" B = (e1, . . . , en) #�� ��!�

�� E� 
�# "�#" ��"�� k ∈ �1, n�� �� ��!� εk =
n∑

i=1

ei − ek.

�� 
#!"��� �#� �� ������� C = (ε1, . . . , εn) �!" #�� ��!� �� E�

�� ���" P �� ��" ��� �� ��!!��� �� B & C � �'"� ���� P �" P−1�


���
�
� ��� 	 ���" E #� K��!���� $��"� ��� �� �����!��� n �" u #� ������ ���!�� �� E� ��

!#���!� �#��� �%�!"� #� ��"�� p � 1 "�� �#�

up−1 �= 0 �" up = 0.

�� 
#!"��� ���%�!"���� ��#� $��"�# x �� E "�� �#� up−1(x) �= 0�
�� ���" � �#� �� �������

(
x, u(x), u2(x), . . . , up−1(x)

)
�!" ��� ��

�� 	� �'�#� � �#� p � n� �#�! �#� un = 0�


���
�
� ��� 	 ���" E #� K��!���� $��"� ��� �� �����!��� n� �� ��"� E∗ = L(E,K) ����!����� ��!

�� ��! ���'�� �! !# E�

�� �#���� �!" �� �����!��� �� E∗ �

�� ���" (e1, . . . , en) #�� ��!� �� E�

�� ���" k ∈ �1, n�� 
#!"��� ���%�!"���� ��#�� #���#� �� �� ���'�� � ϕk "���� �#� �

∀i ∈ �1, n� , ϕk(ei) =

®
1 !� i = k

0 !����.

�� ���" � �#� �� ������� (ϕ1, . . . , ϕn) �!" #�� ��!� �� E∗�

� ���" ψ #�� �� �� ���'�� � !# E� �'"� ���� ��! ��� ����'�! �� ψ ���! �� ��!� (ϕ1, . . . , ϕn)�

� ����������� �����
��	


���
�
� ��� 	 
�# "�#" x ∈ R� �� ��!� f(x) = x cos(x) �" g(x) = x sin(x)� �'"� ���� ��

�����!��� �� Vect(cos, sin, f, g)�

�� �� �����	�� �

�������� ��� � 
 ������ � � ��� ��������� � �!���� ���� ��� ������� !���������� � �� ��$����� �� �

��������� �

�� E =

ßÅ
a b
−b a

ã
, (a, b) ∈ R2

™
�

�� F =

⎧
⎨
⎩

Ñ
α 0 0
0 a b
0 c d

é
, (α, a, b, c, d) ∈ R5

⎫
⎬
⎭�

�������� ��	 � �$����� � � ��� ������� � �!����� ���� ��� �� ��������� !��������� �� R4� �$��������

�� � ���� � ��� " �� ���������� ��  �� �� ��� ������

�� F =
�
(x, y, z, t) ∈ R

4 | x+ y − z + t = 0
�
.

�� G =
�
(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y = z + t = 0

�
�

�������� ��
 � �� ���� A =

Å
0 1
0 0

ã
�� Δ =

�
M ∈ M2(R) | AM = MA

�
.

�� 
 ������ � � Δ ���  � R������� !���������

�� 	� �$��������  �� �����

�������� ������ � 
��� E  � R������� !�������� �� ��������� n � 2 �� F  � �� �������� !��������

�� E�

�� ������� � � Δ =
�
f ∈ L(E), F ⊂ ker(f)} ���  � R������� !���������

�� �� � ����� ���� ����� � ������ � � F ��� �� ��������� n−1 � �� ���� �����D  � � ���$��������

�� F ���� E� 
��� B  �� ���� �����$� # �� �$����������� �� ����� ������� E = F ⊕D�


� 
��� f ∈ Δ� �$�������� �� ����� �� �� ������� �� f ���� B�

�� �$�������� �� ��������� �� Δ�

� �
���� �
��� �	����� �� �
���������� ����
�	�
�

�������� ���� � 
��� F =
�
(x, y, z) ∈ R3, x+ y+ z = 0

�
�� G =

�
(x, y, z) ∈ R3, x = −y = z

�
�

�� 
 ������ � � E �� G ���� ��� �� ��������� !��������� �� R3� � �� ��$����� �� � ����������

�� ������� � � R3 = F ⊕G�

�������� ���� � 
��� E  � R������� !�������� �� f ∈ L(E) !$������ f3 + f2 + f = 0. ������� � �

ker(f) �� ker(f2 + f + idE) ���� � ���$��������� ���� E�

�������� ���� � 
��� E �� R������� !�������� ������� $ ��� ��������� # !��� �� �$������ �� ������ C∞

� � R� �� ���� F =
�
f : x �→ λ cos(x)+β sin(x) | (λ, β) ∈ R2

�
�� G =

�
g ∈ E, g(0) = g(π/2) = 0

�
�

�� ������� � � F �� G ���� ��� �� ��������� !��������� �� E�
�� 
 ������ � ���� ���� � ���$��������� ���� E�

� ���
	���	
� 
	���	��

�������� ���� � 
��� E  � K������� !�������� �� ��������� 3 �� B = (e1, e2, e3)  �� ���� �� E�

��� u ��������������� �� E ���� �� ������� ���� B ��� �

A =

Ñ
1/2 1 −1/2
0 1 0

−1/2 1 1/2

é
.

��
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� � Énoncé des exercices
� ��
�		� �� ������
�


���
�
� ��� 	 ���" E #� R��!���� $��"� ����

�� ���" (a, b, c) #�� ������� �� $��"�# ! �� E� ���" � �#�

Vect(a, b, c) = Vect(a, b) ⇐⇒ c ∈ Vect(a, b).

�� ���" n ∈ N∗ �" (e1, . . . , en+1) #�� ������� �� $��"�# ! �� E� �� !#���!� �#� (e1, . . . , en) �!" ��� �

�" �#� (e1, . . . , en+1) �!" ��'�� ���" � �#� en+1 ∈ Vect (e1, . . . , en)�


���
�
� ��� 	 ���" E #� K��!���� $��"� ���� p �" q ��#% � ����"�# ! ��� �#�! �� �� E "��! �#�

p ◦ q = 0� ���" � �#� �� ������� (p, q) �!" #�� ������� ��� � �� L(E)�


���
�
� ��� 	 ���" E #� R��!���� $��"� ��� �� �����!��� n � 2 �" !��" B = (e1, . . . , en) #�� ��!�

�� E� 
�# "�#" ��"�� k ∈ �1, n�� �� ��!� εk =
n∑

i=1

ei − ek.

�� 
#!"��� �#� �� ������� C = (ε1, . . . , εn) �!" #�� ��!� �� E�

�� ���" P �� ��" ��� �� ��!!��� �� B & C � �'"� ���� P �" P−1�


���
�
� ��� 	 ���" E #� K��!���� $��"� ��� �� �����!��� n �" u #� ������ ���!�� �� E� ��

!#���!� �#��� �%�!"� #� ��"�� p � 1 "�� �#�

up−1 �= 0 �" up = 0.

�� 
#!"��� ���%�!"���� ��#� $��"�# x �� E "�� �#� up−1(x) �= 0�
�� ���" � �#� �� �������

(
x, u(x), u2(x), . . . , up−1(x)

)
�!" ��� ��

�� 	� �'�#� � �#� p � n� �#�! �#� un = 0�


���
�
� ��� 	 ���" E #� K��!���� $��"� ��� �� �����!��� n� �� ��"� E∗ = L(E,K) ����!����� ��!

�� ��! ���'�� �! !# E�

�� �#���� �!" �� �����!��� �� E∗ �

�� ���" (e1, . . . , en) #�� ��!� �� E�

�� ���" k ∈ �1, n�� 
#!"��� ���%�!"���� ��#�� #���#� �� �� ���'�� � ϕk "���� �#� �

∀i ∈ �1, n� , ϕk(ei) =

®
1 !� i = k

0 !����.

�� ���" � �#� �� ������� (ϕ1, . . . , ϕn) �!" #�� ��!� �� E∗�

� ���" ψ #�� �� �� ���'�� � !# E� �'"� ���� ��! ��� ����'�! �� ψ ���! �� ��!� (ϕ1, . . . , ϕn)�

� ����������� �����
��	


���
�
� ��� 	 
�# "�#" x ∈ R� �� ��!� f(x) = x cos(x) �" g(x) = x sin(x)� �'"� ���� ��

�����!��� �� Vect(cos, sin, f, g)�

�� �� �����	�� �

�������� ��� � 
 ������ � � ��� ��������� � �!���� ���� ��� ������� !���������� � �� ��$����� �� �

��������� �

�� E =

ßÅ
a b
−b a

ã
, (a, b) ∈ R2

™
�

�� F =

⎧
⎨
⎩

Ñ
α 0 0
0 a b
0 c d

é
, (α, a, b, c, d) ∈ R5

⎫
⎬
⎭�

�������� ��	 � �$����� � � ��� ������� � �!����� ���� ��� �� ��������� !��������� �� R4� �$��������

�� � ���� � ��� " �� ���������� ��  �� �� ��� ������

�� F =
�
(x, y, z, t) ∈ R

4 | x+ y − z + t = 0
�
.

�� G =
�
(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y = z + t = 0

�
�

�������� ��
 � �� ���� A =

Å
0 1
0 0

ã
�� Δ =

�
M ∈ M2(R) | AM = MA

�
.

�� 
 ������ � � Δ ���  � R������� !���������

�� 	� �$��������  �� �����

�������� ������ � 
��� E  � R������� !�������� �� ��������� n � 2 �� F  � �� �������� !��������

�� E�

�� ������� � � Δ =
�
f ∈ L(E), F ⊂ ker(f)} ���  � R������� !���������

�� �� � ����� ���� ����� � ������ � � F ��� �� ��������� n−1 � �� ���� �����D  � � ���$��������

�� F ���� E� 
��� B  �� ���� �����$� # �� �$����������� �� ����� ������� E = F ⊕D�


� 
��� f ∈ Δ� �$�������� �� ����� �� �� ������� �� f ���� B�

�� �$�������� �� ��������� �� Δ�

� �
���� �
��� �	����� �� �
���������� ����
�	�
�

�������� ���� � 
��� F =
�
(x, y, z) ∈ R3, x+ y+ z = 0

�
�� G =

�
(x, y, z) ∈ R3, x = −y = z

�
�

�� 
 ������ � � E �� G ���� ��� �� ��������� !��������� �� R3� � �� ��$����� �� � ����������

�� ������� � � R3 = F ⊕G�

�������� ���� � 
��� E  � R������� !�������� �� f ∈ L(E) !$������ f3 + f2 + f = 0. ������� � �

ker(f) �� ker(f2 + f + idE) ���� � ���$��������� ���� E�

�������� ���� � 
��� E �� R������� !�������� ������� $ ��� ��������� # !��� �� �$������ �� ������ C∞

� � R� �� ���� F =
�
f : x �→ λ cos(x)+β sin(x) | (λ, β) ∈ R2

�
�� G =

�
g ∈ E, g(0) = g(π/2) = 0

�
�

�� ������� � � F �� G ���� ��� �� ��������� !��������� �� E�
�� 
 ������ � ���� ���� � ���$��������� ���� E�

� ���
	���	
� 
	���	��

�������� ���� � 
��� E  � K������� !�������� �� ��������� 3 �� B = (e1, e2, e3)  �� ���� �� E�

��� u ��������������� �� E ���� �� ������� ���� B ��� �

A =

Ñ
1/2 1 −1/2
0 1 0

−1/2 1 1/2

é
.

��
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�� ���!��� �"� u � ! "� ������!�"� �� E� 
"�� � !  �� ���� �
�� �)!������� "�� �� � �� ker(u) �! �� Im(u)�
�� 	" !���� �"� �� ��!���� A � !  �������� ' �� ��!���� ��������� Δ = diag(0, 1, 1)�
�� �)!������� "�� ��!���� ��#�� ���� P !���� �"� P−1AP = Δ�

�������� ���� 
 ���! b �! c ��"$ �)�� �

�� ���! u ∈ L(R4,R3) �������"����! �  ���) ' �� ��!���� A =

Ñ
1 1 1 2
1 2 0 1
1 3 −1 0

é
�

�)!������� "�� �� � �� ker(u) �! Im(u)�

�� ���! v ∈ L(R3,R2) �������"����! �  ���) ' �� ��!���� B =

Å
1 b c
3 3b 3c

ã
�

�)!������� "�� �� � �� ker(v) �! �� Im(v)�
�� �)!������� b �! c ��� �"� Im(u) = ker(v)�

�������� ���	 
 ���! f �)���� ���

f : R2 −→ R3

(x, y) �−→ (x+ 2y, x− y, x+ y)
.

�� ���!��� �"� f � ! ���)�����
�� 
��������!��� f � !�����  "����!�#� �
�� ����!�#����! ' �� �� � �������"� �� R3� �)!������� "�� )�"�!��� �� Im(f)�
�� 
��������!��� f � !����� �����!�#� �
�� �)!��������  �� �� �) �"���� �� ������ ��  ��"!��� ��  % !(��  "�#��! �

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ 2y = 4

x− y = 1

x+ y = 3

�!

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ 2y = 4

x− y = 3

x+ y = 1

.

�������� ���
� 
 �� ��!� E = R3[X ] �!  ��! f ���������!��� �)���� ��� �

∀P ∈ E, f(P ) = P (1)X(X − 1) + P (−1)X(X + 1).

�� ���!��� �"� f � ! "� ���������� �� �� E�

�� ���!��� �"�
�
X(X − 1), X(X + 1)

�
� ! "�� �� � �� Im(f)�

�� �)!������� "�� �� � �� ker(f)�

�� &!����� �"� ker(f) �! Im(f)  ��!  "���)���!���� ��� E�

�� ��� "�� �� � ����!)� ' �� �)����� �!��� E = ker(f)⊕ Im(f)� �)!������� �� ��!���� �� f �

�������� ���� 
 ���! E "� K�� ���� #��!������
�� ���! f �! g ��"$ ���������� �� �� E �"� ����"!��! � f ◦ g = g ◦ f � ���!��� �"� Im(f) �!
ker(f)  ��!  !���� ��� g�
�� ���! p "� ������!�"� �� E �! u "� ���������� �� �� E� ���!��� �"� u �! p ����"!��!  � �!
 �"�����!  �� ker(p) �! Im(p)  ��!  !���� ��� u�

�������� ���� 
 ���! E "� R�� ���� #��!����� �� ����� ��� ���� �! f "� ���������� �� �� E�

�� 	" !���� �"� Im(f) � !  !���� ��� f �

�� �� �����	�� �

�� ���� g ��������������� �� Im(f) �&��� ��� �

g : Im(f) −→ Im(f)
x �−→ f(x)

.

�&�������� ker(g) �� Im(g)�

�� 	� �&� ��� � � � rg(f2) = rg(f)− dim
(
ker(f) ∩ Im(f)

)
.

�� ������� � � ��� ������&�&� � �!����� ���� &� �!������� �

��� E = ker(f)⊕ Im(f) �

���� Im(f) = Im(f2) �

����� ker(f) = ker(f2)�

� ����� ���� ����
��
�	�
�� ����� 
���	��

�����
�� ���� � ���� E  � R������� !�������� �� ��������� n � 2 �� f  � ������������� �� E ��
���� 1�

�� �&�������� �� ��������� �� ker(f)�

�� ������� � � f2 = Tr(f)f �

�� ���� B = (e1, . . . , en)  �� ���� �� E�

	� ������� � ��� �"���� �� " �������� �������� U �� V ������ � � MatB(f) = UV T.


� 	� �&� ��� � � Tr(f) = V TU.

�����
�� ���� � �� ���� (Eij)(i,j)∈�1,n�2 �� ���� ������� � �� Mn(K)�

�� ���� A ∈ Mn(K) �� (i, j) ∈ �1, n�2� �&�������� Tr(AEij)�

�� ���� A �� B �� " �������� �� Mn(K) !&������ �� ������&�& �

∀M ∈ Mn(K), Tr(AM) = Tr(BM).

$������ � � A = B�

�� 
� � �� �� ������� A �� Mn(K)� �� ������%�� ������������� ϕA �&���� � � Mn(K) ��� �

∀M ∈ Mn(K), ϕA(M) = Tr(AM).

	� 
 ������ � � ϕA ��� ���&�����


� ������� � � �������������

ϕ : Mn(K) −→ L(Mn(K),K
)

A �−→ ϕA

���  � �������������

�����
�� ���� � ���� A =

Å
1 1
1 1

ã
�� B =

Å
1 1
−1 −1

ã
� 
� � �� �� ������� M �� M2(R)� �� ����

f(M) = AMB�

�� ������� � � ������������� f : M �→ f(M) ���  � ������������� �� M2(R)�

�� �&�������� �� ������� ���� �� ���� ������� � �� M2(R)�

�� �&��������  �� ���� � ��#� �� �� ������� �� f �

��������
�� ����	���� �

��
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�� ���!��� �"� u � ! "� ������!�"� �� E� 
"�� � !  �� ���� �
�� �)!������� "�� �� � �� ker(u) �! �� Im(u)�
�� 	" !���� �"� �� ��!���� A � !  �������� ' �� ��!���� ��������� Δ = diag(0, 1, 1)�
�� �)!������� "�� ��!���� ��#�� ���� P !���� �"� P−1AP = Δ�

�������� ���� 
 ���! b �! c ��"$ �)�� �

�� ���! u ∈ L(R4,R3) �������"����! �  ���) ' �� ��!���� A =

Ñ
1 1 1 2
1 2 0 1
1 3 −1 0

é
�

�)!������� "�� �� � �� ker(u) �! Im(u)�

�� ���! v ∈ L(R3,R2) �������"����! �  ���) ' �� ��!���� B =

Å
1 b c
3 3b 3c

ã
�

�)!������� "�� �� � �� ker(v) �! �� Im(v)�
�� �)!������� b �! c ��� �"� Im(u) = ker(v)�

�������� ���	 
 ���! f �)���� ���

f : R2 −→ R3

(x, y) �−→ (x+ 2y, x− y, x+ y)
.

�� ���!��� �"� f � ! ���)�����
�� 
��������!��� f � !�����  "����!�#� �
�� ����!�#����! ' �� �� � �������"� �� R3� �)!������� "�� )�"�!��� �� Im(f)�
�� 
��������!��� f � !����� �����!�#� �
�� �)!��������  �� �� �) �"���� �� ������ ��  ��"!��� ��  % !(��  "�#��! �

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ 2y = 4

x− y = 1

x+ y = 3

�!

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ 2y = 4

x− y = 3

x+ y = 1

.

�������� ���
� 
 �� ��!� E = R3[X ] �!  ��! f ���������!��� �)���� ��� �

∀P ∈ E, f(P ) = P (1)X(X − 1) + P (−1)X(X + 1).

�� ���!��� �"� f � ! "� ���������� �� �� E�

�� ���!��� �"�
�
X(X − 1), X(X + 1)

�
� ! "�� �� � �� Im(f)�

�� �)!������� "�� �� � �� ker(f)�

�� &!����� �"� ker(f) �! Im(f)  ��!  "���)���!���� ��� E�

�� ��� "�� �� � ����!)� ' �� �)����� �!��� E = ker(f)⊕ Im(f)� �)!������� �� ��!���� �� f �

�������� ���� 
 ���! E "� K�� ���� #��!������
�� ���! f �! g ��"$ ���������� �� �� E �"� ����"!��! � f ◦ g = g ◦ f � ���!��� �"� Im(f) �!
ker(f)  ��!  !���� ��� g�
�� ���! p "� ������!�"� �� E �! u "� ���������� �� �� E� ���!��� �"� u �! p ����"!��!  � �!
 �"�����!  �� ker(p) �! Im(p)  ��!  !���� ��� u�

�������� ���� 
 ���! E "� R�� ���� #��!����� �� ����� ��� ���� �! f "� ���������� �� �� E�

�� 	" !���� �"� Im(f) � !  !���� ��� f �

�� �� �����	�� �

�� ���� g ��������������� �� Im(f) �&��� ��� �

g : Im(f) −→ Im(f)
x �−→ f(x)

.

�&�������� ker(g) �� Im(g)�

�� 	� �&� ��� � � � rg(f2) = rg(f)− dim
(
ker(f) ∩ Im(f)

)
.

�� ������� � � ��� ������&�&� � �!����� ���� &� �!������� �

��� E = ker(f)⊕ Im(f) �

���� Im(f) = Im(f2) �

����� ker(f) = ker(f2)�

� ����� ���� ����
��
�	�
�� ����� 
���	��

�����
�� ���� � ���� E  � R������� !�������� �� ��������� n � 2 �� f  � ������������� �� E ��
���� 1�

�� �&�������� �� ��������� �� ker(f)�

�� ������� � � f2 = Tr(f)f �

�� ���� B = (e1, . . . , en)  �� ���� �� E�

	� ������� � ��� �"���� �� " �������� �������� U �� V ������ � � MatB(f) = UV T.


� 	� �&� ��� � � Tr(f) = V TU.

�����
�� ���� � �� ���� (Eij)(i,j)∈�1,n�2 �� ���� ������� � �� Mn(K)�

�� ���� A ∈ Mn(K) �� (i, j) ∈ �1, n�2� �&�������� Tr(AEij)�

�� ���� A �� B �� " �������� �� Mn(K) !&������ �� ������&�& �

∀M ∈ Mn(K), Tr(AM) = Tr(BM).

$������ � � A = B�

�� 
� � �� �� ������� A �� Mn(K)� �� ������%�� ������������� ϕA �&���� � � Mn(K) ��� �

∀M ∈ Mn(K), ϕA(M) = Tr(AM).

	� 
 ������ � � ϕA ��� ���&�����


� ������� � � �������������

ϕ : Mn(K) −→ L(Mn(K),K
)

A �−→ ϕA

���  � �������������

�����
�� ���� � ���� A =

Å
1 1
1 1

ã
�� B =

Å
1 1
−1 −1

ã
� 
� � �� �� ������� M �� M2(R)� �� ����

f(M) = AMB�

�� ������� � � ������������� f : M �→ f(M) ���  � ������������� �� M2(R)�

�� �&�������� �� ������� ���� �� ���� ������� � �� M2(R)�

�� �&��������  �� ���� � ��#� �� �� ������� �� f �

��������
�� ����	���� �
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�� ����$��! Tr(f)�

	�
����
 ���� � ���# n � 2 $� ��#��!� �� �*"���� ��! u ���������#��� �*���� "$! Mn(R) ��! �

∀A ∈ Mn(R), u(A) = A+Tr(A)In.

�� ���#!�!  $� u �"# $� ������!���"�� �� Mn(R)�
�� (#����!  $� u �"# $� �$#���!���"���
�� ���#!�!  $� u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R) = 0�
�� 	� �*�$�!� $�� �&�!�""��� �� u−1 �� ����#��� �� u� n �# idE �
�� �� "$���"� ���" ��##�  $�"#���  $� n = 2�

� �*#�!����! �� ��#!��� �� u ���" �� ��"� B = (E11, E12, E21, E22) �� M2(R)�
�� 
$"#���!  $� ��##� ��#!��� �"# ��%�!"����� �$�" �*#�!����! "�� ��%�!"��

� ����
� ��	������

	�
����
 ���� � 
�$! #�$" !*��" a� b �# c� �� ��"� �

F1(a, b) =

Ñ
1 0 0
a 1 0
b 0 1

é
�# F2(c) =

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 c 1

é
.

�� ���# A ∈ M3(R)� 	���#$�! ��" �!��$�#" F1(a, b)A �# F2(c)A�
�� 
$"#���!  $� ��" ��#!���" F1(a, b) �# F2(c) "��# ��%�!"����"� �*#�!����! ��$!" ��%�!"�"�

�� ���# A =

Ñ
1 2 3
4 5 6
7 8 10

é
�


� �*#�!����! #!��" !*��" a� b �# c #��"  $� F2(c)F1(a, b)A "��# $�� ��#!��� #!����$���!� "$�*!��$!��
�� �!�$%�! ��$& ��#!���" L �# U � !�"���#�%����# #!����$���!� ���*!��$!� �# "$�*!��$!�� #����"  $�
A = LU �

�� �*"�$�!� �� "'"#)�� AX =

Ñ
1
1
1

é
��������$� X =

Ñ
x
y
z

é
�

	�
����
 ���� � ���# A =

Ñ
0 −3 5
−1 −2 5
−1 −3 6

é
�

�� ����$��! A2�

�� 
$"#���!  $� A �"# ��%�!"����� �$�" �*#�!����! A−1�

�� ���# n ∈ N� �$"#���!  $� An ∈ Vect(I3, A)�

�� ���# n ∈ Z� �$"#���!  $� An ∈ Vect(I3, A)�

	�
����
 ���� � ���# V ∈ Mn,1(R) #��  $� V TV = 1� �� ��"� S = In − 2V V T�

�� ���#!�!  $� S �"# $�� ��#!��� "'�*#!� $��

�� 
$"#���!  $� X2 − 1 �"# $� ���'�+�� ���$��#�$! �� S�

�� 	� �*�$�!�  $� S �"# ��%�!"���� �# �*#�!����! S−1�

�� �� �����	�� �

�������� ���� � ���� n � 2  � ������ �� ���� A ∈ Mn(R) �� ������� �'���� ���

A =

á
0 1 · · · 1
1 0 · · · 0
���

���
���

1 0 · · · 0

ë

.

�� 
'�������� �� ��������� �� ker(A)�

�� 
'��������  � �'�� γ �� ����� � � X3 − γX ����  � ���#�(�� ��� ���� � �� A�

�������� ���	 � ���� n � 2  � ������ �� A ∈ Mn(R)� �� ����

Γ1 =
{
M ∈ Mn(R) | AM = M

}
�� Γ2 =

{
M ∈ Mn(R) | A2M = AM

}


������ � � ��� ������'�'� � �!����� ���� '� �!������� �

��� �� ������� A ��� ��!������� �

���� Γ1 = Γ2�

�������� ���
 � ���� A ∈ Mn(R)  �� ������� ��� � ���� �� ������&�� ��� ������������ ϕ �� ψ
�'����� ��� �

∀M ∈ Mn(R), ϕ(M) = AM +MAT �� ψ(M) = AMAT.

�� 
������ � � ϕ �� ψ ���� ��� �������������� �� Mn(R)�

�� $������ � � ϕ �� ψ ���� ����� ������%����� � � ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ�
�� � ������ � � ��� �� ��������� !��������� Sn(R) �� An(R) ���� ������� ��� ϕ �� ψ�

�������� ����� � ���� n ∈ N  � ������ ��� ��� ��� � ��

�� ���� X ∈ Mn,1(R)  �� ������� �������� $������ � �

XTX = 0 ⇐⇒ X = 0.

�� 
������ � � �� � �� �� ������� ������� X ∈ Mn,1(R) �� �� � �� �� ������� B ∈ Mn(R) �

XTBX = XTBTX.

�� ���� A ∈ An(R)�


� 
������ � � �� � �� �� ������� ������� X ∈ Mn,1(R)� XTAX = 0�

�� ���� X ∈ Mn,1(R)  �� ������� ������� ����� � � (A+ In)X = 0� �� ���� ���� XT(A+ In)X ��
�� " ����&��� ���'������� ������� � � X = 0�

�� �� �'� ��� � � A+ In ���  �� ������� ��!��������

�� ���� A ∈ An(R)� �� ���� B = (In −A)(In +A)−1.


� 	��� ��� BTB � �� �'� ��� � � B ��� ��!������� �� �'�������� B−1�

�� 	��� ��� (In +B)(In + A) � �� �'� ��� � � In +B ��� ��!��������
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�� ����$��! Tr(f)�

	�
����
 ���� � ���# n � 2 $� ��#��!� �� �*"���� ��! u ���������#��� �*���� "$! Mn(R) ��! �

∀A ∈ Mn(R), u(A) = A+Tr(A)In.

�� ���#!�!  $� u �"# $� ������!���"�� �� Mn(R)�
�� (#����!  $� u �"# $� �$#���!���"���
�� ���#!�!  $� u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R) = 0�
�� 	� �*�$�!� $�� �&�!�""��� �� u−1 �� ����#��� �� u� n �# idE �
�� �� "$���"� ���" ��##�  $�"#���  $� n = 2�

� �*#�!����! �� ��#!��� �� u ���" �� ��"� B = (E11, E12, E21, E22) �� M2(R)�
�� 
$"#���!  $� ��##� ��#!��� �"# ��%�!"����� �$�" �*#�!����! "�� ��%�!"��

� ����
� ��	������

	�
����
 ���� � 
�$! #�$" !*��" a� b �# c� �� ��"� �

F1(a, b) =

Ñ
1 0 0
a 1 0
b 0 1

é
�# F2(c) =

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 c 1

é
.

�� ���# A ∈ M3(R)� 	���#$�! ��" �!��$�#" F1(a, b)A �# F2(c)A�
�� 
$"#���!  $� ��" ��#!���" F1(a, b) �# F2(c) "��# ��%�!"����"� �*#�!����! ��$!" ��%�!"�"�

�� ���# A =

Ñ
1 2 3
4 5 6
7 8 10

é
�


� �*#�!����! #!��" !*��" a� b �# c #��"  $� F2(c)F1(a, b)A "��# $�� ��#!��� #!����$���!� "$�*!��$!��
�� �!�$%�! ��$& ��#!���" L �# U � !�"���#�%����# #!����$���!� ���*!��$!� �# "$�*!��$!�� #����"  $�
A = LU �

�� �*"�$�!� �� "'"#)�� AX =

Ñ
1
1
1

é
��������$� X =

Ñ
x
y
z

é
�

	�
����
 ���� � ���# A =

Ñ
0 −3 5
−1 −2 5
−1 −3 6

é
�

�� ����$��! A2�

�� 
$"#���!  $� A �"# ��%�!"����� �$�" �*#�!����! A−1�

�� ���# n ∈ N� �$"#���!  $� An ∈ Vect(I3, A)�

�� ���# n ∈ Z� �$"#���!  $� An ∈ Vect(I3, A)�

	�
����
 ���� � ���# V ∈ Mn,1(R) #��  $� V TV = 1� �� ��"� S = In − 2V V T�

�� ���#!�!  $� S �"# $�� ��#!��� "'�*#!� $��

�� 
$"#���!  $� X2 − 1 �"# $� ���'�+�� ���$��#�$! �� S�

�� 	� �*�$�!�  $� S �"# ��%�!"���� �# �*#�!����! S−1�

�� �� �����	�� �

�������� ���� � ���� n � 2  � ������ �� ���� A ∈ Mn(R) �� ������� �'���� ���

A =

á
0 1 · · · 1
1 0 · · · 0
���

���
���

1 0 · · · 0

ë

.

�� 
'�������� �� ��������� �� ker(A)�

�� 
'��������  � �'�� γ �� ����� � � X3 − γX ����  � ���#�(�� ��� ���� � �� A�

�������� ���	 � ���� n � 2  � ������ �� A ∈ Mn(R)� �� ����

Γ1 =
{
M ∈ Mn(R) | AM = M

}
�� Γ2 =

{
M ∈ Mn(R) | A2M = AM

}
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��� �� ������� A ��� ��!������� �

���� Γ1 = Γ2�

�������� ���
 � ���� A ∈ Mn(R)  �� ������� ��� � ���� �� ������&�� ��� ������������ ϕ �� ψ
�'����� ��� �

∀M ∈ Mn(R), ϕ(M) = AM +MAT �� ψ(M) = AMAT.

�� 
������ � � ϕ �� ψ ���� ��� �������������� �� Mn(R)�

�� $������ � � ϕ �� ψ ���� ����� ������%����� � � ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ�
�� � ������ � � ��� �� ��������� !��������� Sn(R) �� An(R) ���� ������� ��� ϕ �� ψ�

�������� ����� � ���� n ∈ N  � ������ ��� ��� ��� � ��

�� ���� X ∈ Mn,1(R)  �� ������� �������� $������ � �

XTX = 0 ⇐⇒ X = 0.

�� 
������ � � �� � �� �� ������� ������� X ∈ Mn,1(R) �� �� � �� �� ������� B ∈ Mn(R) �

XTBX = XTBTX.

�� ���� A ∈ An(R)�


� 
������ � � �� � �� �� ������� ������� X ∈ Mn,1(R)� XTAX = 0�

�� ���� X ∈ Mn,1(R)  �� ������� ������� ����� � � (A+ In)X = 0� �� ���� ���� XT(A+ In)X ��
�� " ����&��� ���'������� ������� � � X = 0�

�� �� �'� ��� � � A+ In ���  �� ������� ��!��������

�� ���� A ∈ An(R)� �� ���� B = (In −A)(In +A)−1.


� 	��� ��� BTB � �� �'� ��� � � B ��� ��!������� �� �'�������� B−1�

�� 	��� ��� (In +B)(In + A) � �� �'� ��� � � In +B ��� ��!��������
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� � Indications

�
� ���

�� � ������ ���"������� �� �� �
����� �� �(��� (λ1, . . . , λn+1) ��� �� � � �� !(���
��
n+1∑
k=1

λkek = 0.

� ������ λn+1 = 0 �� 
�� ��� &  �� �����
��������

�
� ���

�� 	������ � � �
 �
����� C ��� ������
�� 
� �
������ � � P ���  �� �
����� �� Mn(R) ���� �
 j��'�� ������� ��� ������� (� �
� ���
��������(�� �� εj �
�� B� �
 �
����� P−1 ��� �
 �
����� �� �
��
�� ����� �
 �
�� C �� �
 �
�� B�

�
� ���

�� �(�������� �� �
����
� �� �
 �
�����
(
x, u(x), u2(x), . . . , up−1(x)

)
�

�
� ���

�� �� 
� �
������ � � �� 
�����
���� ���(
��� ��� ���
������ �(������(� �
� ����
�� �� �� �
���

�
� ���

�� � (�
���� � � (cos, sin, f, g) ��� ������ �� �� ��
  ������� ��� �(!����������� �����(��

�
� ��	

��� ��������� E �� F ���� �(����� �� �"�������� 
����� �� �
 ��

��	 ����

�
� ����

�� �� $ ��
��� �� �
 � ������ ��(�(������ (�
���� � �

f ∈ Δ ⇐⇒ ∃(a1, . . . , an) ∈ R
n, MatB(f) =

Ö
0 · · · 0 a1
���

���
���

0 · · · 0 an

è

.

�� � �� � i ∈ �1, n�� �(���� ��������������� fi �� E ���� �
 �
����� �
�� B ��� Ein� � ������

���� � � (f1, . . . , fn) ���  �� �
�� �� Δ�

�
� ����

�� ������ &  ������� ��� �(������
����
�� 
� �
������ � � ker(u) �� Im(u) ���� � ���(����
���� �
�� E �
� u ���  � �������� � �� E�

�
� ����

�� � ������ � � Im(u) = ker(v) �� �� �� ������ �� BA = 0�

�
� ���	

�� ����(��� �
� �� ��� ���� �����
�� �(�������� �
 ��������� �� ker(f) � �� �(�������� �� " ���#�)��� �� E ��� ��������������
� � ��
�� ���� �� 1 �� �� −1�

�
� ���


�� 
� �
������ � � ker(p) �� Im(p) ���� � ���(����
���� �
�� E�

�
� ����

�� %�
���� � � ker(g) = Im(f) ∩ ker(f) �� Im(g) = Im(f2)�

�� �� �����	�� �

�	� ����

�� ����#�" %�� �"��$� Δ #%  �+���$��"� �� ker(f) ���# E �$ #�  ����" ���# %�� ��#� ��� $+� )
E = ker(f)⊕Δ�

�	� ����

�� ��%" $�%$� ��$"��� A �� ker(u)� �+$�"����" Tr
(
u(A)

)
�

�	� ����

�� 
+$�"����" %�  ��(�,�� ���%��$�%" �� A �� ���"+ 2�

�� ���#����"  �" "+�%""�����

�� �� n ∈ N� ���"# A−n =
(
A−1

)n
� %$���#�" ���"# ��# !%�#$���# � �$ 	� ���#� !%� �� ��"�%�� �%

���,�� �� ��'$���

�	� ����

���� =⇒ ��� � ��%" X ∈ Mn,1(R) &+"����$ AX = 0� ��$"��%�"� �� ��$"��� M ���$ $�%$�# ��#
�������# #��$ �%���# #�%� ��  "���*"� !%� ����� �#$ +���� ) X � &+"���" !%� ��$$� ��$"��� �  �"$���$
) Γ2�

�	� ����

�� ��� ��$"��� �� M1(R) �#$ #(�+$"�!%�� ���� +���� ) #� $"��# �#+��

�� �� �� M �#$ %�� ��$"���� ���"# �� ��$"��� MT �#$ ��&�"#���� �$
(
MT

)−1
=

(
M−1

)T
.

�$���#�" +�������$ ��+����$+ 
 (MN)
T
= NTMT.
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� � Indications

�
� ���

�� � ������ ���"������� �� �� �
����� �� �(��� (λ1, . . . , λn+1) ��� �� � � �� !(���
��
n+1∑
k=1

λkek = 0.

� ������ λn+1 = 0 �� 
�� ��� &  �� �����
��������

�
� ���

�� 	������ � � �
 �
����� C ��� ������
�� 
� �
������ � � P ���  �� �
����� �� Mn(R) ���� �
 j��'�� ������� ��� ������� (� �
� ���
��������(�� �� εj �
�� B� �
 �
����� P−1 ��� �
 �
����� �� �
��
�� ����� �
 �
�� C �� �
 �
�� B�

�
� ���

�� �(�������� �� �
����
� �� �
 �
�����
(
x, u(x), u2(x), . . . , up−1(x)

)
�

�
� ���

�� �� 
� �
������ � � �� 
�����
���� ���(
��� ��� ���
������ �(������(� �
� ����
�� �� �� �
���

�
� ���

�� � (�
���� � � (cos, sin, f, g) ��� ������ �� �� ��
  ������� ��� �(!����������� �����(��

�
� ��	

��� ��������� E �� F ���� �(����� �� �"�������� 
����� �� �
 ��

��	 ����

�
� ����

�� �� $ ��
��� �� �
 � ������ ��(�(������ (�
���� � �

f ∈ Δ ⇐⇒ ∃(a1, . . . , an) ∈ R
n, MatB(f) =

Ö
0 · · · 0 a1
���

���
���

0 · · · 0 an

è

.

�� � �� � i ∈ �1, n�� �(���� ��������������� fi �� E ���� �
 �
����� �
�� B ��� Ein� � ������

���� � � (f1, . . . , fn) ���  �� �
�� �� Δ�

�
� ����

�� ������ &  ������� ��� �(������
����
�� 
� �
������ � � ker(u) �� Im(u) ���� � ���(����
���� �
�� E �
� u ���  � �������� � �� E�

�
� ����

�� � ������ � � Im(u) = ker(v) �� �� �� ������ �� BA = 0�

�
� ���	

�� ����(��� �
� �� ��� ���� �����
�� �(�������� �
 ��������� �� ker(f) � �� �(�������� �� " ���#�)��� �� E ��� ��������������
� � ��
�� ���� �� 1 �� �� −1�

�
� ���


�� 
� �
������ � � ker(p) �� Im(p) ���� � ���(����
���� �
�� E�

�
� ����

�� %�
���� � � ker(g) = Im(f) ∩ ker(f) �� Im(g) = Im(f2)�

�� �� �����	�� �

�	� ����

�� ����#�" %�� �"��$� Δ #%  �+���$��"� �� ker(f) ���# E �$ #�  ����" ���# %�� ��#� ��� $+� )
E = ker(f)⊕Δ�

�	� ����

�� ��%" $�%$� ��$"��� A �� ker(u)� �+$�"����" Tr
(
u(A)

)
�

�	� ����

�� 
+$�"����" %�  ��(�,�� ���%��$�%" �� A �� ���"+ 2�

�� ���#����"  �" "+�%""�����

�� �� n ∈ N� ���"# A−n =
(
A−1

)n
� %$���#�" ���"# ��# !%�#$���# � �$ 	� ���#� !%� �� ��"�%�� �%

���,�� �� ��'$���

�	� ����

���� =⇒ ��� � ��%" X ∈ Mn,1(R) &+"����$ AX = 0� ��$"��%�"� �� ��$"��� M ���$ $�%$�# ��#
�������# #��$ �%���# #�%� ��  "���*"� !%� ����� �#$ +���� ) X � &+"���" !%� ��$$� ��$"��� �  �"$���$
) Γ2�

�	� ����

�� ��� ��$"��� �� M1(R) �#$ #(�+$"�!%�� ���� +���� ) #� $"��# �#+��

�� �� �� M �#$ %�� ��$"���� ���"# �� ��$"��� MT �#$ ��&�"#���� �$
(
MT

)−1
=

(
M−1

)T
.

�$���#�" +�������$ ��+����$+ 
 (MN)
T
= NTMT.
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� � Corrigé des vrai/faux

� � 	 
 � � 
 � � �� �� �� �	

� � � � � � � � � � � � �

�� � ,  &+ %�$ & �'&,# &, (�+ (0, 0)�
�� �& �'&+,�, )- 

{
(x, y, z, t) ∈ R

4, x = y
}
=

{
(x, x, z, t) | (x, z, t) ∈ R

3
}
= Vect

(
(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)

)
.

�� +, �'&� -& +'-+� +(�� . �,'*# $ � R4  , �� +,  & (�*,#�-$# * -& R� +(�� . �,'*# $�

�� �# x = 0� �$'*+Vect(x) = {0}  , +� �#% &+#'&  +, &-$$ � �# x �= 0� �$'*+Vect(x)  +, � �#% &+#'& 1�
�� �& ('+ i = (1, 0, 0)  , j = (0, 1, 0)� �','&+ D1 = Vect(i)� D2 = Vect(j)  , D3 = Vect(i + j).
� + ,*'#+ �*'#, + +'&, �# & � -/ 0 � -/ �#+,#&�, +� %�#+ '& � i+ j− (i+ j) = 0� �. � i ∈ D1� j ∈ D2

 , i + j ∈ D3� � . �, -* &-$ & + �2�'%('+ (�+ � %�&#1* -&#)- � $� +'%% D1 +D2 +D3

&� +, (�+ �#* �, �

�� �& &', F $� &+ %�$ � + %�,*#� + � ,*�� &-$$ � F = ker(Tr)� �-#+)- Tr  +, $#&2�#* � �$'*+ F
 +, -& +'-+� +(�� . �,'*# $ � Mn(R)� �& �(($#)- �$'*+ $ ,"2'*1% �- *�&! �

dim
(
Mn(R)

)
= dim(F ) + rg(Tr).

�#&+# � dim(F ) = n2 − rg(Tr).
�& +�#, )- Im(Tr) ⊂ R  , �'&� rg(Tr) � dim(R) = 1� �-#+)- Tr &� +, (�+ $��(($#��,#'& &-$$ �

�$'*+ rg(Tr) � 1� �#&�$ % &,� Tr  +, � *�&! 1  , F  +, � �#% &+#'& n2 − 1�
�� �& &', A = diag(1,−1, 0, . . . , 0) ∈ Mn(K)  , B = diag(−1, 1, 0, . . . , 0) � '& � Tr(A) = Tr(B)  ,

A �= B�

�� �# M  +, -& %�,*#� � '& &', Li(M) +� i�1% $#!&  , Cj(M) +� j�#1% �'$'&& � �& ('+ 

A = (aij)  , ATA = (bij)� �'-* ,'-,  &,# * k ∈ �1, n� �

bkk = Lk(A
T)Ck(A) =

(
Ck(A)

)T
Ck(A) =

n∑
i=1

a2ik.

�&  & �2�-#, )- � Tr(ATA) =
n∑

k=1

n∑
i=1

a2ik. �-#+)- A  +, 0 �' ��# &,+ *2 $+� '& � �'&� �

∀(i, k) ∈ �1, n� , 0 � a2ik � Tr(ATA).

�-#+)- Tr(ATA) = 0� �$'*+ ,'-+ $ + �' ��# &,+ � A +'&, &-$+  , A = 0�
	� �'#, x ∈ Im(u)� �$'*+ u(x) ∈ Im(u)�

� � �'&,*'&+ )- Vect

(
u(e1), . . . , u(en)

) ⊂ Im(u)� �'#, y ∈ Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
� #$  /#+, 

(λ1, . . . , λn) ∈ Kn , $ )- y =
n∑

k=1

λku(ek)� �� $#&2�*#,2 � u #%($#)- �$'*+ �

y = u

(
n∑

k=1

λkek

)
∈ Im(u).

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

� ���" ��! �#� Im(u) ⊂ Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
� ���" y ∈ Im(u)� 
� �%�!"� #� $��"�# x ∈ E "�� �#�

y = u(x)� �#�!�#� B �!" #�� ��!� �� E� �� �%�!"� (λ1, . . . , λn) ∈ Kn "�� �#� x =
n∑

k=1

λkek� �����

� (�(������"� �� #"���!� �� ���(� �"( �� u �

y = u(x) = u

(
n∑

k=1

λkek

)
=

n∑
k=1

λu(ek) ∈ Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
.

��� �� �(�( ��� �� ��� ��! ker(u)∩ Im(u) = {0} 	 �� ���" !#���!��! �#� y ∈ ker(u)∩ Im(u)� �� � �

u(y) = 0 �" ∃x ∈ E, u(x) = y.

�� �� �(�#�" �#� u2(x) = 0� ��������"� ��# ("���� �#� ker(u) ∩ Im(u) = {0}� �� � ��!��� ��

�#!"��� �#� y = 0 �" ���� x ∈ ker(u)� ��������"� �� !��" #���#����" �#� x ∈ ker(u2) �" ��

�(�( ��� ���� ��������#� ��! �#� x ∈ ker(u)�
��� �� ��!� A = diag(1,−1, 0, . . . , 0) ∈ Mn(R)� 
��!� A2 = diag(1, 1, 0, . . . , 0) �" �� � Tr(A2) = 2

�"
(
Tr(A)

)2
= 0.

��� 
� !#�" ��������#� �� ����������� �����

��� ���" α ∈ K� �� ��!� A = diag(α, 0, . . . , 0) ∈ Mn(K) �" �� � Tr(A) = α. 
��!� ��# "�#" α ∈ K�

�� �%�!"� A ∈ Mn(K) "���� �#� Tr(A) = α � ���������"��� Tr �!" !# ���"�$��

� ������� 

	�������

• ��# ���" � �#� �� !���� �� ��#! �� ��#% !�#!��!����! $��"� ���! �!" �� ��"�� ��

�� !#�" ��! �� ���" � �#� ��# ! ��"� !��"���! ��#% ' ��#% !��"  (�#�"�! ' {0E}�
• � �� � �#� ������� �" �� ��&�# ��#�� �������"��� !��" "�#��# ! !#���(���"�� �!�

• �#���� �#� ������� ��#�� �������"��� ���(�� � �!"� �� �����!��� ����� �� !�#!��!����

$��"� ��� ������ ( �� ��! �����! ��! $��"�# ! ��#�� ��!� �� ���!���� $��"� ��� ��

�(�� "�

• ���!� �#� �� " ��� ��#� � ��#�" �!" (���� �# � ��#�" ��! " ���!�

• � �� � �#� ���������"��� " ��� �!" �����"�$��

��
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� � Corrigé des vrai/faux

� � 	 
 � � 
 � � �� �� �� �	

� � � � � � � � � � � � �

�� � ,  &+ %�$ & �'&,# &, (�+ (0, 0)�
�� �& �'&+,�, )- 

{
(x, y, z, t) ∈ R

4, x = y
}
=

{
(x, x, z, t) | (x, z, t) ∈ R

3
}
= Vect

(
(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)

)
.

�� +, �'&� -& +'-+� +(�� . �,'*# $ � R4  , �� +,  & (�*,#�-$# * -& R� +(�� . �,'*# $�

�� �# x = 0� �$'*+Vect(x) = {0}  , +� �#% &+#'&  +, &-$$ � �# x �= 0� �$'*+Vect(x)  +, � �#% &+#'& 1�
�� �& ('+ i = (1, 0, 0)  , j = (0, 1, 0)� �','&+ D1 = Vect(i)� D2 = Vect(j)  , D3 = Vect(i + j).
� + ,*'#+ �*'#, + +'&, �# & � -/ 0 � -/ �#+,#&�, +� %�#+ '& � i+ j− (i+ j) = 0� �. � i ∈ D1� j ∈ D2

 , i + j ∈ D3� � . �, -* &-$ & + �2�'%('+ (�+ � %�&#1* -&#)- � $� +'%% D1 +D2 +D3

&� +, (�+ �#* �, �

�� �& &', F $� &+ %�$ � + %�,*#� + � ,*�� &-$$ � F = ker(Tr)� �-#+)- Tr  +, $#&2�#* � �$'*+ F
 +, -& +'-+� +(�� . �,'*# $ � Mn(R)� �& �(($#)- �$'*+ $ ,"2'*1% �- *�&! �

dim
(
Mn(R)

)
= dim(F ) + rg(Tr).

�#&+# � dim(F ) = n2 − rg(Tr).
�& +�#, )- Im(Tr) ⊂ R  , �'&� rg(Tr) � dim(R) = 1� �-#+)- Tr &� +, (�+ $��(($#��,#'& &-$$ �

�$'*+ rg(Tr) � 1� �#&�$ % &,� Tr  +, � *�&! 1  , F  +, � �#% &+#'& n2 − 1�
�� �& &', A = diag(1,−1, 0, . . . , 0) ∈ Mn(K)  , B = diag(−1, 1, 0, . . . , 0) � '& � Tr(A) = Tr(B)  ,

A �= B�

�� �# M  +, -& %�,*#� � '& &', Li(M) +� i�1% $#!&  , Cj(M) +� j�#1% �'$'&& � �& ('+ 

A = (aij)  , ATA = (bij)� �'-* ,'-,  &,# * k ∈ �1, n� �

bkk = Lk(A
T)Ck(A) =

(
Ck(A)

)T
Ck(A) =

n∑
i=1

a2ik.

�&  & �2�-#, )- � Tr(ATA) =
n∑

k=1

n∑
i=1

a2ik. �-#+)- A  +, 0 �' ��# &,+ *2 $+� '& � �'&� �

∀(i, k) ∈ �1, n� , 0 � a2ik � Tr(ATA).

�-#+)- Tr(ATA) = 0� �$'*+ ,'-+ $ + �' ��# &,+ � A +'&, &-$+  , A = 0�
	� �'#, x ∈ Im(u)� �$'*+ u(x) ∈ Im(u)�

� � �'&,*'&+ )- Vect

(
u(e1), . . . , u(en)

) ⊂ Im(u)� �'#, y ∈ Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
� #$  /#+, 

(λ1, . . . , λn) ∈ Kn , $ )- y =
n∑

k=1

λku(ek)� �� $#&2�*#,2 � u #%($#)- �$'*+ �

y = u

(
n∑

k=1

λkek

)
∈ Im(u).

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

� ���" ��! �#� Im(u) ⊂ Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
� ���" y ∈ Im(u)� 
� �%�!"� #� $��"�# x ∈ E "�� �#�

y = u(x)� �#�!�#� B �!" #�� ��!� �� E� �� �%�!"� (λ1, . . . , λn) ∈ Kn "�� �#� x =
n∑

k=1

λkek� �����

� (�(������"� �� #"���!� �� ���(� �"( �� u �

y = u(x) = u

(
n∑

k=1

λkek

)
=

n∑
k=1

λu(ek) ∈ Vect
(
u(e1), . . . , u(en)

)
.

��� �� �(�( ��� �� ��� ��! ker(u)∩ Im(u) = {0} 	 �� ���" !#���!��! �#� y ∈ ker(u)∩ Im(u)� �� � �

u(y) = 0 �" ∃x ∈ E, u(x) = y.

�� �� �(�#�" �#� u2(x) = 0� ��������"� ��# ("���� �#� ker(u) ∩ Im(u) = {0}� �� � ��!��� ��

�#!"��� �#� y = 0 �" ���� x ∈ ker(u)� ��������"� �� !��" #���#����" �#� x ∈ ker(u2) �" ��

�(�( ��� ���� ��������#� ��! �#� x ∈ ker(u)�
��� �� ��!� A = diag(1,−1, 0, . . . , 0) ∈ Mn(R)� 
��!� A2 = diag(1, 1, 0, . . . , 0) �" �� � Tr(A2) = 2

�"
(
Tr(A)

)2
= 0.

��� 
� !#�" ��������#� �� ����������� �����

��� ���" α ∈ K� �� ��!� A = diag(α, 0, . . . , 0) ∈ Mn(K) �" �� � Tr(A) = α. 
��!� ��# "�#" α ∈ K�

�� �%�!"� A ∈ Mn(K) "���� �#� Tr(A) = α � ���������"��� Tr �!" !# ���"�$��

� ������� 

	�������

• ��# ���" � �#� �� !���� �� ��#! �� ��#% !�#!��!����! $��"� ���! �!" �� ��"�� ��

�� !#�" ��! �� ���" � �#� ��# ! ��"� !��"���! ��#% ' ��#% !��"  (�#�"�! ' {0E}�
• � �� � �#� ������� �" �� ��&�# ��#�� �������"��� !��" "�#��# ! !#���(���"�� �!�

• �#���� �#� ������� ��#�� �������"��� ���(�� � �!"� �� �����!��� ����� �� !�#!��!����

$��"� ��� ������ ( �� ��! �����! ��! $��"�# ! ��#�� ��!� �� ���!���� $��"� ��� ��

�(�� "�

• ���!� �#� �� " ��� ��#� � ��#�" �!" (���� �# � ��#�" ��! " ���!�

• � �� � �#� ���������"��� " ��� �!" �����"�$��

��
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� � Corrigé des exercices

���
�	�� ���

�� ( =⇒ ) �"� �"� c ∈ Vect(a, b, c)� ���� c ∈ Vect(a, b)�

� (⇐=) 
� �Vect(a, b) ⊂ Vect(a, b, c)� ���!��� �"�Vect(a, b, c) ⊂ Vect(a, b)�
���! x ∈ Vect(a, b, c)� 
� �$� !� α� β �! γ �� �(�� !�� �"� �

x = αa+ βb+ γc.


� ��� �%��!�' � c ∈ Vect(a, b)� ���� �� �$� !� λ �! μ !�� �"� � c = λa + μb�
	��������! �

x = (α+ λ)a+ (β + μ)b.


� �� �(�"�! �"� x ∈ Vect(a, b) � ��������! � Vect(a, b) = Vect(a, b, c)�

�� �"� �"� (e1, . . . , en+1) � ! "�� ������� ��(�� �� �$� !� "�� ������� ��  ������� 

��� !�" �"� (λ1, . . . , λn+1) !�� �"� �

n+1∑
k=1

λkek = 0.

� �"��� �� �"� λn+1 = 0� �� � ���� �
n∑

k=1

λkek = 0.


� �� λk� k ∈ �1, n�� ��  ��! �� !�" �"� � �� ����!��� ��(�(���!� ������"�

���� �"� �� ������� (e1, . . . , en) � ! ��(� � �� �"� � ! ����  ���� ��� �%��!�' ��

��� � λn+1 �= 0 �! �� � �

en+1 =
−1

λn+1

n∑
k=1

λkek ∈ Vect (e1, . . . , en) .

���
�	�� ���

���! (a, b) ∈ K2 !�� �"� ap+ bq = 0� 
� ����� � ��!!� ����!��� & ��"��� ���

p� �� #���! ap = 0� �"� �"� p � ! ��� �"�� ���� a = 0� 
� #���! ���� bq = 0 �!�� p2 = p �� p ◦ q = 0

�"� �"� q � ! ��� �"�� �� � b = 0�
	��������!� �� ������� (p, q) � ! ����� ��� L(E)�

���
�	�� ���

�� �� ������� C � ! �� �������� n = dim(E) � ��"� (!����� �"� ��!!� ������� � !

"�� �� � �� E� ��  "�! �� ���!��� �"����� � ! ������ ���! (λ1, . . . , λn) �� �(�� 

!�� �"� �
n∑

k=1

λkεk = 0� ���!��� �"� ��"� !�"! ��!��� k ∈ �1, n�� λk = 0�


� ��!� x =
n∑

i=1

ei �! s =
n∑

k=1

λk� �� � �� ∀k ∈ �1, n� �

εk = x− ek.

n∑
k=1

λkεk =

n∑
k=1

λk(x − ek) = x

n∑
k=1

λk −
n∑

k=1

λkek.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� x
n∑

k=1

λk = sx = s
n∑

k=1

ek =
n∑

k=1

sek. �����
n∑

k=1

λkεk =
n∑

k=1

(s− λk)ek ��

n∑
k=1

(s− λk)ek = 0.

������� �� ������� (e1, . . . , en) ��� ������ �� �������� ��#�#����� �������� �

∀k ∈ �1, n� , s− λk = 0.

�� �� �#���� ����� ��� �
n∑

k=1

(s− λk) = 0 �� ���� ��� (n− 1)s = 0�

������� n � 2� ��  ���� s = 0�

	���������� ���� ���� ������ k ∈ �1, n�� �� � λk = 0� 
� ������� C ��� ���
���� �� E�

�� �� ���� ��� P ��� ��� ������� �� Mn(R) ���� �� j��"�� ������� ��� �������
��#� ��� ��� ��������#�� �� εj ���� B� ����� �

P =

à
0 1 · · · 1

1
� � �

� � �
���

���
� � �

� � � 1
1 · · · 1 0

í

.

� 
� ������� P−1 ��� �� ������� �� ������� ����� �� ���� C �� �� ���� B�
� �� ��� ��������� ��#�#������� �� ���� ��� ����
 ���� �����


k ∈ �1, n�� �� ����

����

���
 	��

���
������� �� ek
���� C �

∀k ∈ �1, n� , εk = x− ek.

�� �� �#���� ���
n∑

k=1

εk = nx−
n∑

k=1

ek = (n− 1)x.

����� �

∀k ∈ �1, n� , ek = x− εk =
1

n− 1

n∑
i=1

εi − εk.

	��������� �

P−1 =
1

n− 1

à
2− n 1 · · · 1

1
� � �

� � �
���

���
� � �

� � � 1
1 · · · 1 2− n

í

.

���
�	�� ���

�� ������� up−1 ����� ��� ������������� ������ �� �!���� ��  ������ x �� E ���
��� up−1(x) �= 0
�� 
��� (λk)k∈�0,p−1� ��� ������� �� �#��� ����� ��� �

λ0x+ λ1u(x) + · · ·+ λp−1u
p−1(x) = 0. �∗�

��
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� � Corrigé des exercices

���
�	�� ���

�� ( =⇒ ) �"� �"� c ∈ Vect(a, b, c)� ���� c ∈ Vect(a, b)�

� (⇐=) 
� �Vect(a, b) ⊂ Vect(a, b, c)� ���!��� �"�Vect(a, b, c) ⊂ Vect(a, b)�
���! x ∈ Vect(a, b, c)� 
� �$� !� α� β �! γ �� �(�� !�� �"� �

x = αa+ βb+ γc.


� ��� �%��!�' � c ∈ Vect(a, b)� ���� �� �$� !� λ �! μ !�� �"� � c = λa + μb�
	��������! �

x = (α+ λ)a+ (β + μ)b.


� �� �(�"�! �"� x ∈ Vect(a, b) � ��������! � Vect(a, b) = Vect(a, b, c)�

�� �"� �"� (e1, . . . , en+1) � ! "�� ������� ��(�� �� �$� !� "�� ������� ��  ������� 

��� !�" �"� (λ1, . . . , λn+1) !�� �"� �

n+1∑
k=1

λkek = 0.

� �"��� �� �"� λn+1 = 0� �� � ���� �
n∑

k=1

λkek = 0.


� �� λk� k ∈ �1, n�� ��  ��! �� !�" �"� � �� ����!��� ��(�(���!� ������"�

���� �"� �� ������� (e1, . . . , en) � ! ��(� � �� �"� � ! ����  ���� ��� �%��!�' ��

��� � λn+1 �= 0 �! �� � �

en+1 =
−1

λn+1

n∑
k=1

λkek ∈ Vect (e1, . . . , en) .

���
�	�� ���

���! (a, b) ∈ K2 !�� �"� ap+ bq = 0� 
� ����� � ��!!� ����!��� & ��"��� ���

p� �� #���! ap = 0� �"� �"� p � ! ��� �"�� ���� a = 0� 
� #���! ���� bq = 0 �!�� p2 = p �� p ◦ q = 0

�"� �"� q � ! ��� �"�� �� � b = 0�
	��������!� �� ������� (p, q) � ! ����� ��� L(E)�

���
�	�� ���

�� �� ������� C � ! �� �������� n = dim(E) � ��"� (!����� �"� ��!!� ������� � !

"�� �� � �� E� ��  "�! �� ���!��� �"����� � ! ������ ���! (λ1, . . . , λn) �� �(�� 

!�� �"� �
n∑

k=1

λkεk = 0� ���!��� �"� ��"� !�"! ��!��� k ∈ �1, n�� λk = 0�


� ��!� x =
n∑

i=1

ei �! s =
n∑

k=1

λk� �� � �� ∀k ∈ �1, n� �

εk = x− ek.

n∑
k=1

λkεk =

n∑
k=1

λk(x − ek) = x

n∑
k=1

λk −
n∑

k=1

λkek.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� x
n∑

k=1

λk = sx = s
n∑

k=1

ek =
n∑

k=1

sek. �����
n∑

k=1

λkεk =
n∑

k=1

(s− λk)ek ��

n∑
k=1

(s− λk)ek = 0.

������� �� ������� (e1, . . . , en) ��� ������ �� �������� ��#�#����� �������� �

∀k ∈ �1, n� , s− λk = 0.

�� �� �#���� ����� ��� �
n∑

k=1

(s− λk) = 0 �� ���� ��� (n− 1)s = 0�

������� n � 2� ��  ���� s = 0�

	���������� ���� ���� ������ k ∈ �1, n�� �� � λk = 0� 
� ������� C ��� ���
���� �� E�

�� �� ���� ��� P ��� ��� ������� �� Mn(R) ���� �� j��"�� ������� ��� �������
��#� ��� ��� ��������#�� �� εj ���� B� ����� �

P =

à
0 1 · · · 1

1
� � �

� � �
���

���
� � �

� � � 1
1 · · · 1 0

í

.

� 
� ������� P−1 ��� �� ������� �� ������� ����� �� ���� C �� �� ���� B�
� �� ��� ��������� ��#�#������� �� ���� ��� ����
 ���� �����


k ∈ �1, n�� �� ����

����

���
 	��

���
������� �� ek
���� C �

∀k ∈ �1, n� , εk = x− ek.

�� �� �#���� ���
n∑

k=1

εk = nx−
n∑

k=1

ek = (n− 1)x.

����� �

∀k ∈ �1, n� , ek = x− εk =
1

n− 1

n∑
i=1

εi − εk.

	��������� �

P−1 =
1

n− 1

à
2− n 1 · · · 1

1
� � �

� � �
���

���
� � �

� � � 1
1 · · · 1 2− n

í

.

���
�	�� ���

�� ������� up−1 ����� ��� ������������� ������ �� �!���� ��  ������ x �� E ���
��� up−1(x) �= 0
�� 
��� (λk)k∈�0,p−1� ��� ������� �� �#��� ����� ��� �

λ0x+ λ1u(x) + · · ·+ λp−1u
p−1(x) = 0. �∗�

��
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� �����!� ��)����") (∗) �� idE , u, u
2, . . . , up−1� �#�!�#� ��# "�#" ��"�� 

k � p� uk(x) = 0� �� $���" �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ0x+ λ1u(x) + · · ·+ λp−1u
p−1(x) = 0

λ0u(x) + λ1u
2(x) + · · ·+ λp−2u

p−1(x) = 0

���

λ0u
p−2(x) + λ1u

p−1(x) = 0

λ0u
p−1(x) = 0

.

�#�!�#� up−1(x) �= 0� �� !&!"(�� � )�)���" ����#�" !#���!!�$����" ' λ0 = 0�
λ1 = 0, . . . , λp−1 = 0� �� �������

�
x, u(x), . . . , up−1(x)

�
�!" ��� ��

�� �� �������
�
x, u(x), u2(x), . . . , up−1(x)

�
�!" �� �� ����� p� ���� �!" ��� � ���!

#� R��!���� $��"� ��� �� �����!��� n ���� n � p� �#�!�#� up = 0� �� � ���� �

un = un−p ◦ up = 0.

�����
�� ���

�� dim(E∗) = n�� dimL(E,K) =
dim(E) dim(K).

�� 	� ��� �������"��� ���)�� � �!" ��"�( ����" �)"� ���)� �� ������� ��#��

��!�� �� �#� �#!"��� ���%�!"���� �" ��#����") �� ϕk�


� �#�!�#� (ϕ1, . . . , ϕn) �!" �� �� ����� n = dim(E∗)� �� !#�" ��)"���� �#�����

�!" ��� � ��# �#!"��� �#����� �� �� #�� ��!� �� E∗� ���" (λ1, . . . , λn) ��!��
	���� ���

!����� �! "��! �#� �

∀x ∈ E, λ1ϕ1(x) + · · ·+ λnϕn(x) = 0.

	� �� "��#��� ��# x = ek� k ∈ �1, n�� �� $���" λk = 0� �� ������� (ϕ1, . . . , ϕn)
�!" ��� ��

� 
� $���" �� � �#$� �#� (ϕ1, . . . , ϕn) �!" #�� ��!� �� E∗�
�� 
� �%�!"� #�� #���#� ������� (λ1, . . . , λn) �� !����� �! "���� �#� �

∀x ∈ E, ψ(x) = λ1ϕ1(x) + · · ·+ λnϕn(x).

	� �� "��#��� ��# x = ek� k ∈ �1, n�� �� $���" λk = ψ(ek)� ψ � ��# ��� �� (ϕ1, . . . , ϕn) ���

������� �� ���� �����

�� �� ���� (e1, . . . , en)
�� E�

����)�! ���! �� ��!� (ϕ1, . . . , ϕn) �
�
ψ(e1), . . . , ψ(en)

�
�

�����
�� ���

��"��! E = Vect(cos, sin, f, g) � �� ������� (cos, sin, f, g) �!" �)�) �" ��� �� E�

���" ��! �#����� �!" ��� �� ���" λ� β� α �" γ ��!  )��! "��! �#� ���� �

�
��	� �� 0�

cos(x) = 1− x2

2
+o

�
x3

�
sin(x) =

x− x3

6
+ o

�
x3

�
�

��� �� ����
� ���

f(x) = x− x3

2
+ o

�
x3

�
g(x) = x2 + o

�
x3

�
.

∀x ∈ R, λf(x) + αg(x) + β cos(x) + γ sin(x) = 0.

�� ����"��� h : x �→ λf(x) + αg(x) + β cos(x) + γ sin(x) �!" �� ���!!� C3 !# 

R� ���� ����" ���� #� �)$���������" ����") �� 0 ' ��� � � 3 �

h(x) = β + (γ + λ)x +

Å
α− β

2

ã
x2 −

Å
γ

6
+

λ

2

ã
x3 + o

�
x3

�
.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

������� h ��� ������ ��������! �� �! ���������� �����! �����"�� ��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β = 0

γ + λ = 0

α− β

2
= 0

γ

6
+

λ

2
= 0

⇐⇒ β = γ = α = λ = 0.


� ������� (f, g, cos, sin) ��� ����� � ����� ��� ���� �� E�

	���������� dim(E) = 4�

��	��
�	 ��� ��� �������
���

������	�
 ���� ��
���

������	�
 ���

�� ��
��� ������	�
�

�� �� � E ⊂ M2(R) �� E = Vect

ÅÅ
0 1
−1 0

ã
, I2

ã
� ������ E ��� �� �����������

 �������� �� M2(R)� 
�� �������� A �� I2 �� ���� ��� ���������������� ���� ��

�A =

Å
0 1
−1 0

ã������� (A, I2) ��� ������ ����������� �������� E� ����� ������� ��� ��� ���� ��

E �� ���� dim(E) = 2�
�� �� � F ⊂ M3(R) �� F = Vect(E11, E22, E23, E32, E33) � F ��� �����������

 �������� �� M3(R)� 
� ������� (E11, E22, E23, E32, E33) ��� ����� ��� ����� ���
������������ �� �� ���� ��������� �� M3(R) � �� ���� dim(F ) = 5�

��	��
�	 ���

�� �� �������� ���

F =
�
(x, y, x+ y + t, t) | (x, y, t) ∈ R

3
�
.

���� ���� (x, y, t) ∈ R3� �� � �

(x, y, x+ y + t, t) = x(1, 0, 1, 0) + y(1, 0, 1, 0) + t(0, 0, 1, 1).

�� �� �!���� ���

F = Vect
�
(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)

�
.

����� F ��� �� �����������  �������� �� R4�

� �������� 
�� 	� ��
�		�
�
(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)

�
��� 	�����


��� (x, y, t) ∈ R3 ��� ���

x(1, 0, 1, 0) + y(1, 0, 1, 0) + t(0, 0, 1, 1) = (0, 0, 0, 0).

�� �� �!���� ���

(x, y, x+ y + t, t) = (0, 0, 0, 0).

����� � x = y = t = 0 �� �� �������
�
(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)

�
��� ������

� ����� ������� ��� �!�!������� �� F �� ���� ��� ����� � ����� ��� ���� �� F ��

����

dim(F ) = 3.

�� �� �������� ���

G =
�
(x,−x, z,−z) | (x, z) ∈ R

2} = Vect
�
(1,−1, 0, 0), (0, 0, 1,−1)

�
.

��
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� �����!� ��)����") (∗) �� idE , u, u
2, . . . , up−1� �#�!�#� ��# "�#" ��"�� 

k � p� uk(x) = 0� �� $���" �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ0x+ λ1u(x) + · · ·+ λp−1u
p−1(x) = 0

λ0u(x) + λ1u
2(x) + · · ·+ λp−2u

p−1(x) = 0

���

λ0u
p−2(x) + λ1u

p−1(x) = 0

λ0u
p−1(x) = 0

.

�#�!�#� up−1(x) �= 0� �� !&!"(�� � )�)���" ����#�" !#���!!�$����" ' λ0 = 0�
λ1 = 0, . . . , λp−1 = 0� �� �������

�
x, u(x), . . . , up−1(x)

�
�!" ��� ��

�� �� �������
�
x, u(x), u2(x), . . . , up−1(x)

�
�!" �� �� ����� p� ���� �!" ��� � ���!

#� R��!���� $��"� ��� �� �����!��� n ���� n � p� �#�!�#� up = 0� �� � ���� �

un = un−p ◦ up = 0.

�����
�� ���

�� dim(E∗) = n�� dimL(E,K) =
dim(E) dim(K).

�� 	� ��� �������"��� ���)�� � �!" ��"�( ����" �)"� ���)� �� ������� ��#��

��!�� �� �#� �#!"��� ���%�!"���� �" ��#����") �� ϕk�


� �#�!�#� (ϕ1, . . . , ϕn) �!" �� �� ����� n = dim(E∗)� �� !#�" ��)"���� �#�����

�!" ��� � ��# �#!"��� �#����� �� �� #�� ��!� �� E∗� ���" (λ1, . . . , λn) ��!��
	���� ���

!����� �! "��! �#� �

∀x ∈ E, λ1ϕ1(x) + · · ·+ λnϕn(x) = 0.

	� �� "��#��� ��# x = ek� k ∈ �1, n�� �� $���" λk = 0� �� ������� (ϕ1, . . . , ϕn)
�!" ��� ��

� 
� $���" �� � �#$� �#� (ϕ1, . . . , ϕn) �!" #�� ��!� �� E∗�
�� 
� �%�!"� #�� #���#� ������� (λ1, . . . , λn) �� !����� �! "���� �#� �

∀x ∈ E, ψ(x) = λ1ϕ1(x) + · · ·+ λnϕn(x).

	� �� "��#��� ��# x = ek� k ∈ �1, n�� �� $���" λk = ψ(ek)� ψ � ��# ��� �� (ϕ1, . . . , ϕn) ���

������� �� ���� �����

�� �� ���� (e1, . . . , en)
�� E�

����)�! ���! �� ��!� (ϕ1, . . . , ϕn) �
�
ψ(e1), . . . , ψ(en)

�
�

�����
�� ���

��"��! E = Vect(cos, sin, f, g) � �� ������� (cos, sin, f, g) �!" �)�) �" ��� �� E�

���" ��! �#����� �!" ��� �� ���" λ� β� α �" γ ��!  )��! "��! �#� ���� �

�
��	� �� 0�

cos(x) = 1− x2

2
+o

�
x3

�
sin(x) =

x− x3

6
+ o

�
x3

�
�

��� �� ����
� ���

f(x) = x− x3

2
+ o

�
x3

�
g(x) = x2 + o

�
x3

�
.

∀x ∈ R, λf(x) + αg(x) + β cos(x) + γ sin(x) = 0.

�� ����"��� h : x �→ λf(x) + αg(x) + β cos(x) + γ sin(x) �!" �� ���!!� C3 !# 

R� ���� ����" ���� #� �)$���������" ����") �� 0 ' ��� � � 3 �

h(x) = β + (γ + λ)x +

Å
α− β

2

ã
x2 −

Å
γ

6
+

λ

2

ã
x3 + o

�
x3

�
.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

������� h ��� ������ ��������! �� �! ���������� �����! �����"�� ��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β = 0

γ + λ = 0

α− β

2
= 0

γ

6
+

λ

2
= 0

⇐⇒ β = γ = α = λ = 0.


� ������� (f, g, cos, sin) ��� ����� � ����� ��� ���� �� E�

	���������� dim(E) = 4�

��	��
�	 ��� ��� �������
���

������	�
 ���� ��
���

������	�
 ���

�� ��
��� ������	�
�

�� �� � E ⊂ M2(R) �� E = Vect

ÅÅ
0 1
−1 0

ã
, I2

ã
� ������ E ��� �� �����������

 �������� �� M2(R)� 
�� �������� A �� I2 �� ���� ��� ���������������� ���� ��

�A =

Å
0 1
−1 0

ã������� (A, I2) ��� ������ ����������� �������� E� ����� ������� ��� ��� ���� ��

E �� ���� dim(E) = 2�
�� �� � F ⊂ M3(R) �� F = Vect(E11, E22, E23, E32, E33) � F ��� �����������

 �������� �� M3(R)� 
� ������� (E11, E22, E23, E32, E33) ��� ����� ��� ����� ���
������������ �� �� ���� ��������� �� M3(R) � �� ���� dim(F ) = 5�

��	��
�	 ���

�� �� �������� ���

F =
�
(x, y, x+ y + t, t) | (x, y, t) ∈ R

3
�
.

���� ���� (x, y, t) ∈ R3� �� � �

(x, y, x+ y + t, t) = x(1, 0, 1, 0) + y(1, 0, 1, 0) + t(0, 0, 1, 1).

�� �� �!���� ���

F = Vect
�
(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)

�
.

����� F ��� �� �����������  �������� �� R4�

� �������� 
�� 	� ��
�		�
�
(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)

�
��� 	�����


��� (x, y, t) ∈ R3 ��� ���

x(1, 0, 1, 0) + y(1, 0, 1, 0) + t(0, 0, 1, 1) = (0, 0, 0, 0).

�� �� �!���� ���

(x, y, x+ y + t, t) = (0, 0, 0, 0).

����� � x = y = t = 0 �� �� �������
�
(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0)

�
��� ������

� ����� ������� ��� �!�!������� �� F �� ���� ��� ����� � ����� ��� ���� �� F ��

����

dim(F ) = 3.

�� �� �������� ���

G =
�
(x,−x, z,−z) | (x, z) ∈ R

2} = Vect
�
(1,−1, 0, 0), (0, 0, 1,−1)

�
.

��
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� �� �������
(
(1,−1, 0, 0), (0, 0, 1,−1)

)
� ! "�� ������� �&�&��!���� �� G� ����

� ! ����� ��� �� #��!�"� (1,−1, 0, 0) �! (0, 0, 1,−1) ��  ��! �� ������!������ �
��� ! "�� �� � �� G �!

dim(G) = 2.

�

�	�	
 ���

�� �"� �"� Δ ⊂ M2(R)� ���!��� ���� �"� Δ � ! "�  �" �� ���� #��!�����
�� M2(R)������� �����
� �

�� ������ ���

������
	��
��

f : M �→ AM −MA
��� �
���
��� ��
����

Δ = ker(f)� ����� Δ
��� �� ���������	�

��	���
�� 
� M2(R)�
	���� 
��	 ��

R�����	� ��	���
���

� �� ��!���� �"��� �����!���! % Δ ��� A 0 = 0A = 0 � Δ � ! ��� #����

� ���! M �! N ��"$ ��!���� �����!����! % Δ �!  ��! λ ∈ R� ���!��� �"�
M + λN ∈ Δ�

�"� �"� AM = MA �! AN = NA� �� �
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™
= Vect(I2, A).

�� ������� (I2, A) �������� Δ� ���� � ! ����� ��� ��!���� I2 �! A ��  ��! �� 
������!�������� � � ��� ! "�� �� � �� Δ�

�

�	�	
 ����

�� ���!��� �"� Δ � ! "�  �" �� ���� #��!����� �� L(E)�

� �� ��!� o ���������!��� �"��� �� L(E)� �� � ���� ker(o) = E �! �"� �"� F
� ! "�  �" �� ���� #��!����� �� E� F ⊂ ker(o) � Δ � ! ��� #����

� ���! f, g ∈ Δ �! λ ∈ R� ���!��� �"� F ⊂ ker(f + λg)� ���! x ∈ F � �� � �� x ∈ F 
��	

x ∈ ker(f) ��

x ∈ ker(g)� (f + λg)(x) = f(x) + λg(x) = 0.

	�� � f + λg �����!���! % Δ �! Δ � !  !���� ��� �������� �� ���&�����

� 
��������!� Δ � ! "�  �" �� ���� #��!����� �� L(E) � ��� ! ���� "� R�� ����
#��!������

�� �� �� �� � B � ! ����&� ��� �� �����!&��!��� ��"�� �� � (e1, . . . , en−1)
�� F �! ��"�� �� � (w) �� D� �"� �"� F ⊂ ker(f)� ��"� !�"! i ∈ �1, n− 1��
f(ei) = 0� �� �& ���� ��� (a1, . . . , an) �� ��������&� �� f(w) ��� B �!
�� � �

MatB(f) =

Ö
0 · · · 0 a1
���

���
���

0 · · · 0 an

è
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�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� 
��� (a1, . . . , an) ∈ Rn �� ���� f ∈ L(E) ��� � �
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���
���
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è

.

�� ���� ����� � � � ∀i ∈ �1, n− 1�� f(ei) = 0. � ��� � F = Vect(e1, . . . , en−1)�
�� � F ⊂ ker(f) �� f ∈ Δ�

�� !���� ��"������ ��"� �!������ � �!���� � ��� ����

(Eij)1�i,j�n 
� ����

�����	��� �� Mn(R)�

f ∈ Δ ⇐⇒ ∃(a1, . . . , an) ∈ R
n, MatB(f) =
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0 · · · 0 a1
���

���
���
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è
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��� i ∈ �1, n�� �� ���� fi ��������������� �� E �"��� ��� MatB(fi) = Ein�

�� � ����� �

f ∈ Δ ⇐⇒ ∃(a1, . . . , an) ∈ R
n, MatB(f) =

n∑
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aiMatB(fi).

� ��� �
n∑

i=1
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� �� � ��� � � ������������� ��
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n, f =
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n ��� � �

n∑
i=1

aifi = 0� �� �� �"� �� � � MatB
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aifi

)
�� ��� ����"� ��� �
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���
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���
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= 0.
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�
�	���� ����
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F =
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2
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x ∈ ker(g)� (f + λg)(x) = f(x) + λg(x) = 0.
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�� � F ⊂ ker(f) �� f ∈ Δ�

�� !���� ��"������ ��"� �!������ � �!���� � ��� ����
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è
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f ∈ Δ ⇐⇒ ∃(a1, . . . , an) ∈ R
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aifi
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aifi.

	���������� �� !���� ��"������ � � Δ = Vect(f1, . . . , fn)�

� 
������� � � �� ������� (f1, . . . , fn) ��� ������ 
��� (a1, . . . , an) ∈ R
n ��� � �
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F =
{
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2
}
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(
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)
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�� � 
� �� �������� ��#�#������ �� �#���� ��� �

dim(F ) + dim(G) = dim(R3).

� 
������� ��� F ∩G = {0}� ���� (x, y, z) ∈ F ∩G� �� � ����� �� F �� G ���� ���

�������
���� ������	�
�

�� R3� ����

(0, 0, 0) ∈ F ∩G.

⎧
⎪⎨
⎪⎩

x+ y + z = 0

x = −y

x = z

.

�� �� �#���� ��� � 0 = x+ y + z = 2x 	 ����� x = 0 �� ��� ����� y = z = 0�

���������� F ∩G =
�
0
�
�

� ��  ���� �� ���� �� ��� F �� G ���� �����#��������� ���� R3�

���
�	�� ������� �


	��� 
�

�
	���� ���� ���� x ∈ E�
� �����	� � �� ������� ����� �!���� (y, z) ∈ E2 ��� ��� �

��� x = y + z 	

���� y ∈ ker(f)� ������"����� f(y) = 0 	

����� z ∈ ker(f2 + f + idE)� ������"����� f2(z) + f(z) + z = 0�

�� � �

z = −f2(z)− f(z)

z = −f2(x− y)− f(x− y)

z = −f2(x) − f(x) + f2(y) + f(y) ����#����# �� f�

z = −f2(x) − f(x) f(y) = f2(y) = 0 ���� y ∈ ker(f)�

�� �� �#���� ��� z = −f(x)− f2(x) �� ��� y = x− z = x+ f(x) + f2(x)� ��
�#������������ �� ���� �!����� ��� �������
� ���
��	� � �� ���� z = −f(x)− f2(x) �� y = x+ f(x) + f2(x)� �� � �

��� x = y + z 	

���� y ∈ ker(f) 	 �� ���� f(y) = f(x)+f2(x)+f3(x) = 0 ��� f3+f2+f = 0 	

����� z ∈ ker(f2 + f + idE) ���

f2(z) + f(z) + z =− f3(x)− f4(x) − f2(x)− f3(x)− f(x) − f2(x)

= −f4(x)− f3(x) − f2(x)� �� �
−f(0)=0

− f3(x)− f2(x)− f(x)� �� �
=0

.

��  ���� �� ���� �� ��� � E = ker(f)⊕ ker(f2 + f + idE)�

���
�	�� ����

�� � ������� F = Vect(cos, sin)� F ��� �� �����������  �������� �� E�� dim(F ) = 2

� ��� ������������ ϕ : g �→ g(0) �� ψ : g �→ g(π/2) ���� ��� ������������
���#����� �� E ���� R� ������� G = ker(ϕ) ∩ ker(ψ)� G ��� �� �����������
 �������� �� E�

�� �� ���	��
� �

�
�
��
��
��

�� ���# h ∈ E� ��� �������	 ���

���
��	��������	�

���� �
	���� ���
� �����	� � �� "$���"�  $��� �&�"#� $� ��$��� (f, g) ∈ E2 #��  $�

��� h = f + g� ���"#�'���!� � ∀x ∈ R� h(x) = f(x) + g(x) �

���� f ∈ F � ���"#�'���!� � ∃(α, β) ∈ R2, ∀x ∈ R, f(x) = α cos(x) + β sin(x) �

����� g ∈ G� ���"#�'���!� g(0) = g(π/2) = 0�

�� �� �)�$�#  $� �

h(0) = f(0) �# h(π/2) = f(π/2).

�! ��! �)���#��� �� f � �� � � α = f(0) �# β = f(π/2)� ���������#� ��" ����#���"

f �# g "��# �)����" ��! �

∀x ∈ R, f(x) = h(0) cos(x) + h(π/2) sin(x) �# g(x) = h(x)− f(x).


� �)�����"�#���� "� ���� �"# �&�"#�� �"# $�� $��

� ���
��	� � ���# f �# g ��" ����#���" �)����" "$! R ��! �

∀x ∈ R, f(x) = h(0) cos(x) + h(π/2) sin(x) �# g(x) = h(x)− f(x).

����� � ���� h = f + g�

���� �$�" $� f �"# $�� ��������"�� ���)��!� ��" ����#���" cos �# sin� f ����!�

#���# ' F �

������$�" $� g(0) = g(π/2) = 0� g ����!#���# ' G�
� h(0) = f(0) 	�

h(π/2) = f(π/2)
� ���������# ��" "�$"��"����" %��#�!���" F �# G "��# "$���)���#��!�" ���" E�

��	��
�	 ����

�� �$�" $� A2 = A� ���!" u2 = u �# u �"# $� �!����#�$!� 
� ��#!��� A �"# �� �Cj ����
�	 
�

j���� ��
���	 �	 A�!��� 2� ��! (C1, C2) ��!�� $�� ������� ���!� �� R3 �# C1 = −C3� 	��"� u �"#

�� !��� 2�
�� 
$ #�)�!(�� �$ !���� �� �)�$�#  $� ker(u) �"# �� �����"��� 1� �� ���"#�#�
 $� u(e1) = −u(e3)� "��# u(e1 + e3) = 0� 	��"� e1 + e3 ∈ ker(u) ���� e1 + e3
�"# $�� ��"� �� ker(u)�
�� � Imu = Vect

(
u(e1), u(e2)

)
= Vect(e1 − e3, e1 + e2 + e3) � �� �������

(e1 − e3, e1 + e2 + e3) ������!� Im(u)� ���� �"# �� ��!����� 2 = rg(u) � ���"#
$�� ��"� �� Im(u)�
�� �$�" $� u �"# $� �!����#�$! �� E� �� "��#  $� Im(u) �# ker(u) "��# "$��
��)���#��!�" ���" E� 
� ������� B� =

(
e1 + e3, e1 − e3, e1 + e2 + e3

)
�"# ���!"

$�� ��"� �� E ��! ���"# �� �����#)��#��� ��$�� ��"� �� ker(u) �# ��$�� ��"�

�� Im(u)�

��" ��##� ��"�� �� ��#!��� �� u �"# diag(0, 1, 1)� 
�" ��#!���" A �# Δ !�� ����� ���� �	��	��

y �	 Im(u)� �� �

u(y) = y�
�!)"��#��# �� �*�� ������!���"�� ���" ��$& ��"�" ���)!��#�" � ����" "��#

"��������"�

�� P =

Ñ
1 1 1
0 0 1
1 −1 1

é
� �� ��#!��� �� ��""��� ��#!� ��" ��"�" B �# B�� ���%���#�

�� ���# ��" ��!�$��" �� ���������# �� ��"�" ��$" ������# � P−1AP = Δ�

��������
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�� � 
� �� �������� ��#�#������ �� �#���� ��� �

dim(F ) + dim(G) = dim(R3).

� 
������� ��� F ∩G = {0}� ���� (x, y, z) ∈ F ∩G� �� � ����� �� F �� G ���� ���

�������
���� ������	�
�

�� R3� ����

(0, 0, 0) ∈ F ∩G.

⎧
⎪⎨
⎪⎩

x+ y + z = 0

x = −y

x = z

.

�� �� �#���� ��� � 0 = x+ y + z = 2x 	 ����� x = 0 �� ��� ����� y = z = 0�

���������� F ∩G =
�
0
�
�

� ��  ���� �� ���� �� ��� F �� G ���� �����#��������� ���� R3�

���
�	�� ������� �


	��� 
�

�
	���� ���� ���� x ∈ E�
� �����	� � �� ������� ����� �!���� (y, z) ∈ E2 ��� ��� �

��� x = y + z 	

���� y ∈ ker(f)� ������"����� f(y) = 0 	

����� z ∈ ker(f2 + f + idE)� ������"����� f2(z) + f(z) + z = 0�

�� � �

z = −f2(z)− f(z)

z = −f2(x− y)− f(x− y)

z = −f2(x) − f(x) + f2(y) + f(y) ����#����# �� f�

z = −f2(x) − f(x) f(y) = f2(y) = 0 ���� y ∈ ker(f)�

�� �� �#���� ��� z = −f(x)− f2(x) �� ��� y = x− z = x+ f(x) + f2(x)� ��
�#������������ �� ���� �!����� ��� �������
� ���
��	� � �� ���� z = −f(x)− f2(x) �� y = x+ f(x) + f2(x)� �� � �

��� x = y + z 	

���� y ∈ ker(f) 	 �� ���� f(y) = f(x)+f2(x)+f3(x) = 0 ��� f3+f2+f = 0 	

����� z ∈ ker(f2 + f + idE) ���

f2(z) + f(z) + z =− f3(x)− f4(x) − f2(x)− f3(x)− f(x) − f2(x)

= −f4(x)− f3(x) − f2(x)� �� �
−f(0)=0

− f3(x)− f2(x)− f(x)� �� �
=0

.

��  ���� �� ���� �� ��� � E = ker(f)⊕ ker(f2 + f + idE)�

���
�	�� ����

�� � ������� F = Vect(cos, sin)� F ��� �� �����������  �������� �� E�� dim(F ) = 2

� ��� ������������ ϕ : g �→ g(0) �� ψ : g �→ g(π/2) ���� ��� ������������
���#����� �� E ���� R� ������� G = ker(ϕ) ∩ ker(ψ)� G ��� �� �����������
 �������� �� E�

�� �� ���	��
� �

�
�
��
��
��

�� ���# h ∈ E� ��� �������	 ���

���
��	��������	�

���� �
	���� ���
� �����	� � �� "$���"�  $��� �&�"#� $� ��$��� (f, g) ∈ E2 #��  $�

��� h = f + g� ���"#�'���!� � ∀x ∈ R� h(x) = f(x) + g(x) �

���� f ∈ F � ���"#�'���!� � ∃(α, β) ∈ R2, ∀x ∈ R, f(x) = α cos(x) + β sin(x) �

����� g ∈ G� ���"#�'���!� g(0) = g(π/2) = 0�

�� �� �)�$�#  $� �

h(0) = f(0) �# h(π/2) = f(π/2).

�! ��! �)���#��� �� f � �� � � α = f(0) �# β = f(π/2)� ���������#� ��" ����#���"

f �# g "��# �)����" ��! �

∀x ∈ R, f(x) = h(0) cos(x) + h(π/2) sin(x) �# g(x) = h(x)− f(x).


� �)�����"�#���� "� ���� �"# �&�"#�� �"# $�� $��

� ���
��	� � ���# f �# g ��" ����#���" �)����" "$! R ��! �

∀x ∈ R, f(x) = h(0) cos(x) + h(π/2) sin(x) �# g(x) = h(x)− f(x).

����� � ���� h = f + g�

���� �$�" $� f �"# $�� ��������"�� ���)��!� ��" ����#���" cos �# sin� f ����!�

#���# ' F �

������$�" $� g(0) = g(π/2) = 0� g ����!#���# ' G�
� h(0) = f(0) 	�

h(π/2) = f(π/2)
� ���������# ��" "�$"��"����" %��#�!���" F �# G "��# "$���)���#��!�" ���" E�

��	��
�	 ����

�� �$�" $� A2 = A� ���!" u2 = u �# u �"# $� �!����#�$!� 
� ��#!��� A �"# �� �Cj ����
�	 
�

j���� ��
���	 �	 A�!��� 2� ��! (C1, C2) ��!�� $�� ������� ���!� �� R3 �# C1 = −C3� 	��"� u �"#

�� !��� 2�
�� 
$ #�)�!(�� �$ !���� �� �)�$�#  $� ker(u) �"# �� �����"��� 1� �� ���"#�#�
 $� u(e1) = −u(e3)� "��# u(e1 + e3) = 0� 	��"� e1 + e3 ∈ ker(u) ���� e1 + e3
�"# $�� ��"� �� ker(u)�
�� � Imu = Vect

(
u(e1), u(e2)

)
= Vect(e1 − e3, e1 + e2 + e3) � �� �������

(e1 − e3, e1 + e2 + e3) ������!� Im(u)� ���� �"# �� ��!����� 2 = rg(u) � ���"#
$�� ��"� �� Im(u)�
�� �$�" $� u �"# $� �!����#�$! �� E� �� "��#  $� Im(u) �# ker(u) "��# "$��
��)���#��!�" ���" E� 
� ������� B� =

(
e1 + e3, e1 − e3, e1 + e2 + e3

)
�"# ���!"

$�� ��"� �� E ��! ���"# �� �����#)��#��� ��$�� ��"� �� ker(u) �# ��$�� ��"�

�� Im(u)�

��" ��##� ��"�� �� ��#!��� �� u �"# diag(0, 1, 1)� 
�" ��#!���" A �# Δ !�� ����� ���� �	��	��

y �	 Im(u)� �� �

u(y) = y�
�!)"��#��# �� �*�� ������!���"�� ���" ��$& ��"�" ���)!��#�" � ����" "��#

"��������"�

�� P =

Ñ
1 1 1
0 0 1
1 −1 1

é
� �� ��#!��� �� ��""��� ��#!� ��" ��"�" B �# B�� ���%���#�

�� ���# ��" ��!�$��" �� ���������# �� ��"�" ��$" ������# � P−1AP = Δ�

��������
�� ����	���� �
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��	��
�	 ����

�� 	� ���� �� �� ������� ��� ��!������ ��� ��%������� %�%��������� �

rg(A) = rg

Ñ
1 1 1 2
0 1 −1 −1
0 2 −2 −2

é
L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

rg(A) = rg

Ñ
1 1 1 2
0 1 −1 −1
0 0 0 0

é
L3 ← L3 − 2L2

	� ������� A ��� �� ���� 2� ��� �� " �����$��� �������� �� ���� ��� �����

�%����� � ����� �������  �� ���� �� Im(A)� 
� �� �%� �� � � ��������� 
	

�������	 �� ���
�

ker(u) 	�� �	

���	����� 2�
Im(u) = Vect

(
(1, 1, 1), (1, 2, 3)

)
.

� ��������� �� ker(u) � ���� � � ��� ������ �� A ��� ��%������� %�%���������

%� �!� � # � �������� A # �� ��� ��� ��� �������� ����%������� %�%����������

�� ������ �� �������� ��!�������� �� ���� �

A

Ü
x
y
z
t

ê

= 0 ⇐⇒
Ñ

1 1 1 2
0 1 −1 −1
0 0 0 0

éÜx
y
z
t

ê

= 0

⇐⇒
®
x+ y + z + 2t = 0

y − z − t = 0
.


� �� �%� �� � � �

(x, y, z, t) ∈ ker(u) ⇐⇒
®
x = −2z − 3t

y = z + t
.

	�� !���� �� (−2, 1, 1, 0) �� (−3, 1, 0, 1) ������������� # ker(u)� ��� ���� ���%���� �
� ����	�����	��

��� �����

(z, t) = (1, 0) 	�

(z, t) = (0, 1)�

������ ���%��������� � ��� � ker(u) ��� �� ��������� 2� ��� �������  �� ����
�� ker(u) �

ker(u) = Vect
(
(−2, 1, 1, 0), (−3, 1, 0, 1)

)
.

�� B ����� ��� �� ������� � ��� ���� rg(B) � 1� 
� ��� ��� �������� �� B

���� ���������������� #

Å
1
3

ã
� rg(B) � 1� ����������� rg(B) = 1 � �� �� �%� ��

� � �

Im(v) = Vect
(
(1, 3)

)
.

�������� 
	

�������	 �� ���
�

ker(v) 	�� �	

���	����� 2�

� ��������� �� ker(v) �

(x, y, z) ∈ ker(v) ⇐⇒ x+ by + cz = 0.

	�� !���� �� (−b, 1, 0) �� (−c, 0, 1) ������������� # ker(v) �� ���� ��� �����

�%������ � ��� � ker(v) ��� �� ��������� 2� ��� �������  �� ���� �� ker(v) �

ker(v) = Vect
(
(−b, 1, 0), (−c, 0, 1)

)
.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� 
!���!� Im(u) � ker(v) �� �(�� ���������� �� � � � Im(u) �� ker(v)
��
� ����

������������

������	��� �� R3�

Im(u) = ker(v) ⇐⇒ Im(u) ⊂ ker(v) ⇐⇒ v ◦ u = 0.

��������� � Im(u) = ker(v) ⇐⇒ BA = 0.
�� � �

BA =

Å
1 + b+ c 1 + 2b+ 3c 1− c 2 + b

3(1 + b+ c) 3(1 + 2b+ 3c) 3(1− c) 3(2 + b)

ã
.

�� �� �'�!� �!� �

BA = 0 ⇐⇒

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 + b+ c = 0

1 + 2b+ 3c = 0

1− c = 0

2 + b = 0

⇐⇒
®
c = 1

b = −2
.

	��

�
� ����

�� ��� u = (x, y)� v = (z, t) ��!# "�� �!�� �� R2 � ��� λ ∈ R � � u+ λv =
(x+ λz, y + λt)�

f(u+ λv) =
�
x+ λz + 2(y + λt), x+ λz − (y + λt), x+ λz + y + λt

�
;

f(u+ λv) = (x+ 2y, x− y, x+ y) + λ(z + 2t, z − t, z + t).

��������� � f(u+ λv) = f(u) + λf(v) � ��������� ��� f �� ���'�����

�� �� ������!� ��  �'��&�� �! ���� �

2 = dim
�
ker(f)

�
+ rg(f).

����� rg(f) < 3 = dim(R3) � f ���� ��� �!���� �"��

�� �� ��� A �� �� ���� �� f ���� ��� ����� �������!�� �� R2 � R3 �

A =

Ñ
1 2
1 −1
1 1

é
.

� ��  � �� ���� �� �� ���� 2 ���� Im(f) �� !� ����� 	� �� �������' ��� ���

"�� �!�� (1, 1, 1) � (2,−1, 1) � �� ���� ��!� '�!� ��� ��� '������ �

������
x 1 2
y 1 −1
z 1 1

������
= 0 ��� 2x+ y − 3z = 0.

�� 
�  �'��&�� �! ���� ������!� dim
�
ker(f)

�
= 0 � f �� ����� �"��

�� �� � 8 + 1 − 9 = 0 ���� (4, 1, 3) ����� ��� % ������� �� f � �� ������� � f ���
� 	

���	���

���� ����

(a, b, c) ∈ R3�

�������	�


f(x, y) = (a, b, c)
����� �� ���� �
�

�����	�
 (x, y) ∈ R2�

�$� &�� ���� !�� !���!� ���! ����

� 8 + 3− 3 = 8 �= 0� ���� (4, 3, 1) ������� ��� ��� % ������� �� f � �� ������

�$� &�� ������ ��� �� ���! ����

��
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��	��
�	 ����

�� 	� ���� �� �� ������� ��� ��!������ ��� ��%������� %�%��������� �

rg(A) = rg

Ñ
1 1 1 2
0 1 −1 −1
0 2 −2 −2

é
L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

rg(A) = rg

Ñ
1 1 1 2
0 1 −1 −1
0 0 0 0

é
L3 ← L3 − 2L2

	� ������� A ��� �� ���� 2� ��� �� " �����$��� �������� �� ���� ��� �����

�%����� � ����� �������  �� ���� �� Im(A)� 
� �� �%� �� � � ��������� 
	

�������	 �� ���
�

ker(u) 	�� �	

���	����� 2�
Im(u) = Vect

(
(1, 1, 1), (1, 2, 3)

)
.

� ��������� �� ker(u) � ���� � � ��� ������ �� A ��� ��%������� %�%���������

%� �!� � # � �������� A # �� ��� ��� ��� �������� ����%������� %�%����������

�� ������ �� �������� ��!�������� �� ���� �

A

Ü
x
y
z
t

ê

= 0 ⇐⇒
Ñ

1 1 1 2
0 1 −1 −1
0 0 0 0

éÜx
y
z
t

ê

= 0

⇐⇒
®
x+ y + z + 2t = 0

y − z − t = 0
.


� �� �%� �� � � �

(x, y, z, t) ∈ ker(u) ⇐⇒
®
x = −2z − 3t

y = z + t
.

	�� !���� �� (−2, 1, 1, 0) �� (−3, 1, 0, 1) ������������� # ker(u)� ��� ���� ���%���� �
� ����	�����	��

��� �����

(z, t) = (1, 0) 	�

(z, t) = (0, 1)�

������ ���%��������� � ��� � ker(u) ��� �� ��������� 2� ��� �������  �� ����
�� ker(u) �

ker(u) = Vect
(
(−2, 1, 1, 0), (−3, 1, 0, 1)

)
.

�� B ����� ��� �� ������� � ��� ���� rg(B) � 1� 
� ��� ��� �������� �� B

���� ���������������� #

Å
1
3

ã
� rg(B) � 1� ����������� rg(B) = 1 � �� �� �%� ��

� � �

Im(v) = Vect
(
(1, 3)

)
.

�������� 
	

�������	 �� ���
�

ker(v) 	�� �	

���	����� 2�

� ��������� �� ker(v) �

(x, y, z) ∈ ker(v) ⇐⇒ x+ by + cz = 0.

	�� !���� �� (−b, 1, 0) �� (−c, 0, 1) ������������� # ker(v) �� ���� ��� �����

�%������ � ��� � ker(v) ��� �� ��������� 2� ��� �������  �� ���� �� ker(v) �

ker(v) = Vect
(
(−b, 1, 0), (−c, 0, 1)

)
.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� 
!���!� Im(u) � ker(v) �� �(�� ���������� �� � � � Im(u) �� ker(v)
��
� ����

������������

������	��� �� R3�

Im(u) = ker(v) ⇐⇒ Im(u) ⊂ ker(v) ⇐⇒ v ◦ u = 0.

��������� � Im(u) = ker(v) ⇐⇒ BA = 0.
�� � �

BA =

Å
1 + b+ c 1 + 2b+ 3c 1− c 2 + b

3(1 + b+ c) 3(1 + 2b+ 3c) 3(1− c) 3(2 + b)

ã
.

�� �� �'�!� �!� �

BA = 0 ⇐⇒

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 + b+ c = 0

1 + 2b+ 3c = 0

1− c = 0

2 + b = 0

⇐⇒
®
c = 1

b = −2
.

	��

�
� ����

�� ��� u = (x, y)� v = (z, t) ��!# "�� �!�� �� R2 � ��� λ ∈ R � � u+ λv =
(x+ λz, y + λt)�

f(u+ λv) =
�
x+ λz + 2(y + λt), x+ λz − (y + λt), x+ λz + y + λt

�
;

f(u+ λv) = (x+ 2y, x− y, x+ y) + λ(z + 2t, z − t, z + t).

��������� � f(u+ λv) = f(u) + λf(v) � ��������� ��� f �� ���'�����

�� �� ������!� ��  �'��&�� �! ���� �

2 = dim
�
ker(f)

�
+ rg(f).

����� rg(f) < 3 = dim(R3) � f ���� ��� �!���� �"��

�� �� ��� A �� �� ���� �� f ���� ��� ����� �������!�� �� R2 � R3 �

A =

Ñ
1 2
1 −1
1 1

é
.

� ��  � �� ���� �� �� ���� 2 ���� Im(f) �� !� ����� 	� �� �������' ��� ���

"�� �!�� (1, 1, 1) � (2,−1, 1) � �� ���� ��!� '�!� ��� ��� '������ �

������
x 1 2
y 1 −1
z 1 1

������
= 0 ��� 2x+ y − 3z = 0.

�� 
�  �'��&�� �! ���� ������!� dim
�
ker(f)

�
= 0 � f �� ����� �"��

�� �� � 8 + 1 − 9 = 0 ���� (4, 1, 3) ����� ��� % ������� �� f � �� ������� � f ���
� 	

���	���

���� ����

(a, b, c) ∈ R3�

�������	�


f(x, y) = (a, b, c)
����� �� ���� �
�

�����	�
 (x, y) ∈ R2�

�$� &�� ���� !�� !���!� ���! ����

� 8 + 3− 3 = 8 �= 0� ���� (4, 3, 1) ������� ��� ��� % ������� �� f � �� ������

�$� &�� ������ ��� �� ���! ����

��
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�

�	�	
 ����

�� 
� !��" �#� ���������"��� P �→ P (1) �!" #�� �������"��� ���)�� � �� R3[X ]
$� ! R� �#�!�#� X(X − 1) ∈ R3[X ]� ���������"��� P �→ P (1)X(X − 1) �!" #�

������ ���!�� �� R3[X ]���
 ������� ��

	�	� 
��

P �→ P (−1)X(X + 1)
��� �
 �
��	������	�

�� R3[X]�

� 	��!� f �!" �� !���� �� ��#% ������ ���!��! �� R3[X ] � ���!" #� �����

�� ���!�� �� R3[X ]�

�� �� ���!" #�"���� �� � �

∀P ∈ E, f(P ) ∈ Vect
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
.


� �� �)�#�" �#� Im(f) ⊂ Vect
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
.

� ��# )"���� ������#!���  )��� ��#�� �� !#�" �� �#!"��� �#� X(X−1) ∈ Im(f)
�" �#� X(X + 1) ∈ Im(f).

��!��! P = X + 1� �� !� "� �#� P (1) = 2 �" P (−1) = 0 � ���!� �

f(P ) = 2X(X − 1) !��" X(X − 1) = f

Å
P

2

ã
.


� �*��� �� ��!��" Q = X − 1� �� ���!"�"� �#� �

f

Å
−Q

2

ã
= X(X + 1).

��! ���&�+��! X(X − 1) �" X(X + 1) ���� "������" ' ������� �� f � ���� �

Im(f) = Vect
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
.

� ��  �!"� ' )"���� �#� ��! ��#% ���&�+��! �� ���" #�� ������� ��� �� ��! ��

!��" ��! � ��� "������! �� ��#� !����#�� �� 1 �" ���#" � ��� � ��! !��" ����

���)�� ����" ���)������"!� �� �������
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
�!" #�� �������

�� Im(f) �#� �!" ��� � �" �)�) �" ��� �� Im(f) � ���!" #�� ��!� �� ��" �!�����

�� 
� ������#� �� "�)� (�� �#  ��� � ker(f) �!" �� �����!��� 2�

�#�!�#� X2 − 1 �" X(X2 − 1) !����#���" �� 1 �" �� −1� �� � �

f(X2 − 1) = f
(
X(X2 − 1)

)
= 0.

	��!� �� �������
(
X2 − 1, X(X2 − 1)

)
�!" ���!"�"#)� �� ���&�+��! �� ��� )!

)"��)!� ���� �!" ���� ��� �� 	��!� �� �������
(
X2−1, X(X2−1)

)
�!" #�� �������

�� ker(f) �� �� ����� 2 = dim
(
ker(f)

)
� ���!" #�� ��!� �� ker(f)�

�� 
� !��"� �� �� "�)� (�� �#  ���� �#� �

dim(E) = dim
(
Im(f)

)
+ dim

(
ker(f)

)
.

��  �!"� ' )"���� �#� Im(f) ∩ ker(f) =
{
0
}
.

� ���" P #� ���&�+�� ���� "����" ' ����"� !��"��� Im(f) ∩ ker(f)�


� � �

P ∈ Im(f) =⇒ ∃(λ, μ) ∈ R
2, P = λX(X − 1) + μX(X + 1)

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

��

P ∈ ker(f) =⇒ ∃(a, b) ∈ R
2, P = aX2−1+bX(X2−1) =⇒ P (1) = P (−1) = 0.

� ��� �
P (1) = 2μ �� P (−1) = 2λ

�� � λ = μ = 0�

� 
� !���� ��$������ � � Im(f) ∩ ker(f) =
{
0
}
�

���������� �
E = ker(f)⊕ Im(f).

�� 
� �� ����� ���� �� ����

B =
(
X2 − 1, X(X2 − 1), X(X − 1), X(X + 1)

)
.


� �
f(X2 − 1) = f

(
X(X2 − 1)

)
= 0

��
f(X(X − 1)) = 2X(X + 1), f(X(X + 1)) = 2X(X − 1).


� �� �$� �� � �

MatB(f) =

Ü
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2
0 0 2 0

ê

.

�

�	�	
 ����

�� � ���� x ∈ ker(g)� �� � �

g
(
f(x)

)
= f

(
g(x)

)
= f(0) = 0.

	���� f(x) ∈ ker(g) �� ker(g) ��� ������ ��� f �
� ���� y ∈ Im(g)� �� �"����  � !���� � x ∈ E ��� � � y = g(x)� 
� � �
f(y) = f

(
g(x)

)
= g

(
f(x)

)
. 	���� f(y) ∈ Im(g) �� Im(g) ��� ������ ��� f �

�� � ������� � � ker(p) �� Im(p) ������ ������� ��� u� ���� x ∈ E� 
� ���� � p �
� ��

�	�������	

�� E ���� �

E = ker(p)⊕ Im(p).

� ��� �"����  �  ��� � �� ��� (y, z) ∈ ker(p)× Im(p) ��� � � �

x = y + z. �∗�


� �������� � � �� � �� � z ∈ Im(p) �� � p(z) = z� ����� �

u
(
p(x)

)
= u

(
p(z)

)
= u(z).


�� ��� ����� � ��� � u(y) ∈ ker(p) �� u(z) ∈ Im(p)� �� � � � u
(
ker(p)

) ⊂ ker(p)

�� u
(
Im(p)

) ⊂ Im(p).

p
(
u(x)

)
= p

(
u(y)

)
+ p

(
u(z)

)
= u(z).


� !���� �� ��� !�� � � �� � �� � x ∈ E � u
(
p(x)

)
= p

(
u(x)

)
� ��� ��������

������� p �� u ���� �����
�� �$������ � � $�$ $������ # �� � ������ ��$�$������

��
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�

�	�	
 ����

�� 
� !��" �#� ���������"��� P �→ P (1) �!" #�� �������"��� ���)�� � �� R3[X ]
$� ! R� �#�!�#� X(X − 1) ∈ R3[X ]� ���������"��� P �→ P (1)X(X − 1) �!" #�

������ ���!�� �� R3[X ]���
 ������� ��

	�	� 
��

P �→ P (−1)X(X + 1)
��� �
 �
��	������	�

�� R3[X]�

� 	��!� f �!" �� !���� �� ��#% ������ ���!��! �� R3[X ] � ���!" #� �����

�� ���!�� �� R3[X ]�

�� �� ���!" #�"���� �� � �

∀P ∈ E, f(P ) ∈ Vect
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
.


� �� �)�#�" �#� Im(f) ⊂ Vect
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
.

� ��# )"���� ������#!���  )��� ��#�� �� !#�" �� �#!"��� �#� X(X−1) ∈ Im(f)
�" �#� X(X + 1) ∈ Im(f).

��!��! P = X + 1� �� !� "� �#� P (1) = 2 �" P (−1) = 0 � ���!� �

f(P ) = 2X(X − 1) !��" X(X − 1) = f

Å
P

2

ã
.


� �*��� �� ��!��" Q = X − 1� �� ���!"�"� �#� �

f

Å
−Q

2

ã
= X(X + 1).

��! ���&�+��! X(X − 1) �" X(X + 1) ���� "������" ' ������� �� f � ���� �

Im(f) = Vect
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
.

� ��  �!"� ' )"���� �#� ��! ��#% ���&�+��! �� ���" #�� ������� ��� �� ��! ��

!��" ��! � ��� "������! �� ��#� !����#�� �� 1 �" ���#" � ��� � ��! !��" ����

���)�� ����" ���)������"!� �� �������
(
X(X − 1), X(X + 1)

)
�!" #�� �������

�� Im(f) �#� �!" ��� � �" �)�) �" ��� �� Im(f) � ���!" #�� ��!� �� ��" �!�����

�� 
� ������#� �� "�)� (�� �#  ��� � ker(f) �!" �� �����!��� 2�

�#�!�#� X2 − 1 �" X(X2 − 1) !����#���" �� 1 �" �� −1� �� � �

f(X2 − 1) = f
(
X(X2 − 1)

)
= 0.

	��!� �� �������
(
X2 − 1, X(X2 − 1)

)
�!" ���!"�"#)� �� ���&�+��! �� ��� )!

)"��)!� ���� �!" ���� ��� �� 	��!� �� �������
(
X2−1, X(X2−1)

)
�!" #�� �������

�� ker(f) �� �� ����� 2 = dim
(
ker(f)

)
� ���!" #�� ��!� �� ker(f)�

�� 
� !��"� �� �� "�)� (�� �#  ���� �#� �

dim(E) = dim
(
Im(f)

)
+ dim

(
ker(f)

)
.

��  �!"� ' )"���� �#� Im(f) ∩ ker(f) =
{
0
}
.

� ���" P #� ���&�+�� ���� "����" ' ����"� !��"��� Im(f) ∩ ker(f)�


� � �

P ∈ Im(f) =⇒ ∃(λ, μ) ∈ R
2, P = λX(X − 1) + μX(X + 1)

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

��

P ∈ ker(f) =⇒ ∃(a, b) ∈ R
2, P = aX2−1+bX(X2−1) =⇒ P (1) = P (−1) = 0.

� ��� �
P (1) = 2μ �� P (−1) = 2λ

�� � λ = μ = 0�

� 
� !���� ��$������ � � Im(f) ∩ ker(f) =
{
0
}
�

���������� �
E = ker(f)⊕ Im(f).

�� 
� �� ����� ���� �� ����

B =
(
X2 − 1, X(X2 − 1), X(X − 1), X(X + 1)

)
.


� �
f(X2 − 1) = f

(
X(X2 − 1)

)
= 0

��
f(X(X − 1)) = 2X(X + 1), f(X(X + 1)) = 2X(X − 1).


� �� �$� �� � �

MatB(f) =

Ü
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2
0 0 2 0

ê

.

�

�	�	
 ����

�� � ���� x ∈ ker(g)� �� � �

g
(
f(x)

)
= f

(
g(x)

)
= f(0) = 0.

	���� f(x) ∈ ker(g) �� ker(g) ��� ������ ��� f �
� ���� y ∈ Im(g)� �� �"����  � !���� � x ∈ E ��� � � y = g(x)� 
� � �
f(y) = f

(
g(x)

)
= g

(
f(x)

)
. 	���� f(y) ∈ Im(g) �� Im(g) ��� ������ ��� f �

�� � ������� � � ker(p) �� Im(p) ������ ������� ��� u� ���� x ∈ E� 
� ���� � p �
� ��

�	�������	

�� E ���� �

E = ker(p)⊕ Im(p).

� ��� �"����  �  ��� � �� ��� (y, z) ∈ ker(p)× Im(p) ��� � � �

x = y + z. �∗�


� �������� � � �� � �� � z ∈ Im(p) �� � p(z) = z� ����� �

u
(
p(x)

)
= u

(
p(z)

)
= u(z).


�� ��� ����� � ��� � u(y) ∈ ker(p) �� u(z) ∈ Im(p)� �� � � � u
(
ker(p)

) ⊂ ker(p)

�� u
(
Im(p)

) ⊂ Im(p).

p
(
u(x)

)
= p

(
u(y)

)
+ p

(
u(z)

)
= u(z).


� !���� �� ��� !�� � � �� � �� � x ∈ E � u
(
p(x)

)
= p

(
u(x)

)
� ��� ��������

������� p �� u ���� �����
�� �$������ � � $�$ $������ # �� � ������ ��$�$������

��
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�

�	�	
 ����

�� ���$ x ∈ Im(f)� �� � f(x) ∈ Im(f) 	 ���#� Im(f) �#$ #$����  �" f �

�� � ���$ x ∈ E� �� � �

x ∈ ker(g) ⇐⇒ x ∈ Im(f) �$ g(x) = f(x) = 0.


��#� � ker(g) = Im(f) ∩ ker(f).

� ���	���� �
� Im(g) = Im(f2)�

� ���$ y ∈ Im(g)� �� �'�#$� ���"# x ∈ Im(f) $�� !%� y = g(x) = f(x)� �%�#!%�
x ∈ Im(f)� �� �'�#$� t ∈ E $�� !%� x = f(t) �$ ���#� y = f2(t) ∈ Im(f2)�

� ���$ y ∈ Im(f2)� �� �'�#$� ���"# x ∈ E $�� !%� y = f2(x) = f
(
f(x)

)
. �%�#!%�

f(x) ∈ Im(f)� �� � � f
(
f(x)

)
= g

(
f(x)

)
�$ ���#� y = g

(
f(x)

) ∈ Im(g)�


��������$� �� &���$ ��*$����"  �" ��%��� ����%#��� !%� Im(g) = Im(f2)�

�� �%�#!%� E �#$ �� �����#��� ����� Im(f) �#$ �� �����#��� ����� �� $�*�")��
�% "��� �  ��!%* ( g ��%# ����� �

dim
(
Im(f)

)
= dim

(
Im(g)

)
+ dim

(
ker(g)

)
.

�� �� !%�#$���  "*�*���$�� �� �*�%�$ ���"# ���	���� �

rg(f) = dim
(
Im(f)

)
.

rg(f) = rg(f2) + dim
(
ker(f) ∩ Im(f)

)
.

�� � ��� =⇒ ���� � �%�#!%� ker(f) �$ Im(f) #��$ #%  �*���$��"�#� �� #��$ !%�
ker(f)∩Im(f) = {0}� �� !%�#$���  "*�*���$� �� ��!%� ���"# !%� rg(f) = rg(f2)�� �
 y ∈ Im(f2)� 
�

��
��� x ∈ E ��� ���

y = f2(x) = f
(
f(x)

)

�� ���
 y ∈ Im(f)�

�%�#!%� Im(f2) ⊂ Im(f)� �� � ���� Im(f) = Im(f2)�

� ���� =⇒ ����� � �� ���*�"�$* �� f �� ��!%� !%�

∀x ∈ ker(f), f2(x) = f
(
f(x)

)
= f(0) = 0.


��#� � ker(f) ⊂ ker(f2)� �� �  ��!%��$ �� $�*�")�� �% "��� f �$ ( f2� �� � �

dim
(
ker(f)

)
+ rg(f) = dim

(
ker(f2)

)
+ rg(f2).

�%�#!%� Im(f) = Im(f2)� �� &���$ � dim
(
ker(f)

)
= dim

(
ker(f2)

)
� �� !%�

*$����$ ��  "� "�*$* ������

� ����� =⇒ ��� � �� $�*�")�� �% "��� �  ��!%* ( f ��%# ����� ���� 	���
��� ��

	����
�� ����

dim(E) = dim
(
ker(f)

)
+ rg(f).

���$"��# !%� ker(f) ∩ Im(f) = {0}. ���$ y ∈ ker(f) ∩ Im(f) ����
���� ker(f) ��

Im(f) ���� ���

��������	
�� ��
���
���

�� E� �� 	 �

0 ∈ ker(f) ∩ Im(f).

f(y) = 0 �$ ∃x ∈ E, y = f(x).

�� �� �*�%�$ !%� f2(x) = 0 �$ ���#� x ∈ ker(f2)� ��  "� "�*$* ����� �� ��!%�
���"# !%� x ∈ ker(f) �$ ���� f(x) = 0� 
��������$� y = 0 	 ��# �# ���# ker(f)
�$ Im(f) #��$ #%  �*���$��"�# ���# E�

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

���

�
� ����

�� �� �������� �� ��#��"�� �� ���� � ��� 
�� ��� ker(f)
��� �� 
��������

� E�dim

(
ker(f)

)
= dim(E)− rg(f) = n− 1.

�� 
��� Δ = Vect(a) ��� ������ �����#�������� �� ker(f) ���� E� �� ����

(e1, . . . , en−1) ��� 
��� �� ker(f)� �� ������� B = (e1, . . . , en−1, a) ��� ���


��� �� E �����#� ! �� �#����������� E = ker(f) ⊕ Δ� 
� �� �#����� ��� ����� �� ������ ��
��������� ���� 
�
���
���� ����

(α1, . . . , αn) ��� ��������#�� �� f(a) ���� �� 
��� B� �� � �

MatB(f) =

à
0 · · · 0 α1

0
� � �

���
���

���
� � � 0 αn−1

0 · · · 0 αn

í

.

�� �#����� ��� A ����� �������� 	������ Tr(f) = Tr(A)� �� ����� αn = Tr(f)�
	������ ker(f) ⊂ ker(f2)� �� � �

∀i ∈ �1, n− 1� , f2(ei) = 0.

	�� ���#����# �� f � �� ����� �

f2(a) = f

(
n−1∑
i=1

αiei + αna

)
= αnf(a).

�� �� �#���� ��� � ��� ���� ���������
���	���� �� ���
���
�����	��� �� 	��������
��� A2 = αnA�

MatB(f2) =

à
0 · · · 0 αnα1

0
� � �

���
���

���
� � � 0 αnαn−1

0 · · · 0 α2
n

í

= αn MatB(f).

�� ������������� ��� �#������# ��� �� ������� ���� ��� 
��� �� E� ����

f2 = αnf = Tr(f)f �

�� �� ������ u �� ������� ��� ��� ����������� ! Im(f)� 	������ Im(f) ���
�� ��������� 1� ����� Im(f) = Vect(u)� 	��� ���� i ∈ �1, n�� �� � ���� vi ∈ R

��� ��� f(ei) = viu. �� �#����� ��� (u1, . . . , un) ��� ��������#�� �� u ���� ��


��� B �� �� ���� U =

Ö
u1

���

un

è

�� V =

Ö
v1
���

vn

è

� 
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 ����

�� ���$ x ∈ Im(f)� �� � f(x) ∈ Im(f) 	 ���#� Im(f) �#$ #$����  �" f �

�� � ���$ x ∈ E� �� � �

x ∈ ker(g) ⇐⇒ x ∈ Im(f) �$ g(x) = f(x) = 0.


��#� � ker(g) = Im(f) ∩ ker(f).

� ���	���� �
� Im(g) = Im(f2)�

� ���$ y ∈ Im(g)� �� �'�#$� ���"# x ∈ Im(f) $�� !%� y = g(x) = f(x)� �%�#!%�
x ∈ Im(f)� �� �'�#$� t ∈ E $�� !%� x = f(t) �$ ���#� y = f2(t) ∈ Im(f2)�

� ���$ y ∈ Im(f2)� �� �'�#$� ���"# x ∈ E $�� !%� y = f2(x) = f
(
f(x)

)
. �%�#!%�

f(x) ∈ Im(f)� �� � � f
(
f(x)

)
= g

(
f(x)

)
�$ ���#� y = g

(
f(x)

) ∈ Im(g)�


��������$� �� &���$ ��*$����"  �" ��%��� ����%#��� !%� Im(g) = Im(f2)�

�� �%�#!%� E �#$ �� �����#��� ����� Im(f) �#$ �� �����#��� ����� �� $�*�")��
�% "��� �  ��!%* ( g ��%# ����� �

dim
(
Im(f)

)
= dim

(
Im(g)

)
+ dim

(
ker(g)

)
.

�� �� !%�#$���  "*�*���$�� �� �*�%�$ ���"# ���	���� �

rg(f) = dim
(
Im(f)

)
.

rg(f) = rg(f2) + dim
(
ker(f) ∩ Im(f)

)
.

�� � ��� =⇒ ���� � �%�#!%� ker(f) �$ Im(f) #��$ #%  �*���$��"�#� �� #��$ !%�
ker(f)∩Im(f) = {0}� �� !%�#$���  "*�*���$� �� ��!%� ���"# !%� rg(f) = rg(f2)�� �
 y ∈ Im(f2)� 
�

��
��� x ∈ E ��� ���

y = f2(x) = f
(
f(x)

)

�� ���
 y ∈ Im(f)�

�%�#!%� Im(f2) ⊂ Im(f)� �� � ���� Im(f) = Im(f2)�

� ���� =⇒ ����� � �� ���*�"�$* �� f �� ��!%� !%�

∀x ∈ ker(f), f2(x) = f
(
f(x)

)
= f(0) = 0.


��#� � ker(f) ⊂ ker(f2)� �� �  ��!%��$ �� $�*�")�� �% "��� f �$ ( f2� �� � �

dim
(
ker(f)

)
+ rg(f) = dim

(
ker(f2)

)
+ rg(f2).

�%�#!%� Im(f) = Im(f2)� �� &���$ � dim
(
ker(f)

)
= dim

(
ker(f2)

)
� �� !%�

*$����$ ��  "� "�*$* ������

� ����� =⇒ ��� � �� $�*�")�� �% "��� �  ��!%* ( f ��%# ����� ���� 	���
��� ��
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�� ����

dim(E) = dim
(
ker(f)

)
+ rg(f).

���$"��# !%� ker(f) ∩ Im(f) = {0}. ���$ y ∈ ker(f) ∩ Im(f) ����
���� ker(f) ��

Im(f) ���� ���

��������	
�� ��
���
���

�� E� �� 	 �

0 ∈ ker(f) ∩ Im(f).

f(y) = 0 �$ ∃x ∈ E, y = f(x).

�� �� �*�%�$ !%� f2(x) = 0 �$ ���#� x ∈ ker(f2)� ��  "� "�*$* ����� �� ��!%�
���"# !%� x ∈ ker(f) �$ ���� f(x) = 0� 
��������$� y = 0 	 ��# �# ���# ker(f)
�$ Im(f) #��$ #%  �*���$��"�# ���# E�

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

���

�
� ����

�� �� �������� �� ��#��"�� �� ���� � ��� 
�� ��� ker(f)
��� �� 
��������

� E�dim

(
ker(f)

)
= dim(E)− rg(f) = n− 1.

�� 
��� Δ = Vect(a) ��� ������ �����#�������� �� ker(f) ���� E� �� ����

(e1, . . . , en−1) ��� 
��� �� ker(f)� �� ������� B = (e1, . . . , en−1, a) ��� ���


��� �� E �����#� ! �� �#����������� E = ker(f) ⊕ Δ� 
� �� �#����� ��� ����� �� ������ ��
��������� ���� 
�
���
���� ����

(α1, . . . , αn) ��� ��������#�� �� f(a) ���� �� 
��� B� �� � �

MatB(f) =

à
0 · · · 0 α1

0
� � �

���
���

���
� � � 0 αn−1

0 · · · 0 αn

í

.

�� �#����� ��� A ����� �������� 	������ Tr(f) = Tr(A)� �� ����� αn = Tr(f)�
	������ ker(f) ⊂ ker(f2)� �� � �

∀i ∈ �1, n− 1� , f2(ei) = 0.

	�� ���#����# �� f � �� ����� �

f2(a) = f

(
n−1∑
i=1

αiei + αna

)
= αnf(a).

�� �� �#���� ��� � ��� ���� ���������
���	���� �� ���
���
�����	��� �� 	��������
��� A2 = αnA�

MatB(f2) =

à
0 · · · 0 αnα1

0
� � �

���
���

���
� � � 0 αnαn−1

0 · · · 0 α2
n

í

= αn MatB(f).

�� ������������� ��� �#������# ��� �� ������� ���� ��� 
��� �� E� ����

f2 = αnf = Tr(f)f �

�� �� ������ u �� ������� ��� ��� ����������� ! Im(f)� 	������ Im(f) ���
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�	�	
 ����

�� �&������� ��� (C1, . . . , Cn) ��� �������� �� �� �� ���� Eij � ����� ��� 

 �! �� �!���� ��!� �� j����� �!���!� AEij �� �� �� ���� ����&� ��� ��������

AC1, . . . , ACn� ��!�� �� j���� �� ��� �!��� �

AEij =
(
0 · · · 0 ACj 0 · · · 0

)
.

�A = (aij )

���! �� ��� �  �!� ��� �������� � �� Cj ��� �!�� ��!� �� i���� � ��� ����&�!�� 

ACj �� �� i���� ������� �� A �

ACj =

Ö
a1i
���

ani

è

.


�  ���� ��!�� �� ���� �� �� ����� ��� �������� � �������!# �� ��  � ���

 ���� � ��� ����&�!�� �

Tr(AEij) =
(
ACj

)
j
= aji.

�� 
�� (i, j) ∈ �1, n�
2
� ��!� M = Eij � �� "��� �����%� �� �!�� ��� ��&�&��� � �

�B = (bij)

aji = bji.


�� �� ����� A � B �� ��� �'��� �������� �� ����� ��� &������

�� �� 
�������� ���  ���� �� ���&���� ���� ϕA ���� �

�� � 
�� (A,B) ∈ Mn(K)2 � λ ∈ K� ��!�  �! � �� ���� M �� Mn(K)� �� �

��� ���&��� & �� ��  ���� �

ϕA+λB(M) = Tr
(
(A+ λB)M

)
= Tr(AM) + λTr(BM) =

(
ϕA + λϕB

)
(M).

�� �� �&�!� ���� �!� ϕA+λB = ϕA + λϕB � ��������� ��� ϕ �� ���&�����

� �!���!� dimMn(K) = dim
(L(Mn(K),K

))
� ��!� ��� ��� �!� ϕ �� ����

��������� �� �!� �� ���!"�� �!� ϕ �� ����� ��� 
�� A ∈ ker(ϕ)� ��!�  �! ���	 �������� ��

������
	 �
�����	��

���� B = 0�
�� ���� M �� Mn(K) �� � � Tr(AM) = 0. �� �� �!�� ��� ��&�&��� �� ��

�&�!� ����� �!� A = 0�

� ϕ �� !� �������������

�

�	�	
 ����

�� � 
�� M � N ��!# �� ����� �� M2(R)� λ !� �&��� �� �� �����%� ���

������& &� �� �� �!� ������ ��� �� �������� �

f(M + λN) = A
(
M + λN)B = AMB + λANB = f(M) + λf(N).


�������� ��� f �� ���&�����

� 
�� M ∈ M2(R)� �!���!� A � B ��� ��� �� ����� �� M2(R)� ����� f(M)
����� ��� $ M2(R) � M2(R) �� � ���� ��� f �

	�������� � f �� !� ������������� �� M2(R)�

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� ��� M ∈ M2(R)� �!� ���� �� � M =

Å
x y
z t

ã
. �� � �

f(M) = (AM)B =

Å
x+ z y + t
x+ z y + t

ãÅ
1 1
−1 −1

ã
= (x+ z − y − t)A.

�� ��� B = (E11, E12, E21, E22) �� ���� �������!� �� M2(R) � ��� � �

MatB(M) =

Ü
x
y
z
t

ê

.

MatB(f(M)) = x

Ü
1
1
1
1

ê

+ y

Ü−1
−1
−1
−1

ê

+ z

Ü
1
1
1
1

ê

+ t

Ü−1
−1
−1
−1

ê

.

�� �� �%�!� �!�

MatB(f) =

Ü
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1

ê

.

�� � �� ���� � � �!� rg(f) = 1� �� ���  �! �� ��� �������� �� MatB(f) ��� 

������ ��������� # �� �����$�� � ���  �! �� �!����� ������

Im(f) = Vect
(
f(E11)

)
= Vect

ÅÅ
1 1
1 1

ãã
= Vect(A).

��� ������
	 ��

���
� �� ������ ��	

ker(f) 	�� �	

��
	����� 3�

� ��� M ∈ M2(R)� �!� ���� �� � M =

Å
x y
z t

ã
. �� �� �����$� ��� ����!��

���� !%� # �� �!�� ��� � �

M ∈ ker(f) ⇐⇒ f(M) = 0 ⇐⇒ x+ z − y − t = 0.

����� ker(f) =

ßÅ
x x+ z − t
z t

ã
; (x, z, t) ∈ R3

™
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ker(f) = Vect

ÅÅ
1 1
0 0

ã
,

Å
0 1
1 0

ã
,

Å
0 −1
0 1

ãã
.


� �������

ÅÅ
1 1
0 0

ã
,

Å
0 1
1 0

ã
,

Å
0 −1
0 1

ãã
�������� ker(f)� ������ "�� ����� ��

��������� 3 � ���� ���� !�� ���� �� �� �������

�� �� ��� �!�

Tr(f) = Tr
(
MatB(f)

)
= 0.
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 �! �� �!���� ��!� �� j����� �!���!� AEij �� �� �� ���� ����&� ��� ��������

AC1, . . . , ACn� ��!�� �� j���� �� ��� �!��� �

AEij =
(
0 · · · 0 ACj 0 · · · 0

)
.

�A = (aij )

���! �� ��� �  �!� ��� �������� � �� Cj ��� �!�� ��!� �� i���� � ��� ����&�!�� 

ACj �� �� i���� ������� �� A �

ACj =
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a1i
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è
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 ���� � ��� ����&�!�� �

Tr(AEij) =
(
ACj

)
j
= aji.

�� 
�� (i, j) ∈ �1, n�
2
� ��!� M = Eij � �� "��� �����%� �� �!�� ��� ��&�&��� � �

�B = (bij)

aji = bji.


�� �� ����� A � B �� ��� �'��� �������� �� ����� ��� &������

�� �� 
�������� ���  ���� �� ���&���� ���� ϕA ���� �

�� � 
�� (A,B) ∈ Mn(K)2 � λ ∈ K� ��!�  �! � �� ���� M �� Mn(K)� �� �

��� ���&��� & �� ��  ���� �

ϕA+λB(M) = Tr
(
(A+ λB)M

)
= Tr(AM) + λTr(BM) =

(
ϕA + λϕB

)
(M).

�� �� �&�!� ���� �!� ϕA+λB = ϕA + λϕB � ��������� ��� ϕ �� ���&�����

� �!���!� dimMn(K) = dim
(L(Mn(K),K

))
� ��!� ��� ��� �!� ϕ �� ����

��������� �� �!� �� ���!"�� �!� ϕ �� ����� ��� 
�� A ∈ ker(ϕ)� ��!�  �! ���	 �������� ��

������
	 �
�����	��

���� B = 0�
�� ���� M �� Mn(K) �� � � Tr(AM) = 0. �� �� �!�� ��� ��&�&��� �� ��

�&�!� ����� �!� A = 0�

� ϕ �� !� �������������

�

�	�	
 ����

�� � 
�� M � N ��!# �� ����� �� M2(R)� λ !� �&��� �� �� �����%� ���

������& &� �� �� �!� ������ ��� �� �������� �

f(M + λN) = A
(
M + λN)B = AMB + λANB = f(M) + λf(N).


�������� ��� f �� ���&�����

� 
�� M ∈ M2(R)� �!���!� A � B ��� ��� �� ����� �� M2(R)� ����� f(M)
����� ��� $ M2(R) � M2(R) �� � ���� ��� f �

	�������� � f �� !� ������������� �� M2(R)�

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

�� ��� M ∈ M2(R)� �!� ���� �� � M =

Å
x y
z t

ã
. �� � �

f(M) = (AM)B =

Å
x+ z y + t
x+ z y + t

ãÅ
1 1
−1 −1

ã
= (x+ z − y − t)A.

�� ��� B = (E11, E12, E21, E22) �� ���� �������!� �� M2(R) � ��� � �

MatB(M) =

Ü
x
y
z
t

ê

.

MatB(f(M)) = x

Ü
1
1
1
1

ê

+ y

Ü−1
−1
−1
−1

ê

+ z

Ü
1
1
1
1

ê

+ t

Ü−1
−1
−1
−1

ê

.

�� �� �%�!� �!�

MatB(f) =

Ü
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 1 −1

ê

.

�� � �� ���� � � �!� rg(f) = 1� �� ���  �! �� ��� �������� �� MatB(f) ��� 

������ ��������� # �� �����$�� � ���  �! �� �!����� ������

Im(f) = Vect
(
f(E11)

)
= Vect

ÅÅ
1 1
1 1

ãã
= Vect(A).
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ker(f) 	�� �	
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	����� 3�

� ��� M ∈ M2(R)� �!� ���� �� � M =

Å
x y
z t

ã
. �� �� �����$� ��� ����!��

���� !%� # �� �!�� ��� � �

M ∈ ker(f) ⇐⇒ f(M) = 0 ⇐⇒ x+ z − y − t = 0.

����� ker(f) =

ßÅ
x x+ z − t
z t

ã
; (x, z, t) ∈ R3

™
� ��� ����%�!�� 

ker(f) = Vect

ÅÅ
1 1
0 0

ã
,

Å
0 1
1 0

ã
,

Å
0 −1
0 1

ãã
.
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ã
,
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1 0

ã
,

Å
0 −1
0 1
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Tr(f) = Tr
(
MatB(f)

)
= 0.
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	�������� u �� !� ������������� �� Mn(R)�

��
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�������� Mn(R)
��� �� ���������

����� �� ���� ��� u
��� 	���
��
 �� ��

��������� ���� ���

����
��
�

�� ���! A ∈ ker(u)� 
� � ���� Tr
(
u(A)

)
= 0� �� ��� ���$���!$ �� ����������

!��� Tr� �� � �

Tr
(
u(A)

)
= Tr(A) + Tr(A)Tr(In) = (n+ 1)Tr(A).

��� � Tr(A) = 0� �� A+Tr(A)In = 0 �! ��� ��� $�"��! A = 0�

���������! � ker(u) =
{
0
}
�

���������!��� u � ! "� ���������� �� �����!�� ��"� R�� ���� #��!����� �� ���

��� ��� ����� �� � ! ���� �����!���

�� ���! A ∈ Mn(R)� �� � ��� ���$���!$ �� u �� u(In) = (n+ 1)In�

u2(A) = u(A) + Tr(A)u(In)

= A+ (n+ 2)Tr(A)In

= A+ (n+ 2)
(
u(A)−A)

= (n+ 2)u(A)− (n+ 1)A.


� �� �$�"�! �"� ��"� !�"!� ��!���� A �� Mn(R) �

(
u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R)

)
(A) = 0

�! ���� �"� u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R) = 0�

�� 
� #���! �� ���"#�� �"� u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R) = 0 �� �"�  �$���!

 �" �� ����� �

u ◦ (n+ 2) idMn(R)−u

n+ 1
= idMn(R) .


! ��� ��� $�"��! �� � �

u−1 =
(n+ 2) idMn(R)−u

n+ 1

�� �� 
� � � u(E11) = E11 + I2� u(E12) = E12� u(E21) = E21 �!

u(E22) = E22 + I2. �"� �"� I2 = E11 + E22� �� ��!���� �� u ��� �� �� � B

� ! �

M =

Ü
2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2

ê

.

�� ��!!� ��!���� � ! ��#�� ���� �"� �"� ��� ! �� ��!���� ��"� � ������� ���

	� ��" � �� � ���"#$ �"���� � �

MatB(u−1) = M−1.

M−1 =
4I4 −M

3
=

1

3

Ü
2 0 0 −1
0 3 0 0
0 0 3 0
−1 0 0 2

ê

.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

���

�
� ����

�� �$������� �
� Li(A) ��� ������ �� �
 �
����� A �

F1(a, b)A =

Ñ
L1(A)

aL1(A) + L2(A)
bL1(A) + L3(A)

é
�� F2(c)A =

Ñ
L1(A)
L2(A)

cL2(A) + L3(A)

é
.

�� ��� �
����� ��$�$������ �� �$���� ��� �

F1(a, b)F1(−a,−b) = I3 �� F2(c)F2(−c) = I3.

	�� �
������ F1(a, b) �� F2(c) ���� ����������� ��������� ��������� F1(−a,−b)�
F2(−c).

�� �� �� 
� �
� ��$�
����� $�$����
����

F1(−4,−7)A =

Ñ
1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −11

é
L2 ← L2 − 4L1

L3 ← L3 − 7L1

F2(−2)F1(−4,−7)A =

Ñ
1 2 3
0 −3 −6
0 0 1

é
L3 ← L3 − 2L2

	� ������ U =

Ñ
1 2 3
0 −3 −6
0 0 1

é
� ��$�
���$ ��$�$����� ���� ������ ��$����� � � �	� 
�����	�

F2(−2) 	� F1(−4,−7)
���� ���	�����	��

�����	��	 �	��	���


F2(2) 	� F1(4, 7)�
A = F1(4, 7)F2(2)U.

�� ������� �� ������� F1(4, 7)F2(2) �� ������
�� �
 �����#�� �������� �� ��

������� �

F1(4, 7)F2(2) =

Ñ
1 0 0
4 1 0
7 2 1

é
.

�� ���
�� L ����� �
������ �� ����� ��������� A = LU �


� 
����� W =

Ñ
1
1
1

é
� �� 
 �

AX = W ⇐⇒ LUX = W ⇐⇒
®
UX = Y

LY = W
.

�� ���� ����� " �$������ ��� �!��#��� ���
����
���� � LY = W � ���� UX = Y �

L

Ñ
a
b
c

é
= W ⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

a = 1

4a+ b = 1

7a+ 2b+ c = 1

⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

a = 1

b = −3

c = 0

.

UX =

Ñ
1
−3
0

é
⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

x+ 2y + 3z = 1

−3y − 6z = −3

z = 0

⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

z = 0

y = 1

x = −1

.

(−1, 1, 0) ��� �������� �������� �� ��$��
���� AX = W �

��
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�������� Mn(R)
��� �� ���������

����� �� ���� ��� u
��� 	���
��
 �� ��

��������� ���� ���

����
��
�

�� ���! A ∈ ker(u)� 
� � ���� Tr
(
u(A)

)
= 0� �� ��� ���$���!$ �� ����������

!��� Tr� �� � �

Tr
(
u(A)

)
= Tr(A) + Tr(A)Tr(In) = (n+ 1)Tr(A).

��� � Tr(A) = 0� �� A+Tr(A)In = 0 �! ��� ��� $�"��! A = 0�

���������! � ker(u) =
{
0
}
�

���������!��� u � ! "� ���������� �� �����!�� ��"� R�� ���� #��!����� �� ���

��� ��� ����� �� � ! ���� �����!���

�� ���! A ∈ Mn(R)� �� � ��� ���$���!$ �� u �� u(In) = (n+ 1)In�

u2(A) = u(A) + Tr(A)u(In)

= A+ (n+ 2)Tr(A)In

= A+ (n+ 2)
(
u(A)−A)

= (n+ 2)u(A)− (n+ 1)A.


� �� �$�"�! �"� ��"� !�"!� ��!���� A �� Mn(R) �

(
u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R)

)
(A) = 0

�! ���� �"� u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R) = 0�

�� 
� #���! �� ���"#�� �"� u2 − (n+ 2)u+ (n+ 1) idMn(R) = 0 �� �"�  �$���!

 �" �� ����� �

u ◦ (n+ 2) idMn(R)−u

n+ 1
= idMn(R) .


! ��� ��� $�"��! �� � �

u−1 =
(n+ 2) idMn(R)−u

n+ 1

�� �� 
� � � u(E11) = E11 + I2� u(E12) = E12� u(E21) = E21 �!

u(E22) = E22 + I2. �"� �"� I2 = E11 + E22� �� ��!���� �� u ��� �� �� � B

� ! �

M =

Ü
2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2

ê

.

�� ��!!� ��!���� � ! ��#�� ���� �"� �"� ��� ! �� ��!���� ��"� � ������� ���

	� ��" � �� � ���"#$ �"���� � �

MatB(u−1) = M−1.

M−1 =
4I4 −M

3
=

1

3

Ü
2 0 0 −1
0 3 0 0
0 0 3 0
−1 0 0 2

ê

.

�� �� �����	�� �

�
�
��
��
��

���

�
� ����

�� �$������� �
� Li(A) ��� ������ �� �
 �
����� A �

F1(a, b)A =

Ñ
L1(A)

aL1(A) + L2(A)
bL1(A) + L3(A)

é
�� F2(c)A =

Ñ
L1(A)
L2(A)

cL2(A) + L3(A)

é
.

�� ��� �
����� ��$�$������ �� �$���� ��� �

F1(a, b)F1(−a,−b) = I3 �� F2(c)F2(−c) = I3.

	�� �
������ F1(a, b) �� F2(c) ���� ����������� ��������� ��������� F1(−a,−b)�
F2(−c).

�� �� �� 
� �
� ��$�
����� $�$����
����

F1(−4,−7)A =

Ñ
1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −11

é
L2 ← L2 − 4L1

L3 ← L3 − 7L1

F2(−2)F1(−4,−7)A =

Ñ
1 2 3
0 −3 −6
0 0 1

é
L3 ← L3 − 2L2

	� ������ U =

Ñ
1 2 3
0 −3 −6
0 0 1

é
� ��$�
���$ ��$�$����� ���� ������ ��$����� � � �	� 
�����	�

F2(−2) 	� F1(−4,−7)
���� ���	�����	��

�����	��	 �	��	���


F2(2) 	� F1(4, 7)�
A = F1(4, 7)F2(2)U.

�� ������� �� ������� F1(4, 7)F2(2) �� ������
�� �
 �����#�� �������� �� ��

������� �

F1(4, 7)F2(2) =

Ñ
1 0 0
4 1 0
7 2 1

é
.

�� ���
�� L ����� �
������ �� ����� ��������� A = LU �


� 
����� W =

Ñ
1
1
1

é
� �� 
 �

AX = W ⇐⇒ LUX = W ⇐⇒
®
UX = Y

LY = W
.

�� ���� ����� " �$������ ��� �!��#��� ���
����
���� � LY = W � ���� UX = Y �

L

Ñ
a
b
c

é
= W ⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

a = 1

4a+ b = 1

7a+ 2b+ c = 1

⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

a = 1

b = −3

c = 0

.

UX =

Ñ
1
−3
0

é
⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

x+ 2y + 3z = 1

−3y − 6z = −3

z = 0

⇐⇒

⎧
⎪⎨
⎪⎩

z = 0

y = 1

x = −1

.

(−1, 1, 0) ��� �������� �������� �� ��$��
���� AX = W �

��
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