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Avertissement

Cet ouvrage est destiné aux étudiants de Licence, de premiére année des Grandes Ecoles d’ingé-
nieurs, de commerce et de gestion ou d’Institut Universitaires de Technologie désireux d’appré-
hender les concepts et les notions de base de la statistique.

Il peut étre utile a tous ceux qui seraient désireux d’acquérir ou de revoir les notions opérationnelles
des méthodes de base de la statistique.

Cet ouvrage comporte des rappels de cours sans démonstrations, des exercices classiques de
difficultés progressives (le niveau de difficulté est repéré par un nombre d’étoiles), ainsi que des
problémes plus complexes permettant d’aborder des cas concrets d’utilisation de la statistique dans
différents domaines d’application. Il est découpé en chapitres mais il comporte fondamentalement
deux grandes parties :

e Une premiere partie concerne le calcul des probabilités
Bien que comportant des rappels de cours relativement complets, nous avons choisi, délibéré-
ment, de ne proposer dans cette partie, que des exercices abordant des notions et des calculs de
probabilité qui sont utilisés en statistique : Théoreme Central-Limite (ou théoreme de la limite
centrale), Lois de probabilités fréquemment utilisées en statistique (Loi normale, du Khi-deux,
de Student, de Fisher...)
Nous avons donc évité de proposer des exercices de probabilités calculatoires classiques (exer-
cices utilisant la combinatoire, calcul de parametres de lois de probabilités...).
Pour cette raison, avant d’aborder les chapitres de statistique, nous conseillons vivement au
lecteur, de se reporter, en cas de besoin, aux ouvrages spécialisés, afin de revoir ou de compléter
leurs connaissances en matiere de calcul des probabilités.

e Une deuxieme partie est consacrée a I’étude des trois méthodes de base utilisées en statistique :

— L’estimation ponctuelle
— DL’estimation par intervalle
— Les tests d’hypothese

Les chapitres concernant I’estimation ponctuelle permette d’aborder les notions essentielles
permettant d’étudier les estimateurs de parametres réels de lois de probabilités.

Néanmoins, ces chapitres proposent quelques exemples d’estimation de parametres vectoriels.
Les chapitres consacrés a I’estimation par intervalle proposent un éventail large d’exercices
différents, permettant d’appréhender la plupart des cas concrets rencontrés dans les différents
domaines utilisant la statistique.

Les chapitres consacrés aux tests d’hypotheses sont essentiellement consacrés a 1’étude des
tests paramétriques dans le cas d’hypotheses simples et a I’étude de deux types de tests non
paramétriques, les tests d’ajustement et les tests d’indépendance.

Les différents chapitres proposent toujours la méme organisation : les énoncés, puis une rubrique
« Du mal a démarrer », et enfin, les corrigés des exercices proposés.
Chaque corrigé propose, en outre, un bilan « ce qu’il faut retenir ».
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Probabilites

I
RAPPEL DE COURS

1.1 Rappels de Mathématiques
a) Opérations sur les ensembles

Soit Q) un ensemble et A, B ... des parties de (). Si A désigne le complémentaire de A dans (),
alors nous avons :

e AUA=Q
e AUB=ANB
e AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB)

e A= Ui(A N Bi)
> siles évenements B; sont incompatibles entre eux
> etsi )= U; Bi

b) Analyse combinatoire

Nous rappellons ici quelques résultats :
o Nombre d’arrangements de p objets pris parmi n avec répétition
RE = n?
Nombre d’arrangements de p objets pris parmi 7 sans répétition
n!

(n —p)!
Nombre de combinaisons de p objets pris parmi n avec répétition

p — P
Kn - Cn+p—1

Al =nn—1)...(n—p+1) =

Nombre de combinaisons de p objets pris parmi n sans répétition
n! A7

CcP = _n
pln—p)! p!

n

Nombre de permutations de n objets

Per(n) =n!
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1.2 Axiomes du calcul des probabilités

a) Généralités

La théorie des probabilités repose sur I’étude de phénomenes aléatoires. Une expérience est dite
aléatoire si on ne peut pas prévoir son résultat et si répétée dans les mémes conditions, elle peut
donner des résultats différents. Les résultats possibles de cette expérience constituent I’ensemble
fondamental (). Un événement aléatoire est une assertion relative au résultat de 1’expérience.
On identifie usuellement I’événement aléatoire et la partie de () pour laquelle cet événement est
réalisé.

Si P est une probabilité définie sur (), et si A et B sont deux parties de (), on a :

e P(@)=0 et P =1

e P(A)=1— P(4)

e PAUB)= P(A)+ P(B)— P(ANB)

%P(AUB)P(A)+P(B) si ANB=g

b) Probabilités conditionnelles
On définit la probabilité conditionnelle de I’événement A sachant que 1’événement B est réalisé,

par: P(AN B)

PUA/B) =~

¢) Formule de décomposition

Si I’ensemble des parties U; de () forme un systéme complet d’événements, c’est-a-dire si les U;
sont indépendants et si leur réunion forme () tout entier, alors :

P(A)=Y_P(A/U)PU,)
j=1

d) Indépendance de deux événements
A et B indépendants << P(ANB)= P(A)P(B)

e) Probabilités des causes ou probabilités de BAYES

pa/gy PANB) _ P(B/APA)
(4/B) = P(B) P(B)

Si I’ensemble des parties A; de () forme un systeme complet d’événements,
P(B/Ay)P(Ay)
> P(B/A)P(A)

P(A/B) =
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1.3 Notion de variable aléatoire

Lorsque 1’ensemble fondamental () est tout ou partie de 1’ensemble des réels R, le concept
d’événement aléatoire est remplacé par celui de variable aléatoire. On distingue usuellement :

1. les variables aléatoires discretes pour lesquelles 1I’ensemble () est un ensemble discret de valeurs
numériques (par exemple N ensemble des entiers naturels)

2. les variables aléatoires continues pour lesquelles 1’ensemble () est un intervalle de R ou R tout
entier.

a) Fonction de répartition

On appelle « Fonction de répartition d’une variable aléatoire X » 1’application F de R dans [0, 1]
définie par :
F(x)=P(X <x)

b) Variable aléatoire discrete

> On définit la probabilité attachée en un point x du domaine de définition de la variable
aléatoire X discrete par :
P(X =x)

> Fonction de répartition de X :

F(x)=P(X <x)= Z P(X =1)
<x

¢) Variable aléatoire continue

> On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F est continue si on peut définir
une fonction densité de probabilité f de X vérifiant :

fw=Fw o Fo= [ four
> La probabilité attachée au segment [a, b] est alors :
b
Pla < X < D] —/ f(x)dx = F(b) — F(a)

d) Formule de changement de variables

e Cas discret

py=P¥ =y)=PXece'ON= > PX=x
x€e~1(y)
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e Cas continu
> ¢ est monotone croissante

G =PY <y)=PX <o '()D)=Fe ')
> ¢ est monotone décroissante
G=PY<y)=PX2¢ '(M=1-PX <o ']
Gy)=1-F [ ()]

> ¢ n’est pas monotone
Gy)=PY<y)=PXelh)+---+P(Xel,)

ou ly,..., I, sont les intervalles de la variable aléatoire X qui correspondent au domaine ¥ < y.

e) Fonction caractéristique ¢y

e Cas discret '
ox() = E (") =) explitx)P(X = x)
Dy

e Cas continu

ex(t) = E (¢'Y) = / exp(itx) f (x)dx

Dx
o Exemples de fonctions caractéristiques :
>  Loi binomiale B(n, p) ox(t) = (pe'" +1— p)'
> LoidePoisson P(A) @y (1) = exp [A(e" — 1)]

, —12¢?
> Loi de Gauss LG(m, o) py(t) =" x exp < 5 )

f) Fonctions génératrice G

La fonction génératrice des moments de la variable X est définie par :
Gx(u) = E(")

1.4 Moments d’'une variable aléatoire

a) Moment d’ordre r par rapport a l'origine

» Calcul direct

> variable discréte  m, = E(X") =Y x/P(X = x)
X

> variable continue m, = E(X") = / t" f(t)dt
Dy
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» Utilisation de la fonction caractéristique

m, = E(X") =

#0)
1 n
» Utilisation de la fonction génératrice (pour les variables discretes)

E[X(X —1)...(X —n+ D] =G%(0)

ol G(;’) est la dérivée d’ordre n de la fonction génératrice.

b) Moments centrés d’ordre r

> variable discrete

pr = E [(X — EIXD'] =) (x; — E[X]Y P(X = x;)

> variable continue

pr=E[(X - EX])]= [ (- E[X]) f()de
Dx

¢) Espérance mathématique

» Calcul direct

> variable discrete

E(X)=)> xP(X =x;)
X

> variable continue

E(X) = / tf(t)dt
Dx,

» Espérance d'une somme

E(XX+Y)= EX)+E(Y)

» Utilisation de la fonction génératrice pour une variable aléatoire discrete

E(X)=Gy(l)=> xP(X =x)
Dx

» Utilisation de la fonction caractéristique

0% (0)

my; = E(X) = T




