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AVANT-PROPOS

Ce livre est un recueil d’exercices et de problemes dans les grands secteurs des mathématiques
pour I’ingénieur. Il s’adresse aux étudiants de troisicme année de Licence de physique et d’EEA
ainsi qu’aux éleves des écoles d’ingénieurs. Il est le fruit d’un enseignement de mathématiques
pour ’ingénieur dispensé en premiere année de 1’Ecole Nationale Supérieur d’Electronique, d’In-
formatique et de Radiocommunication de Bordeaux (ENSEIRB).

Nous avons pris le parti de privilégier I’exposé des méthodes de calcul et de recherche des
solutions en laissant parfois le soin au lecteur d’établir par lui-méme la justification mathématique
de telle ou telle étape (convergence uniforme d’intégrales ou de séries, permutation d’intégrales...).
Dans la plupart des chapitres, des exercices permettent de se familiariser avec les méthodes de
calcul. Les problemes sont plus structurés, plus approfondis et surtout orientés vers les applications
en physique de I’ingénieur. Certains peuvent constituer des « mini-projets » et &tre poursuivis par
des calculs sur ordinateur (il est fait référence dans quelques problémes a des prolongements sous
Maple).

Le chapitre 1 rappelle et présente des notions qui seront utilisées dans la suite de I’ouvrage. La
distribution de Dirac y est exposée selon I’approche « phénoménologique » usuelle pour les phy-
siciens qui permet une utilisation simple et extensive. L’ étude plus rigoureuse des distributions fait
I’objet du chapitre 5 (Distributions). Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux transformations inté-
grales de Fourier et de Laplace et a leurs applications en physique pour I’ingénieur, avec notam-
ment au chapitre 3 plusieurs problemes sur 1’étude des lignes de transmission. Le chapitre 4 est
consacré a I’étude des fonctions d’une variable complexe avec une orientation particuliere vers le
calcul d’intégrales. Ces notions sur les fonctions analytiques introduites au chapitre 4 et sur les dis-
tributions étudiées au chapitre 5 trouvent un prolongement au chapitre 6 ou elles sont appliquées
a la description du principe de causalité en physique et a la modélisation des filtres linéaires :
relations de Kramers- Kronig, filtres a phase minimale, relations de Bayard-Bode, théoréme de
Paley-Wiener. Les fonctions de Bessel, chapitre 7, et les polyndmes orthogonaux, chapitre 8, sont
étudiés en vue de leur application a la résolution d’équations différentielles et d’équations aux
dérivées partielles (chapitre 9).

Cet ouvrage ne prétend pas a I’exhaustivité et certains domaines des mathématiques pour la
physique n’y sont pas traités : la théorie des groupes dont les applications sont d’un niveau tech-
nique plus avancé, le calcul matriciel qui pour I’ingénieur ressort maintenant davantage du calcul
sur ordinateur avec des outils comme Matlab, le calcul variationnel, dont le champ d’application
est plus restreint.

La plupart des exercices et problémes originaux de cet ouvrage sont I’ceuvre d’une longue
collaboration au sein de laquelle nous tenons a remercier plus particulierement Bernard Morand,
Michel Daumens, Michel Hontebeyrie et Pierre Minnaert.
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OUTILS MATHEMATIQUES
DE BASE

RAPPELS DE COURS

1.1 RAPPELS D’ANALYSE

a) Intégrales généralisées

Définitions
o) R
/ fx)dx = Rlirn / f(x)dx

b b
/ fx)dx = lirr(l)/ f(x)dx si f non bornée en x = a
a €— a+te

Si ces limites existent, on dit que 1’intégrale correspondante converge (ou est convergente),
sinon elle diverge (ou est divergente).

Exemple
I'intégrale de Riemann (dans les deux cas ci-dessous onaa > 0) :

oo
N e 1 . . .
o alinfini / ;dx converge si @ > 1 et diverge sinon
aa 1
e en zéro / ;dx converge si a < 1 et diverge sinon.
0
On en déduit un critére de convergence trés utile :

. 1 s °° . . .
e Sipourx~ooona:f(x)~ o alors l'intégrale / f(x)dx converge si @ > 1 et diverge sinon;
a

. 1 . a . . .
e sipourx~0ona:f(x)~ o alors l'intégrale / f(x)dx converge si « < 1 et diverge sinon.
0
Par extension on définit (définition au sens standard)

c R
f(x)dx = lim / fx)dx + Rlim / f(x)dx pour ¢ borné quelconque.
—R' - Je

R'— o0
c—€ b
fx)dx = lirr(l)/ fx)dx + l/im0 f(x)dx si f nonbornée en x = ¢ € la, b[

c+e’



Chapitre 1 - Outils mathématiques de base

On utilise souvent une définition alternative de ces intégrales généralisées dite au sens de la partie
principale (ou valeur principale) de Cauchy

R—o00

0 R
PP / fx)dx = lim / f(x)dx
—oo —R

b b
PP/ fx)dx = liII(l) fx)dx +/ f(x)dx 3 si f nonbornéeenx = c € la, b
a € cte

a

Si I’'intégrale converge au sens standard elle converge aussi en partie principale et les deux défi-
nitions donnent la méme valeur de I’intégrale. Une intégrale peut converger en PP sans converger
au sens standard.

b) Séries
Séries numériques

On appelle somme partielle de rang N d’une série numérique de terme général u,, la somme :

La série converge et a pour somme S si la suite Sy a une limite bornée : S = lim Sy et on note :

N—o0

o @]
S = Zun
n=0

Une condition nécessaire de convergence est que lim u, = 0;la convergence de la série de terme
n—oo

général |u,| entraine celle de la série de terme général u,, qui est alors qualifiée d’absolument
convergente.

Exemples

1. soit {(x) = Z % (fonction ¢ de Riemann); cette fonction est définie (ie la série converge)

n=1
pour x > 1;

oo
2. la série géométrique de raison q : Zq” est convergente pour |g| < 1 et a pour somme
n=0

1-q°

o Criteres de convergence pour une série a termes positifs (u, > 0) :

. , . . u
o critere de d’Alembert : soit L = lim —-!
n—oo U,

.Si L < 1 la série converge; si L > 1 la série

diverge ;



