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Préeface

Les mathématiques constituent 1’ossature de la science moderne et sont une source intaris-
sable de concepts nouveaux d’une efficacité incroyable pour la compréhension de la réalité
matérielle qui nous entoure. Ainsi I’apprentissage des mathématiques est devenu indispen-
sable pour la compréhension du monde par la science. Les nouveaux concepts eux-mémes
sont le résultat d’un long processus de distillation dans 1’alambic de la pensée. Essayer de
justifier les mathématiques par leurs applications pratiques n’a guere de sens, tant ce pro-
cessus de création est sous-tendu par la soif de connaitre et non I’intérét immédiat.

Les mathématiques restent I’un des domaines dans lequel la France excelle et ceci malgré
la mutilation des programmes dans le secondaire et I’influence néfaste d’un pédagogisme
dont I’effet principal est de compliquer les choses simples.

Vues de loin les mathématiques apparaissent comme la réunion de sujets distincts comme
la géométrie, qui a pour objet la compréhension du concept d’espace, I’algebre, art de ma-
nipuler les symboles, 1’analyse, science de I’infini et du continu, la théorie des nombres etc.
Cette division ne rend pas justice a I’un des traits essentiels des mathématiques qui est leur
unité profonde de sorte qu’il est impossible d’en isoler une partie sans la priver de son es-
sence. En ce sens les mathématiques ressemblent & un étre biologique qui ne peut survivre
que comme un tout et serait condamné a périr si on le découpait en morceaux en oubliant
son unité fondamentale.

L’une des caractéristiques de I’apprentissage des mathématiques, c’est la possibilité donnée
a tout étudiant de devenir son propre maitre et en ce sens il n’y a pas d’autorité en mathéma-
tiques. Seules la preuve et la rigueur y font la loi. L’étudiant peut atteindre par le travail une
maitrise suffisante pour pouvoir s’il le faut tenir téte au maitre. La rigueur, c’est étre siir de
soi, et a ’age ol I’on construit sa personnalité, se confronter au monde mathématique est le
moyen le plus slir de construire sur un terrain solide. Il faut, si ’on veut avancer, respecter
un équilibre entre les connaissances qui sont indispensables et le « savoir-faire » qui I’est
autant. On apprend les maths en faisant des exercices, en apprenant a calculer sans I’aide de
I’ordinateur, en se posant des questions et en ne lachant pas prise facilement devant la dif-
ficulté. Seule la confrontation réelle a la difficulté a une valeur formatrice, en rupture avec
ce pédagogisme qui complique les choses simples et mélange 1’abstraction mathématique
avec le jeu qui n’a vraiment rien a voir. Non, les mathématiques ne sont pas un jeu et I’on
n’apprend pas les mathématiques en s’amusant.

L’ouvrage qui suit est un cours soigné et complet idéal pour apprendre toutes les Mathé-
matiques qui sont indispensables au niveau de la Licence. Il regorge d’exercices (850) qui
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incitent le lecteur a réfléchir et ne sont pas de simples applications de recettes, et respecte
parfaitement I’équilibre nécessaire entre connaissances et savoir-faire, permettant a I’étu-
diant de construire des images mentales allant bien au-dela de simples connaissances mé-
morisées. Il s’agit d’un ouvrage de référence pour la Licence, non seulement pour les étu-
diants en mathématiques mais aussi pour tous ceux qui s’orientent vers d’autres disciplines
scientifiques. Il insiste sur la rigueur et la précision et va au fond des notions fondamentales
les plus importantes sans mollir devant la difficulté et en respectant constamment 1’unité des
mathématiques qui interdit tout cloisonnement artificiel. Il répond a une demande de tant
de nos collegues d’un ouvrage qui les aide a « redresser la barre », mais sera aussi un atout
merveilleux pour I’étudiant travaillant seul par la cohérence et la richesse de son contenu.
Il est 'ccuvre d’une équipe qui rassemble des mathématiciens de tout premier plan ayant
une véritable passion pour I’enseignement. Il était grand temps !

Alain Connes,
Meédaille Fields 1982,
Professeur au College de France.
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Avant-propos

Ce livre est le premier d’une série de trois ouvrages de mathématiques pour la licence!.

Il couvre les programmes de mathématiques des diverses filieres scientifiques de premiere
année. Il contient un cours complet, illustré d’exemples et d’applications, et des indications
historiques. De plus, il propose au fil du texte de nombreux exercices corrigés qui permet-
tront a I’étudiant de s’entrainer au fur et a mesure de son apprentissage. On trouvera aussi
ala fin de chaque « module » des exercices supplémentaires” avec des indications de solu-
tions. Une correction détaillée d’une grande partie de ces exercices est accessible sur le site
de I’éditeur.

Dans cette nouvelle édition nous avons tenu compte de 1’évolution récente des programmes
de I’enseignement secondaire (importante pour certains themes) et des modifications des
enseignements universitaires et, d’autre part, des remarques de nos lecteurs et de nos col-
legues enseignants.

Nos livres sont congus comme une aide a I’enseignement oral dispensé par nos collegues
dans les cours et travaux dirigés, en particulier par une construction « modulaire ». Les
différents sujets apparaissent, pour chaque année d’enseignement, groupés dans un seul
volume mais 1’ordre de lecture n’est pas imposé, et chaque étudiant peut se concentrer sur
tel ou tel aspect en fonction de son programme et de son travail personnel.

Ce livre peut étre utilisé par un enseignant comme ouvrage de base pour son cours, dans I’es-
prit d’une pédagogie encore peu utilisée en France, mais qui a largement fait ses preuves
ailleurs. Nous avons aussi pensé a I’étudiant travaillant seul, sans appui d’un corps profes-
soral.

Dans les mathématiques d’aujourd’hui, un certain nombre de théories puissantes sont au
premier plan. Leur maniement, au moins a un certain niveau, devra évidemment €tre acquis
par I’étudiant a la fin de ses années de Licence. Mais celui-ci devra aussi avoir appris a calcu-
ler, sans s’appuyer exclusivement sur les ordinateurs et les logiciels, a « se débrouiller » de-
vant un probléme abstrait ou issu des applications. Nous avons donc, a cette fin, mis en
place une approche adaptée. Nous insistons, des la premiere année, sur les exigences de
rigueur (définitions précises, démonstrations rigoureuses), mais les choses sont mises en
place de facon progressive et pragmatique, et nous proposons des exemples riches, dont

'Dans ce livre, les deux autres ouvrages seront notés L2 (Mathématiques Tout-en-un pour la Licence 2) et L3
(Mathématiques Tout-en-un pour la Licence 3).
2Certains, plus difficiles, sont marqués d’une ou deux étoiles
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I’étude met souvent en ceuvre des approches multiples. Nous aidons progressivement le lec-
teur a acquérir le maniement d’un outillage abstrait puissant, sans jamais nous complaire
dans I’abstraction pour elle-méme et un formalisme sec et gratuit : le coeur des mathéma-
tiques n’est sans doute pas un corpus de théories, si profondes et efficaces soient-elles, mais
un certain nombre de problemes dans toute leur complexité, souvent issus d’une réflexion
sur le monde qui nous entoure.

Historiquement les mathématiques se sont développées pendant des siécles en relation avec
les autres sciences. Apres une phase de « repliement sur elles-mémes », leurs interactions
se développent a nouveau vigoureusement (avec la physique, I’informatique, la mécanique,
la chimie, la biologie. ..). Nous souhaitons, au niveau de I’enseignement des premieres an-
nées d’université, accompagner ce mouvement et, en pratique, la mise en place ici ou la
de filieres scientifiques pluridisciplinaires avec une composante mathématique pure ou ap-
pliquée. Nous avons, par exemple, introduit de solides initiations aux probabilités et statis-
tiques et a I’algorithmique des ce volume de premiere année.

Malgré tout le soin apporté a cet ouvrage il est inévitable que quelques erreurs subsistent.
Nous prions le lecteur, qui pourra les signaler a I’éditeur ou a I’un des auteurs pour correc-
tion lors d’un nouveau tirage, de nous en excuser.

Une correction détaillée des 530 énoncés supplémentaires est accessible sur le site
http://www.dunod.com de I’éditeur a la page de ce livre. Ces corrigés sont au for-
mat pdf, ce qui permet facilement de faire une recherche sur un mot ou le numéro d’un
exercice ou d’imprimer une solution.

Edmond Ramis a enseigné de longues années en classes préparatoires et écrit une série
de livres pour ces classes. Ces livres ont fortement contribué a la formation de plusieurs
générations d’étudiants, finissant par acquérir un nom commun : « le Ramis ». Plusieurs de
ces étudiants sont maintenant enseignants-chercheurs ou chercheurs dans les universités. Au
début des années 2000, André Warusfel a eu I’idée de prolonger I’ceuvre d’Edmond Ramis
par une série d’ouvrages pour I’enseignement universitaire. André nous a hélas quittés.
Nous poursuivons I’édition de ces livres au plus prés de I’esprit initial.

Jean-Pierre Ramis


https://www.dunod.com/EAN/9782100888627

Notations
et vocabulaire

Vers 1870 Cantor, avec Dedekind puis Peano et quelques autres, créa la théorie des
ensembles. Elle fut d’abord mal accueillie et, plus tard, conduisit a une crise aussi
violente que féconde. Aujourd’hui cette théorie (au moins a son niveau élémentaire),
avec son langage et ses principales notations, est I’outil de base du mathématicien.
Apres Cantor apparurent un certain nombre de problémes : discussions entre Le-
besgue, Borel et Baire sur I’axiome du choix, graves paradoxes de la théorie des en-
sembles découverts par Russell (I’ensemble de tous les ensembles). Toujours au début
du xX° siecle, Hilbert entreprit de donner des bases solides, totalement indiscutables
(dans la ligne historique d’Aristote, Leibniz, Boole, Frege, Peano. . .). Il avait I’am-
bition de formaliser compleétement tout le raisonnement mathématique. Mais malgré
le génie de Hilbert, ce programme finit par un échec retentissant avec, en 1931, une
stupéfiante découverte de Godel (le théoreme d’incomplétude, relié a des paradoxes
classiques : un crétois dit que tous les crétois sont menteurs).

Toutefois, si la réponse de Hilbert était fausse, sa guestion était bonne ! En effet, elle
conduisit, entre autres, a I’invention des ordinateurs et a un extraordinaire dévelop-
pement de la programmation et du calcul. .. initiés par des travaux de von Neumann
et Turing (eux-mémes fortement influencés par le résultat de Godel). L’histoire n’est
pas finie et tout cela se prolonge dans d’importantes recherches récentes en informa-
tique théorique (comme par exemple les travaux de G.J. Chaitin, en relation avec le
concept physique de 1’entropie).

Ce premier module n’est évidemment pas a lire en premier | Mais il faut y revenir sans
cesse, au moins au départ, pour préciser tel ou tel point, lever telle obscurité appa-
rente, bref 1’utiliser comme un dictionnaire de scrabble ou un manuel de grammaire.
Certains passages (sur les cardinaux, ou les connecteurs logiques) peuvent paraitre
complexes a premiere vue. Cela correspond a de vraies difficultés et ne doit surtout
pas décourager le lecteur. Il est conseillé de s’y replonger plusieurs fois, en fonction
des besoins, et un jour son contenu sera devenu tout a fait abordable. Bonne lecture
discursive !






Fondements

Du paradis que Cantor a créé pour nous,
nul ne nous chassera (Hilbert).

La théorie des ensembles a été créée par Georg Cantor a la fin du X1X° siecle pour résoudre
des problemes d’analyse réelle. Elle a suscité des résistances psychologiques (certains ma-
thématiciens y voyaient de la métaphysique) et posé d’importantes difficultés logiques (la
« crise des fondements », au début du XI1X° siecle). Cependant, elle a rapidement investi les
autres parties des mathématiques; en particulier, I’algebre moderne, créée en Allemagne
entre les deux guerres mondiales, est entierement formulée dans le langage des ensembles.

Dans leur version moderne, toutes les mathématiques sont fondées sur la théorie des en-
sembles et tout objet mathématique est un ensemble. Ainsi, dans la théorie de Von Neu-
mann, on définit I’entier naturel n comme un ensemble particulier a n éléments; par
exemple, 0 := & (voir la section 6.3).

Nous adopterons un point de vue plus naif. Nos ensembles et nos applications contiennent
(ou mettent en jeu) des éléments, qui sont des objets mathématiques plus ou moins élé-
mentaires et dont on ne précise pas nécessairement la nature. Toutes ces « entités » sont
cependant soumises a des axiomes que nous rendrons explicites, autant du moins que ce
point de vue non formel le permet. Il ne s’agit pas a proprement parler de fondations des
mathématiques, mais plutdt de la mise en place de I’outillage de base qui interviendra dans
toutes les structures et toutes les théories qui seront exposées dans cet ouvrage. Ainsi, I’ex-
position n’est pas strictement linéaire : des exemples seront tirés des modules ultérieurs,
certaines définitions (lois de composition, nombres entiers, relations d’ordre) apparaitront
a plusieurs reprises si des points de vue différents le justifient. Notons que la section 6
(cardinaux) peut étre omise en premicre lecture
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Enfin, nous ne formaliserons pas la logique. Nous admettrons une connaissance intuitive
de la notion de vrai et de faux, de I’égalité et méme des entiers naturels. Des regles de
raisonnement seront décrites a la fin de ce module, alors que nous aurons déja suffisamment
de matiere pour les illustrer.

Une théorie exposée de manicre purement formelle et sans exemples serait bien in-
digeste ! Et par ailleurs, nous savons bien que dans le secondaire ont été rencontrés
de nombreux ensembles, en particulier les ensembles de nombres : N (entiers naturels), N*
(entiers naturels non nuls), Z (entiers relatifs), @Q (nombres rationnels), R (nombres réels),
R, (nombres réels positifs ou nuls), R% (nombres réels strictement positifs), C (nombres

complexes), etc. Tous ces ensembles seront redéfinis formellement! dans les modules cor-
respondants de ce cours. Cependant, le lecteur est invité a profiter de la connaissance intui-
tive qu’il en a déja pour illustrer les définitions et constructions qui vont suivre.

1 Ensembles

Le lecteur qui ne désire pas s’initier a I’axiomatique des ensembles peut aborder la lecture de
ce module a la page 7; s’il est familier avec les définitions de base, il peut méme commencer
par le théoreme 1 de la page 14.

1.1 Appartenance, éléments

Les ensembles sont formés d’éléments. Ce que sont ces derniers n’est pas précisé. On introduit donc
une relation particuliere entre un élément = et un ensemble F, la relation d’appartenance. Cette
relation s’écrit x € E/, ce qui se lit « = appartienta E », « x est élémentde E », « F contient x ».
Notons cependant que cette derniere formulation est ambigué, a cause de 1’inclusion (définition 2
de la page 7). La négation de la relation d’appartenance s’écrit : « € F, ce qui signifie que z € E
est faux, ou encore que —(x € E) est vrai (en logique, le symbole — signifie « non »). On lit : « x
n’appartient pas a E/ », etc.

Les ensembles les plus célebres sont N (dont les éléments sont appelés entiers naturels), 7 (dont
les éléments sont appelés entiers relatifs), Q (dont les éléments sont appelés nombres rationnels),
R (dont les éléments sont appelés nombres réels) et C (dont les éléments sont appelés nombres
complexes).

Axiome 1. L’axiome fondamental est I’axiome d’extensionalité pour les ensembles, qui dit
qu’un ensemble est totalement caractérisé par ses éléments :

(Vz,zr€e E©azeF) = E=F (1)
Lire : « deux ensembles qui ont les mémes éléments sont égaux ».

Dans la phrase entre guillemets, I’'usage de 1’article défini « les » (mé&€mes éléments) dit qu’il s’ agit
de fous les éléments : c’est pourquoi la formule (1) comporte un quantificateur Vz, qu’il faut lire
« quel que soit x », ou encore « pour tout T ».

Remarquons que I’implication réciproque va de soi, pour des raisons de logique pure. L’usage ma-
thématique veut en effet que, si I’on a une égalité £ = F, alors toute propriété vérifiée par E est

' A noter que I’ensemble N des entiers naturels sera méme construit deux fois : une premiére fois dans ce module
(entiers de Von Neumann, voir la section 6.3) et une deuxieme fois dans le module suivant. C’est cette derniére
construction qui doit ici étre regardée comme « officielle ».
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vérifiée par F' (« substitutivité de 1’égalité »). C’est méme ainsi que Leibniz définissait 1’égalité !
Pour en revenir a nos ensembles, sil’'ona E = F' et x € E, on en déduit que « € F'. Pratiquement,
on pourra prouver 1’égalité de deux ensembles par équivalence.

Exercice 1.

Déterminer I’intersection des droites D : y = 2x + 1 et D' : y = 3z — 2.

Solution. C’est1’ensemble des points (z,y) qui appartiennenta D eta D', ¢’est-a-dire qui satisfont
le systéme d’équations (y = 2z + 1, y = 3z — 2). Les méthodes de résolution du secondaire (par
équivalence, justement) permettent de déduire que (z,y) est solution de ce systéme si, et seulement
si, ¢ = 3, y = 7. Comme nous allons le voir, il y a un ensemble dont le seul élément est le point
P =(3,7),c’estlesingleton {P}.Onadonc: M e DND' < M € {P},d’oa DND" ={P}.

La plupart des axiomes qui vont apparaitre dans ce module mettront en jeu une certaine pro-
priété P(x) d’un élément indéterminé = (P s’appelle un prédicat®); un axiome dira alors que les
éléments x tels que P(x) est vrai forment un ensemble, autrement dit, qu’il existe un ensemble E
tel que Vo , © € E & P(x). Cela se lit : « quel que soit =, x € E si, et seulement si, P(z) ».
L’axiome d’extensionalité permettra alors de déduire que E est unique. En effet, si F' est un (autre)
ensemble tel que Vx , = € F < P(x), les régles usuelles concernant 1’équivalence logique en-
trainent: Vo , v € E < z € F',donc E = F'. Apres quelques exemples simples, ce procédé sera
systématisé en 1.2.

1.1.1 Construction d’ensembles finis

Nous allons commencer par les ensembles « finis » dans un sens intuitif, terme qui sera précisé a la
section 6.

Axiome et définition 2. Il existe un ensemble qui n’admet aucun élément.
dF : Vz, x € F. 2

On le note & et on I’appelle ensemble vide.

L’existence d’un (sous-entendu : « au moins ») ensemble qui n’a aucun élément (« un », article
indéfini, exprime I’existence, quantificateur 3) est le contenu de cet axiome. Mais, d’apres I’axiome
d’extensionalité, I’ensemble qui n’a aucun élément est unique. C’est pourquoi, dans la deuxieme
partie de la phrase, on dit /e (note), qui sous-entend I’unicité. La formule (2) peut donc étre renforcée
ainsi :

J\E : Ve, z <& E.
Le symbole 3! signifie « il existe un unique ».

Axiome et définition 3. Soit a un objet mathématique. L’ axiome du singleton dit qu’il
existe un ensemble dont le seul élément est a. On le note {a}, lire « singleton a ».

Notant F = {a},onadonc: Vz , © € E < x = a. D’aprés I’axiome d’extensionalité, un tel
ensemble est unique. Tout objet mathématique est donc élément d’un ensemble, et nous appellerons
donc élément un tel objet. Naturellement, {a} = {b} équivaut logiquementa a = b.

Axiome et définition 4. Soient a, b deux éléments (non nécessairement distincts). L axiome
de la paire dit qu’il existe un ensemble dont les seuls éléments sont a et b. On le note {a,b}.
Si a # b, on I’appelle « paire formée de a et b ».

%La notion de prédicat et son usage seront abordés de maniére plus détaillée  la section 7.2



6 1.1 « Fondements

D’aprés I’axiome d’extensionalité, I’ensemble {a,b} est unique. L’axiome de la paire implique
d’ailleurs celui du singleton : lorsque @ = b, on trouve {a,a} = {a}. On démontre de méme
que {a,b} = {b,a} par de la logique pure ! Pour tout x :

re{a,bl<= (r=aouzr=0b) <= (r=bouz =a) < z € {b,a},

et I’on applique I’axiome d’extensionalité. On prendra donc garde a ne pas confondre la paire {a, b}
et le couple (a,b) (ces derniers apparaitront a la page 10) : onn’a (a,b) = (b,a) quesi a = b.

Exercice 2.

Montrer que les ensembles &, {&}, {{@}} et {@, {@}} sont deux & deux distincts.

Solution. Seul le premier n’a aucun élément, il est donc différent de chacun des trois autres; par
ailleurs, puisque @ # {@} (on vient de le voir), les singletons correspondants sont différents. Le
dernier ensemble est une paire parce que & # {&}, il n’est donc égal a aucun des trois premiers.

1.1.2 Définition en extension

Chaque fois que 1’on se donne des objets ay, ..., a,, on dispose d’une version plus générale des
axiomes précédents.

Axiome et définition 5. Il existe un ensemble dont les seuls éléments sont aq,...,a,
(d’apres I’axiome d’extensionalité, il est unique). Cet ensemble est noté {a1,...,a,}. On dit
que I’on a défini cet ensemble « en extension », ¢’est-a-dire en énumérant ses éléments.

Exercice 3.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I'on ait I’égalité {ay,...,a,} = {a},
puis {ai,...,an} = .

Solution. La premiere égalité a lieu si, et seulement si, les objets ay, ..., a, sonttous égauxa a.La
seconde est en principe impossible. Il existe cependant une convention (en fait, un abus de langage)
selon laquelle, lorsque n = 0 (aucun objet!), la notation {a1,...,a,} désigne I’ensemble vide.

Pour n = 1,2, on retrouve les axiomes précédents. Au dela, on trouve les ensembles {a,b, c},
{a,b,c,d}, etc. La notation générale aq,...,a, est légérement abusive car elle sous-entend que
I’on sait interpréter les ... intermédiaires. Dans la pratique, on s’autorise des « définitions en ex-
tension incomplétes » comme {0, 2,...,2n} parce que I’on devine aisément la loi de formation des
éléments énumérés : ici, les entiers de la forme 2k, ou ’entier k varie de 0 a n. Par abus courant,
la méme notation s’emploie pour énumérer des ensembles infinis, comme N = {0,1,2,...} ou
I’ensemble 2N = {0,2,4,...} des entiers naturels pairs. Cela peut étre dangereux (ambiguité sur
la loi de formation) et cela cache en réalité des axiomes plus puissants. En fait, pour anticiper, on
a une suite (up)nen et 'ensemble {ug,u1,...} est 'ensemble image de cette suite, ¢’est-a-dire
I’ensemble {u,, | n € N}.

Exercice 4.

Reconnaitre I’ensemble {0, 1, —1,2,—2,...}.

Solution. 11 s’agit bien siir de I’ensemble Z. On peut le décrire a I’aide de la suite (uy,)nen définie
par les formules ug, = —p et ugp1 =p + 1.
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1.2 Deéfinition en compréhension

Dans des situations trés répandues, on a un prédicat P(z) (i.e. une propriété dépendant de 1’élément
indéterminé x) et I’on se demande s’il existe un ensemble F tel que Vx , x € E < P(x). Sic’est
le cas, E' est unique (axiome d’extensionalité).

Définition 1. Si un tel ensemble existe, on le note {x | P(z)}, ce qui se lit « ’ensemble des =
tels que P(x) ». On dit alors que la propriété P est collectivisante.

Exemples. Comme on I’a vu, les propriétés = # =, x = a, (x = aouz = b) (a et b étant fixés)
sont collectivisantes. Pour un ensemble F donné, la propriété x € E est évidemment collectivi-
sante, et 'on al’égalité £ = {z |z € E}.

Toutes ces précautions sont nécessaires parce que 1’on ne peut pas déclarer tous les prédicats collec-
tivisants :

Exercice 5.
L’un des plus vieux paradoxes de la théorie des ensembles concerne « I’ensemble des éléments
qui ne sont pas éléments d’eux-mémes », c’est-a-dire ’ensemble E := {z | ¢ z}. Ainsi,

Vo, x € E < x & x. Appliquer cette assertion & z := E.
Solution. On tombe sur la célebre contradiction :

FeE<—= E¢E.
L’existence d’un tel ensemble E entrainerait une contradiction. Selon les principes de la lo-

gique mathématique, cette existence est donc fausse, I’ensemble FE n’existe pas et la pro-
priété P(x) := (x ¢ x) n’est donc pas collectivisante.

Il nous faudra donc expressément déclarer par des axiomes que certains prédicats sont collectivisants
et que certains ensembles existent bel et bien, comme on 1’a fait pour les définitions en extension.
Cependant, dans I’immense majorité des cas, cela sera facilité par I’axiome suivant, appelé axiome
de séparation :

Axiome et définition 6. Soient £ un ensemble et P(x) une propriété des éléments de E .
Alors la propriété « P(z) et x € E » est collectivisante et 1’on note I’ensemble associé
{z € E| P(x)}, ce qui se lit « ’ensemble des x éléments de E tels que P(z) » .

Il n’existe donc pas d’ensemble de tous les ensembles : en effet, si un tel ensemble existait, selon
I’axiome de séparation, toute propriété serait collectivisante.

Exercice 6.

Les ensembles {z € R | 22 +1 =0} et {x € N| 2+ 1 = 0} existent-ils ?

Solution. Oui, d’apres I’axiome de séparation ! Mais ils sont évidemment vides (donc égaux). Ce
sont leurs éléments qui n’existent pas. ..

1.2.1 Inclusion, parties
Définition 2. On dit que I’ensemble F est inclus dans I’ensemble E, ce que ’on
note F' C F, si tous les éléments de F' sont éléments de E :
FCE < (Vz,z€F=zckE).

On dit aussi que F' est une partie ou un sous-ensemble de E'.
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On dit également que E contient F' (mais c’est ambigu a cause de la relation x € E qui
se dit aussi « I/ contient x »). L’ensemble vide est un sous-ensemble de tout ensemble.
Tout ensemble est sous-ensemble de lui méme. L'ensemble {z € E | P(z)} (c’est-a-dire
I’ensemble des éléments de F qui ont la propriété P) est un sous-ensemble de F .

Exercice 7.

A quelle condition a-t-on {a} C E? {a,b} C E? {a} C {b} ?

Solution. L’inclusion {a} C E (resp. {a,b} C E)est équivalente a I’appartenance a € E
(resp. aux appartenances a € F et b € E).

L’inclusion {a} C {b} est équivalente a I’égalité a = b.

En anticipant un peu sur les définitions ultérieures, on voit que la relation d’inclusion est
réflexive : £ C E, transitive : (E C F et FF C G) = E C G et antisymétrique :
(FE C FetF CFE)= FE = F; les deux premieres propriétés sont immédiates, la
troisieme est une simple traduction de I’axiome d’extensionalité. L’inclusion est donc une
relation d’ordre (définition 16 de la page 29).

Axiome et définition 7. Soit £ un ensemble. La relation  C E est collectivisante
et définit [’ensemble des parties de E, noté P(E).Onadonc: P(FE) :={z |z C E}.

Exemples. Le seul sous-ensemble de @ est @, d’ou I’égalité P(2) = {T}.
On vérifie de méme que P({a}) = {2, {a}} et que P({a,b}) = {2, {a}, {b},{a,b}}.
Enfin, P(P(2)) = {2, {2}}.

1.3 Constructeurs

1.3.1 Constructeurs élémentaires
Pour construire la réunion de deux ensembles quelconques, un nouvel axiome est requis.

Axiome et définition 8. Soient F et F' deux ensembles. Il existe alors un ensemble
G tel que :
Ve, z€G<= (x€ Eoux €F).

Cet ensemble (unique d’apres 1’axiome d’extensionalité) est appelé réunion ou union
de E etde F etnoté EU F. Ainsi, EUF :={z |z € Eoux € F}.

Rappelons que le « ou » des mathématiciens n’est pas exclusif : [Daffirmation
x € Eoux € F,n’exclut nullement que 'on ait x € E et x € F'. Ainsi, £ U F' contient
en particulier les éléments communs a E' eta F'.

Définition 3. Soient E et F' deux ensembles. L’ensemble des éléments de F qui
sont dans F' existe (axiome de séparation) et est unique (axiome d’extensionalité). On
I’appelle intersection de I et de F' et on le note &£ N F' :

Ve, z€e ENF <= (x € Eetx e F).

Ainsi, ENF :={x|x € Eetx € F}.
On dit que E et F' sont disjoints si leur intersection est vide.
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Onabiensir EFENF =FNE.

Définition 4. Soient E et F' deux ensembles. L’ ensemble des éléments de E qui ne

sont pas dans F' existe (axiome de séparation) et est unique (axiome d’extensionalité).
On I'appelle différence de E etde F etonlenote E \ F :

Ve, z€ E\F <= (r€FEetx ¢ F).
Ainsi, E\ F:={z |z € Eetax g F}.
Lorsque F' C E,1’ensemble E \ F est appelé complémentaire de F dans E etnoté CpF .

Remarquons d’ailleurs que I’on ne peut parler de complémentaire de 1’ensemble F' « dans
I’absolu », mais seulement relativement a un ensemble englobant F'.

Les opérations de réunion et d’intersection vérifient de nombreuses régles de nature algé-
brique, qui sont toutes tres faciles a vérifier une fois écrites :

Dans ces égalités, I/, F' et G désignent trois ensembles quelconques.

FU(FUG)=(FUF)UG (associativité de la réunion)
FUF=FUFE (commutativité de la réunion)
UE=FUg=F (’ensemble vide est neutre pour la réunion)
FUE=F (tout ensemble est idempotent pour la réunion)
ENn(FNG)=(ENF)NG (associativité de I’intersection)
ENF=FNE (commutativité de I’intersection)
ONE=FNoa=9 (’ensemble vide est absorbant pour I’intersection)
ENE=FE (tout ensemble est idempotent pour I’intersection)

EN(FUG)=(ENF)U(ENG) (distributivité¢ de I'intersection par
rapport a la réunion)
FEU(FNG)=(EUF)N(FUG) (distributivité¢ de la réunion par
rapport a I’intersection)
FECF<FENnF=F

FCF<«~—FUF=F.

A titre d’exemple, démontrons les deux derniéres régles, en commencant par les implica-
tions directes (ce qui signifie, de gauche a droite). Supposons donc I'inclusion £ C F'. En
ce qui concerne la premiére égalité a démontrer, on a a priori U'inclusion (E N F) C E.
Par ailleurs, on a a la fois £ C FE (toujours vrai) et & C F (c’est I’hypothese),
donc E C (E N F) (par définition de I’intersection). De la double inclusion (E N F) C E
et E C (ENF), on déduit enfin la premiere égalité désirée : (ENF) = E. L’autre égalité
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se démontre également par double inclusion : I’inclusion F' C (E U F') est toujours vraie,
I’inclusion réciproque (F U F') C F vient (par définition de la réunion) de ce que £ C F
(c’est 'hypothese) et F' C F' (toujours vrai).

Démontrons maintenant les implications réciproques (ce qui signifie, de droite a gauche).
Supposons d’abord (E N F') = E. Alors tout élément de F est élément de E N F' (ces
ensembles ont mémes éléments puisqu’ils sont égaux) donc de F' : autrement dit, £ C F',
comme espéré.

Supposons maintenant que (E U F') = F'. Alors tout élément de F est élément de £ U F
(évidemment) donc de F' (qui est égal au précédent), et I’on a encore £ C F'.

Exercice 8.

A quelle condition a-t-on EUF = ENF?

Solution. Puisque (ENF) C EC (EUF) et (ENF) C F C (EUF),I’égalité ci-dessus
entraine ' = F'; la réciproque est immédiate.

L’union, I'intersection et la différence de deux parties d’un ensemble £ sont encore des
parties de E'. Anticipant un peu sur la section 4, on peut donc les considérer comme des
lois de composition interne sur P(E). Outre les régles algébriques énoncées plus haut,
I’ensemble P(E) muni des lois U et N vérifie les propriétés suivantes :

F' et G désignent des parties de I’ensemble E'.

ENF=FNE=F (ensemble E est neutre pour I’intersection)
FUF=FUE=F (ensemble E est absorbant pour la réunion)
Ce(CgF)=F (involutivité du passage au complémentaire)

Ce(FUG) = (CgF)Nn(CeG) (e passage au complémentaire est un
morphisme U — M)

Ce(FNG) = (CgF)U(gG) (le passage au complémentaire est un
morphisme N — U)

Les deux dernieres formules sont connues sous le nom de lois de Morgan. Les deux pre-
micres lois sont immédiates d’apres les regles précédentes. La troisieme loi découle de
I’équivalence : Vo € E, 2 € F < = € [gF. La démonstration des lois de Morgan repose
sur des regles logiques : soient P et () deux assertions; alors la négation de « P et () » est
«mnon P ounon @ », et la négation de « P ou () » est « non P etnon () ». On applique
ici ces régles a ’assertion P := (x € F') etal’assertion @ := (z € G).

1.3.2 Produits cartésiens

On suppose que 1I’on sait former a partir de deux objets a et b un couple (a,b) de maniere
a satisfaire la regle suivante :

Va , Vb, Ve, Vd, (a,b) = (¢,d) < a=cetb=d.
L’exercice I.1.1 de la page 57 suggere une construction d’un tel objet, due au mathéma-
ticien polonais Kuratowski. Les éléments a et b sont respectivement appelés premiére et
seconde composante (ou encore coordonnée) du couple (a,b). Si z = (a,b), on écrit par-
fois a = p1(x) et b = pa(x).
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Axiome et définition 9. Soient F et F' deux ensembles. Il existe un ensemble
G dont les éléments sont les couples (a,b) formés d’un élément a € E et d’un élé-
ment b € I :

G:={x|JacEetIbeF : xz=(ab)}
D’apres I’axiome d’extensionalité, un tel ensemble est unique. On le note £ x F' et on
I’appelle produit cartésien des ensembles E et F'. De maniere équivalente :

ExF :={(a,b)|ac E et be F}.

Plus généralement, a partir de n éléments ay, ..., a,, on peut former le n-uplet (ou encore
n-uple) © = (a1, ...,ay), dont les n composantes (ou coordonnées) sont a; = p1(z),...,
an = pp(z). Pour n = 3,4,5,..., on parle de triplets, quadruplets, quintuplets, etc. On a
la regle :
Yay , ..., Ya,, Vby, ..., Vb,
(al,...,an) = (bl,...,bn) <—a, =biet ... eta, =0b,.

L’axiome ci-dessus se généralise ainsi : les n-uplets (aj,...,a,) formés d’éléments
a1 € Fi,...,a, € FE, forment un ensemble, le produit cartésien Fn x --- x E,. Si

I’un des E; est vide, on ne peut former aucun n-uplet car il n’y a aucune possibilité pour sa
jeme composante. Si tous les F; sont non vides, en choisissant un élément a; dans chacun
des E;, on forme un n-uplet (aq,...,a,) qui est élément de E; X --- X E,,. On en conclut
que le produit cartésien Fq X --- X Ey, est vide si, et seulement si, I’un des ensembles E;

est vide.

L application stricte des régles entraine que (z,(y,z)) # ((z,9),z) (ces deux couples
n’ont pas pas la méme premiere projection). Cependant, on les identifie fréquemment
a (z,y, z). De méme, on identifiera les ensembles produits £ X (F' x G) et (£ x F) x G
a F x F x (. Cette convention se généralise naturellement a des produits plus compliqués.
On pose souvent E™ = E x --- X F (n facteurs). Avec les identifications précédentes, cela
revient a poser El'=E, puis, par récurrence, Etl = E x E" (ou E™ x E, au choix).
La diagonale de E™ est I’ensemble {x € E" | p1(x) = -+ = pp(z)}. On peut également
le décrire comme {(z,...,z) | x € E}, oule uplet (x,...,x) a n composantes.

2 Applications

Nous abordons ici I’étude des applications, qui ne sont autres que les fonctions, mais avec
un nom savant et une théorie plus précise. Cependant, comme pour les ensembles, nous ne
partirons pas d’une définition formelle.

2.1 Applications et graphes

Une application d’un ensemble E dans un ensemble F' est (naivement) un « procédé » (non
précisé) qui associe a chaque élément x € E un élément f(z) € F. Une telle application
estnotée f: £ — F

x —  f(x).
L’élément f(x) € F est appelé image de I’élément = € E par I’application f.
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L’ensemble E est appelé ensemble de départ (ou encore source) de I’application f ; 1’en-
semble F' est appelé ensemble d’arrivée (ou encore but) de f.1ly a un axiome d’extensio-
nalité pour les applications :

Axiome 10. Deux applications f et g de E dans F sont égales si, et seulement si,
elles attribuent la méme image a tout élément de E :

f=9 <= VzekE, f(z)=g(2)

En principe, lorsque 1’on connait I’application f, sa source et son but sont donc déterminés.
Dans la pratique, on a tendance a identifier deux applications f et g de méme source F
des qu’elles vérifient la relation Vo € E : f(x) = g(x) : par exemple, les applications
f+ R — R et g: R — R4
r — 22 r — 22
Cela peut poser probleme, par exemple lorsque 1’on discute de la surjectivité (cf. la défini-
tion 7 de la page 14) : I’application g est surjective, alors que 1’application f ne I’est pas.
On fait appel au bon sens du lecteur pour vérifier que ce qu’il écrit a bien un sens.
Exemples.
1. Pour tout ensemble E, I’application x — = de E dans lui-méme est appelée appli-
cation identité de E et notée Idg.
2. Les ensembles E et F' étant quelconques (ce dernier non vide), on peut définir, pour
tout @ € I, ’application = — a de E dans F' : c’est une application constante.
3. Si E C F, I'application x — x de I dans F' est appelée application canonique ou
injection canonique de E dans F'.
4. Si f est une application de F dans F et si E/ C FE, on peut définir I’applica-
tion z +— f(z) de £’ dans F'. Elle est appelée restriction de f a E' et notée fp.
5. 81 F' C Festtelque Vo € E, f(z) € F', I’application « — f(x) de E dans F’
est appelée corestriction de f a F'.
6. Si E = &, on convient qu’il y a une et une seule application de E' dans F', appelée
application vide. Par I’abus mentionné plus haut, c’est la méme quel que soit F'.
7. Si F =g et E# @,iln’y a aucune application de F dans F'.
8. Soient Fjy,...,E, des ensembles. Pour chaque ¢ = 1,...,n, 'application

i+ (T1,...,2n) — x; (sa jeme composante) de Fy x --- x E, dans E; est ap-

pelée €€ projection ou ™€ application coordonnée.

9. Soient E, F1, I, desensembles et f; : E — Fj et fo : E — F5 des applications. On
en déduit une application = — (f1(z), f2(x)) de E dans Fy x Fj. Cette application
peut étre notée < f1, fo >, voire (f1, f2), avec toutefois, dans ce cas, un risque de
confusion avec le couple formé de f; et f.

Plus généralement, on peut définir < f1,...,f, > EF — F} X -+ X F},.

10. Soient Ei, Fo, I, F> des ensembles et f; : By — Fj et fo : Fo — F5 des ap-
plications. On en déduit une application (z1,xz2) — ( fi(zr), fg(:vg)) de F x Ey
dans F7 x Fy. Cette application est notée f1 X fa.

Plus généralement, on peut définir f1 X --- X f, : By X -+ X By = F1 X -+« X F,.
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Définition 5. On appelle graphe de 'application f : E — F I’ensemble :
I'y:={(z,y) e ExXF|y=f(x)}

On peut également le décrire comme {(z, f(z)) | € E}. En vertu de I'axiome d’exten-
sionalité, deux applications de méme source et de méme but sont égales si, et seulement si,
elles ont le méme graphe. Certains ouvrages définissent d’ailleurs une application comme
un triplet (E,T, F),ou I' C (E x F') vérifie la propriété suivante :
Vee E,3lye F : (z,y) €l

autrement dit, tout x € E a une unique image y € F'.
Exemples.

1. Le graphe de Idg est la diagonale de E?.

2. Le graphe de I’application constante x — a est E x {a}.

3. Le graphe de la restriction [’ = figrest Ty =Ty N (E' x F).

4. Le graphe de I’application vide est I’ensemble vide.

2.2 Images et antécédents

Définition 6. Soit f : £ — F une application. On appelle antécédent d’un élé-
ment y € F' par ’application f tout élément = € E tel que f(z) = y.L ensemble des
éléments de F' qui admettent un antécédent par f est une partie de F' appelée ensemble
image ou image de f et notée Im f :

Imf:={yeF|dxeFE : y=f(z)}

On écrit également Im f := {f(x) | z € E}. Il ne faut en principe pas confondre ensemble
image et ensemble d’arrivée, tout particulierement lorsque la question de la surjectivité
est en jeu. Pour tout sous-ensemble A de F, I'image Im f|4 (pour cette notation, voir
I’exemple 4 de la page précédente) de la restriction de f a A est I’ensemble des éléments
de F' qui ont un antécédent dans A. Ce sous-ensemble de F' est appelé image de A par f
etnoté f(A) :

f(A)={yeF[azeA:y=f(z)}
On écrit également f(A) = {f(x) | = € A}. Ces deux définitions sont liées : on vérifie
sans peine que Im f = f(E) etque f(A) =Im f4.
Exemples.

1. L’application Idr a pour ensemble image E. Une application constante = — a a
pour ensemble image {a}. L’image de 1’application vide est vide. L’image de I’ap-
plication z ~— 22 de R dans R est R, .

2. Selon le module IV.2, I'image par une application continue f : R — R d’un in-
tervalle I C R est un intervalle (théoréme des valeurs intermédiaires); si I est un

segment, ¢’est-a-dire un intervalle fermé borné, f(I) est lui-méme un segment (théo-
réme des bornes).
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Un cas particulier intéressant est celui ot ¥ = F';si f : B — FE,onditque A C F
est stable par f si f(A) C A. Dans ce cas, par restriction et corestriction on obtient une
application induite sur A. Par exemple, {z} est stable si, et seulement si, f(x) = x : on
dit alors que x est un point fixe de f.

Voici quelques regles de calcul concernant I’image d’une partie de E par une applica-
tion f : £ — F.Ici, A et B désignent des parties de F :

f(o) =2,
f(AUB) = f(A) U f(B),
f(ANB) C f(A)N f(B),

FB)\ f(A) C f(B\ A),

AC B= f(A) C f(B).

A titre d’exemple, discutons la troisieme regle. Si x € AN B, alors z € Aetz € B,
donc f(x) € f(A) et f(z) € f(B),donc f(x) € f(A) N f(B). Tentons le raisonnement
réciproque. Soit y € f(A) N f(B). Alors y = f(a) pourun a € A et y = f(b) pour
un b € B. Si f est injective (cf. définition 8 de la page ci-contre), on a nécessairement
a=be ANBetye f(AN B), ce qui nous apporte une regle supplémentaire :

f injective = f(ANB) = f(A)N f(B).

Si I’on ne suppose pas f injective, cette égalité peut étre fausse : prendre :
E=F=R, [z 2, A=R* et B=R}.
Alors ANB = @,donc f(ANB) = @, mais f(A) = f(B) = R’ ,donc f(A)Nf(B) =

Définition 7. L’application f : E — F est dite surjective si tout élément de F' admet
(au moins) un antécédent, autrement dit, si Im f = F' :

fsurjective <= (Yy € F, dz € E : y = f(x)).

On parle alors d’application de £ sur F', ou encore de surjection.

Exemples. 1”application Idg est surjective. Une application constante n’est surjective que
si son ensemble d’arrivée est un singleton. Soit f : £ — F' une application quelconque
et soit F/ := Im f. Alors la corestriction f : £ — F’ est surjective. Par exemple, 1’ap-
plication = — z? de R dans R n’est pas surjective, alors que sa corestriction & R, est
surjective.

Théoréeme 1 (de Cantor).
Il n’existe aucune application surjective d’un ensemble E sur P(E).

Démonstration. Soit f : E — P(E) une application quelconque. Considérons 1’ensemble
F:={x e E |z ¢& f(x)}. Puisque, pour x € E, f(z) C E, lacondition z ¢ f(x) a
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un sens. L’axiome de séparation garantit ’existence de F' C E'. Nous allons montrer que
I’élément F' de P(FE) n’est I'image par f d’aucun élément a de E, ce qui impliquera que
f n’est pas surjective. Si I’on avait f(a) = F pour un certain a € E, de I’équivalence
Ve e E, z € F < xd f(x) (qui est la définition de F') on déduirait, en remplagant
x par a, I’équivalence : a € F < a € f(a), c’est-a-dire a € F < a ¢ F, ce qui est
absurde. On ne peut donc avoir f(a) = F.

Définition 8. On dit que I'application f : E — F est injective (ou que c’est une
injection) si tout élément de F' admet au plus un antécédent :
f injective <= (Vz,2' € E, f(z) = f(2') = 2z = 2/).
On ditque f : E — F est bijective (ou que c’est une bijection) si elle est a la fois sur-
jective et injective, autrement dit si tout élément de F' admet exactement un antécédent :
[ bijective <= (Vy e F, 3z € E : y= f(x)).

Rappelons que la notation 3!z signifie « il existe un unique x tel que ... »

Exemples.
1. L’application Idg est toujours bijective.
2. Soit f : E — F une application injective et soit F' = Im f.
Alors la corestriction f : £ — F’ est bijective.

3. Soit [ une partie de R. Si f : I — R est strictement croissante (ou strictement
décroissante), elle est injective.

Exercice 9.

Soient £ = {a} et F' = {b, c}. Existe-t-il des surjections (resp. des injections, des bijec-
tions) de ¥ dans F'?

Solution. Si b # c, il y a deux applications de F dans F' (respectivement définies
par a — b et a — c), et elles sont toutes les deux injectives et non surjectives. Si b = c, il
n’y a qu’une application (définie par a — b) et elle est bijective.

Définition 9. Supposons I'application f : E — F bijective. En associant 2 tout
élément y € F son unique antécédent par f, on définit une application de F' dans F.
Cette application est appelée application réciproque de I’application f (ou simplement
réciproque de f)etnotée f~!. Elle est caractérisée par la relation :

VeeE,YyeF,y=f(z) = z=[f1y).

Il en résulte évidemment que f~' est également bijective et que sa réciproque
est (f~1)~! = f. Pratiquement, on calcule f~!(y) en résolvant I’équation f(x) = y
d’inconnue z ; en principe, cette équation doit avoir une unique solution x = f~1(y).

x —T

Exemple. La fonction z +— sinhx := % de R dans R (« sinus hyperbolique »)

est strictement croissante (sa dérivée est strictement positive sur R). Elle est donc injective.
Comme ses limites en 0o sont +oc0, 'intervalle Im f est R. Elle est donc bijective.
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x efx

2
auxiliaire X = e”. Celle-ci doit avoir pour valeur I’'unique racine strictement positive de

Pour calculer z = f~!(y), on résout 1’équation = gy en prenant pour inconnue

I’équation X2 — 2yX — 1 = 0, donc X = y + /y2+ 1; l'application réciproque est

doncy»—>ln<y+\/y2+1>.

Définition 10. Soient f : E — F et g : F — G deux applications.
L application z — g(f(x)) de E dans G est appelée composée de f et g etnotée gof .

Sideplus h: G — H,alors ho(go f) = (hog)o f : c’est I'application  — h(g(f(z)))
de E dans H. On prendra garde que, dans la composition g o f, c’est f qui « agit » en
premier, bien que cela se lise « g rond f ». Il peut étre utile de visualiser 1’action a I’aide

d’un diagramme : F RN T N

z D f@) S g(f@),
Exemples.
1. Pour toute application f: £ — F,onaldpof = foldg = f.
2. Si f estbijective,ona f~'o f =Idget fo f~! =1dp.
3. Si f ou g est constante, alors g o f est constante.
4. On ne peut composer fo f quesi £ = F.
5. On ne peut composer f o g et go f que si la source de ’'un est le but de 1’autre et

réciproquement. On ne peut se poser la question de I’égalité fog = go f que si, en
outre, ces deux ensembles sont égaux.

6. Soit f: R — Retsoit g: x — x4+ 27. Alors fog = go f si, et seulement si,
I’application = — f(x) — x est 27 -périodique.
Comme le montre le dernier exemple, on n’a pas, en général f o g = g o f, méme si les
deux applications ont pour source et but un méme ensemble E'.
La composée de deux applications injectives (resp. surjectives, resp. bijectives) est une ap-
plication injective (resp. surjective, resp. bijective). Dans le cas ou f et g sont bijectives,
ona:
(gof) ' =flogh.

Pour le montrer, on résout (g o f)(x) = z.
Cela équivaut a g(f(z)) = z,donca f(z) =g '(z),doncaz = f~1(g7'(2)).

En fait, il y a de nombreuses regles de ce genre. Soient f : . — F et g : ' — G deux
applications.
1. Si f est bijective, alors g o f est injective (resp. surjective, resp. bijective) si, et
seulement si, g 1’est.
2. Si g est bijective, alors g o f est injective (resp. surjective, resp. bijective) si, et
seulement si, f I’est.
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3. Si go f estinjective, alors f est injective.
4. Si g o f est surjective, alors g est surjective.

Nous démontrerons seulement les deux derniéres, et nous recommandons chaudement au
lecteur de prouver les autres a titre d’exercice. Supposons g o f injective. Alors on a les
implications :

fl@) = f@) = g(f(2)) = g(f(z)) = (g0 /)z) = (g0 f)a') = v =2/,

d’ou ’injectivité de f. Supposons maintenant g o f surjective, et soit z € G. Soit x € F
un antécédent de z par g o f. Alors f(x) € F' est un antécédent de z par g, qui est donc
bien surjective.

Définition 11. On définit I’image réciproque f~'(B) de B C F par I’applica-
tion f: E — F comme I’ensemble des antécédents par f des éléments de B :

VBCF, f{(B):={zcE| f(z) € B}.

1l arrive parfois que I’on note f~!(y) I’ensemble f~1({y}) des antécédents d’un élé-
ment y € F par f. Avec cette notation, on voit que f surjective (resp. injective, resp.
bijective) si, et seulement si, chaque f~!(y) est non vide (resp. vide ou un singleton, resp.
un singleton).

Il y a un risque de confusion avec la notation de 1’application réciproque (et certains
A ouvrages utilisent d’ailleurs des notations distinctes). Si f est bijective, ’image
réciproque f~1(B) de B C F par f : E — F est égale a I'image f~1(B) de B C F
par f~': F — E, etiln’y a pas de probléme. Mais I’emploi de 1’écriture f~! ne signifie
pas nécessairement que f est bijective. D’autre part, si f est bijective et si z € F est
I’'unique antécédent de y, il ne faut pas confondre 1’image réciproque f~1({y}) = {z},
parfois notée f~!(y), et I'image de y par 1’application réciproque f~!(y) = x.

Voici quelques regles de calcul concernant 1’image réciproque d’une partie de F' par une
application f: F — F' :

f(9) =2,

fTUR) =B,
fTHAUB) = fTHA) U FY(B),
fTHANB) = fTHA) N FY(B),
FTHUBNA) = fH(B)\ 1A,

AcCcB= fY(A) c fYB).

Démontrons par exemple la cinquieme regle. On procede par équivalences :
la relation = € f~1(B)\ f~!(A) équivaut a x € f~1(B) et z & f~(A), c’est-a-dire
a f(r)e Bet f(x) ¢ A,donca f(z) € B\ A, d’ou la conclusion.
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2.2.1 Diagrammes

Lorsqu’il y a plusieurs ensembles et plusieurs applications entre ces ensembles, il peut étre commode
d’utiliser des diagrammes comme celui-ci :

E 1, F

lu JVU

ol R
Il arrive fréquemment que I’on veuille exprimer la propriété suivante : si I’on part d’un élément z
de ’'un de ces ensembles et que I’on calcule ses images successives jusqu’a arriver dans un autre
ensemble du diagramme, le résultat obtenu ne dépend pas du chemin choisi. On dit alors que le dia-
gramme est commutatif. Dans le diagramme ci-dessus, on partiraitde = € E, et1’on irait jusqu’a F”.
Si le chemin choisi est horizontal puis vertical, le résultat est v( f (x)) € F'; si le chemin choisi
est vertical puis horizontal, le résultat est f’ (u (x)) € F'. Dire que ce diagramme est commutatif

signifie donc que Vz € E, f'(u(z)) = v(f(x)), c’est-a-dire que f'ou=wvo f.

Exemple. La périodicité d’une fonction de variable réelle peut s’exprimer R T R
par un diagramme commutatif. Notons 7%, la translation = — = + 27 de
R dans lui-méme. Une fonction f de R dans lui-mé&me est 27 -périodique

si, et seulement si, le diagramme suivant est commutatif :

Exemple. Anticipons un peu sur la section 4. Supposons que 1’on ait une loi
de composition interne notée * sur ’ensemble E et une loi de composition
interne notée * sur ’ensemble F'. Soit f : £ — F une application. l Ixf l f
Dire que f est un morphisme pour les lois * et x équivaut a dire que le dia-
gramme ci-contre est commutatif, ol I’on a respectivement noté mpg et mp
les applications (z,y) — x *y de E x E dans E et (z,t) — zxt de F x F dans F.

Les deux diagrammes ci-dessous illustrent ainsi les propriétés correspondantes du logarithme et de
I’exponentielle (et I’addition sur R, resp. la multiplication sur R* ont simplement été notées +,
resp. X ).

R: x Rt —— R% RxR —— R
Jrln X In lln Jrexp X exp Jrexp
RxR —F 5 R R% x R = R%

2.3 L’ensemble F(E, F) des applications de E dans F

Axiome 11. Les applications de I’ensemble E dans 1’ensemble F' forment un en-
semble, noté¢ F(E, F').

Exemples.
1. L’ensemble F (&, F) est le singleton dont 1’unique élément est 1’application vide.

2. L’ensemble F({a}, F') est en bijection naturelle avec F' par I’application f — f(a)
de F({a}, F) dans F'. En effet, connaitre une application f de {a} dans F revient
a connaitre I'image f(a) € F'.
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3. Si a # b, 'ensemble F({a,b}, F) est en bijection naturelle avec F? par I’appli-
cation f — (f(a), f(b)) de F({a,b},F) dans F? (connaitre une application f
de {a,b} dans F revient a connaitre f(a), f(b) € F).

4. L’ensemble F(FE, o) estvide si F # & (et un singleton si £ = &).

5. L’ensemble F(E,{a}) est le singleton dont I'unique élément est I’application
constante de valeur a.

6. L’ensemble F(FE,{0,1}) est en bijection naturelle avec P(E) ; en effet, connaitre
une application f de E dans {0,1} revient & connaitre le sous-ensemble A C FE
des antécédents de 1, car alors B = [z A est le sous-ensemble des antécédents de 0.
Nous retrouverons ce raisonnement en 3.4, lors de 1’étude des fonctions caractéris-
tiques.

7. La composition des applications induit une application (f,g) — g o f de
F(E,F)x F(F,Q) dans F(E,Q).

8. Lapplication (f,g) — < f,g > de F(E,F)x F(E,G) dans F(E, F x G) estune
bijection.

9. Soit A C E. L’application f ~ fi4 vade F(E,F) dans F(A, F).
Si de plus B C E, on obtient ainsi une application f — (f|a, fip) de F(E,F)
dans F(A,F) x F(B,F). Si AU B = E, cette application est injective;
si AN B = @, elle est surjective; si B est le complémentaire de A dans F, elle est
donc bijective. La preuve de ces affirmations est laissée au lecteur.

On verra dans le module II.1 (théoréme 24 page 78) que si E et F' sont finis de cardi-
naux respectifs n,p > 1, alors F(FE, F') est fini de cardinal p™. Cela explique que 1’en-

semble F(E, F) soit parfois noté F'¥. Les propriétés élémentaires des puissances :
()" =p"p",

Pt =",

(pn)m — pnm

peuvent alors étre interprétées en termes de bijections. Par exemple, la premicre et la se-
conde de ces égalités correspondent respectivement a 1’avant-derniere et a la derniere des
bijections ci-dessus; et la troisiéme a une bijection de F(E, F(F,G)) dans F(E x F,G),
qu’on laissera le lecteur expliciter et démontrer. L’analogue des propriétés élémentaires des
puissances (rappelées ci-dessus) pour les cardinaux généraux (finis ou infinis) fait I’objet de
I’exercice 1.1.27.

3 Suites et familles
3.1 Suites d’élements d’un ensemble

Une notion fondamentale introduite et étudiée dans le secondaire est celle de suite de
nombres réels : ug,u1,... € R. Chacun des termes de la suite est affecté d’un indice :
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I’indice du terme général wu,, est n. Avant d’en donner une définition formelle, quelques
remarques s’imposent :

e Pour distinguer une suite de ses termes, on notera en général (u,)nen ou (uy)n>0 ou
encore, pour alléger la notation, tout simplement (u,,). On pourra donc dire au choix
«la suite (uy,) » ou «la suite de terme général wu,, ».

e Une suite ne commence pas nécessairement au terme d’indice 0. On peut considérer
la suite wuj,us, ..., que I’on notera donc au choix (u,)pen+ ou (up)n>1. On peut
considérer plus généralement une suite (uy)n>n, commencant a I’indice ng € N.

e Les termes de la suite ne sont pas nécessairement des réels : on peut s’intéresser a des
suites de complexes, de points du plan, de fonctions ...

Dans tous les cas, le processus consiste a associer a chaque entier n € N (voire, dans les
cas particuliers, n € N*, etc) un élément w,, d’un ensemble : R ou C ou le plan, etc. On
reconnait une application! Seule la notation differe : on écrit u,, au lieu de u(n).

Définition 12. On appelle suite d’éléments de I’ensemble E une application u de N
oude N* dans F.L’image u(n) est notée u,, et appelée ferme de la suite et n est son
indice ; on dit encore que le terme wu,, est indexé par n.L’ensemble F (N, F) des suites
indexées par N est alors noté EN. De méme, ’ensemble F(N*, E) des suites indexées
par N* est noté E" | etc.

Comme observé plus haut, on admet en fait d’autres ensembles de départ, de la forme

{no,no+1,...} = N\{0,...,n0 — 1}. Il arrive au contraire que ’on ne considere que
des termes indexés par les indices O,...,n,resp. 1,...,n : on parle alors d’une suite finie,
notée (ug,...,uUn), resp. (U, ..., up).

Soit J C N un sous-ensemble infini de N. La restriction a J de I’application n — u,,
peut étre considérée comme une suite extraite, également appelée sous-suite. Par exemple,
$i (Up)nen € RN est une suite de réels, en se restreignant a 'ensemble J des indices
pairs 2N C N, on obtient une suite extraite (uy,)neon, que 1’on notera plutdt (w2, )nen-
Pratiquement, pour définir une sous-suite de la suite (uy)nen, on définit une suite stric-
tement croissante d’indices : ng < n; < ---, et 'on considere la suite (up, )ren. Un
exemple détaillé est traité dans 1’exercice 1.1.0 a la fin de ce module.

3.2 Familles d’éléments d’un ensemble

Nous allons dans cette section étendre la notion de suite au cas ou les indices parcourent un
ensemble encore plus général.

Définition 13. Une famille d’éléments de I’ensemble E indexée par I’ensemble I est
une application de I dans E. On note sous la forme z := (z;);cs une telle famille,
I’image de I'indice i € I étant I’élément x; € E. LU'ensemble F(/, E) de ces familles
est alors noté E7.

Ce changement de notation est une opération psychologique : on met en avant les va-
leurs x; € E, le rOle des indices i € I étant de les repérer.
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Exemples.

1. En prenant [ := N ou I := N*, on retrouve la notion de suite :

(Tn)nz0 == (x0,21,22,...) ou (xp)p>1:= (x1,22,...).

2. Enprenant I :={0,1,2,...,n}ou l :={1,2,...,n} onretrouve la notion de suite
finie (zg,z1,z2,...,2y) ou (T1,22,...,Tp).

3. Soit J C I un sous-ensemble d’indices. Par restriction a J de I’application ¢ — x;,
on obtient une famille (z;);cs indexée par J : on dit que c’est une famille extraite.
Si I =N et J C N, on reconnait la notion de suite extraite ou sous-suite.

4. Soit ¢ : K — I une application entre les ensembles d’indices K et I. Par composi-
tion de ¢ avec I’application i +— x;, on définit une famille (2, ))rex € EX  Dans
le cas ou ¢ est injective, c’est une bijection de K sur un sous-ensemble J de I, et
cette construction est équivalente a la précédente. Par exemple, prenant K = [ = N
et o(n) = 2n, on voit que ¢ est une bijection de N sur 2N C N. Si (uy,)neny € RY
est une suite de réels, on retrouve la suite extraite (uy)nec2n, que 1’on notera plu-
tot (u2n )neN -

5. Si I’ensemble I des indices est un produit cartésien : [ := J x K, il est d’usage
d’employer la « biindexation » (2 1)jcsrex € E7XK Cest le cas de la famille des
coefficients d’une matrice (module 11.4).

6. Si I est’ensemble vide (ce qui peut arriver), on parle de famille vide.

Malgré son apparente lourdeur, la notion de famille d’éléments indexée par un ensemble
d’indices est d’une extréme commodité. Ainsi, lorsque 1’on veut opérer sur tous les éléments
d’un ensemble quelconque F, il est fréquent que 1’on préfere les considérer comme les
termes x; d’une famille. 11 suffit pour cela de prendre I = E et de poser x; = ¢, autrement
dit de prendre la famille qui correspond & I’application Idg. On dit que c’est la famille
canoniquement associée a ’ensemble E .1’usage est de la noter (x;);cr, comme n’importe
quelle famille, mais en gardant a I’esprit que chaque élément de E' y apparait une fois et
une seule. Par exemple, en algebre linéaire, on considérera parfois les bases comme des
ensembles de vecteurs, parfois comme des familles de vecteurs : dans ce dernier cas, on
aura ’usage de notations comme ) \;x;, etc.

icl
3.3 Familles d’ensembles
Nous appellerons famille d’ensembles indexée par I’ensemble I la donnée, pour chaque
indice 7 € I,d’un ensemble F;.Ce n’est pas réellement une définition car nous n’attribuons
aucune signification précise a la maniere dont sont « donnés » les ensembles ;. Une telle
famille est notée (F;)icr.

Axiome et définition 12. Soit (F;);c; une famille d’ensembles. II existe un en-
semble G tel que :

Vi,z2€G <= (Jel:zckE).

Cet ensemble est unique (axiome d’extensionalité).

On I’appelle réunion de la famille (E;);cs, etonle note |J F;.
el
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On a donc :

UEZ- ={z|Jiel: zeckE}.

icl
Par exemple, la réunion d’une famille vide d’ensembles est vide (ainsi d’ailleurs que la
réunion d’une famille d’ensembles vides).

Nous avions postulé que les éléments x; appartenaient tous a un méme ensemble £ donné au départ.
En réalité, il est possible de définir des familles (z;);es, chaque x; étant pris dans un ensemble FE;
qui dépend de i. En vertu de I’axiome ci-dessus, cette définition n’est pas vraiment plus générale :

on peut en effet considérer (x;);c; comme une famille d’éléments de I’ensemble F := ] E;. Pour
i€l

la méme raison, toute famille d’ensembles peut étre considérée comme une famille de parties d’un

certain ensemble E, i.e. comme une famille d’éléments de P(FE).

Si (F;)icr est une famille d’ensembles et que I n’est pas vide, on déduit de 1’axiome de
séparation (appliqué a I’intérieur de ’'un quelconque des E;) qu’il existe un ensemble G
tel que :

Vo, z€G < (Viel, v €E).

Cet ensemble est unique (axiome d’extensionalité). On ’appelle intersection de la fa-
mille (E;);er,etonlenote () E; :

el

(Ei:={x|Viel, zcE;}.

i€l
En revanche, on ne sait pas définir I’intersection d’une famille vide d’ensembles. La for-
mule ci-dessus déterminerait dans ce cas un ensemble qui contient tous les x, sans aucune
condition.
Soit (E;)ic; une famille d’ensembles de réunion E = |J Ej;. Le sous-ensemble de E’

el

formé des familles (z;);er telles que chaque x; appartient a I’ensemble E; est appelé
produit cartésien ou simplement produit de la famille (F;);cr, et noté [] E;.

i€l
HEi ={(w)ier | Vi€, x; € E;}.
icl
Pour chaque indice j € I, on dispose alors d’une application j°™ projection de I E:

i€l
sur Ej, qui, a I’élément (z;);cr, associe sa j "¢ composante ou j" coordonnée x;. Le
lecteur vérifiera sans peine que, lorsque I est fini, on retrouve les notions déja rencontrées.
Par exemple, si [ = {1,...,n} :

UE =EiU...UE, (Ei=Ein..NE, [[E=Ex..xE,.
iel el il
Il est bien évident que, si I’'undes E; est vide, alors le produit [ E; I’est également. Pour démontrer
iel
la réciproque dans le cas d’un produit fini, on avait supposé les E; non vides et « choisi » un élément
dans chacun d’eux pour former une famille (z;);c; particuliére qui soit un élément du produit. Au
début du vingtieme siecle, la possibilité de « choisir » une infinité de tels éléments simultanément et
de maniere arbitraire a été mise en doute par de nombreux mathématiciens. La résolution moderne
de ce conflit, qui frise la métaphysique, a été d’introduire un axiome ad hoc. Malgré son allure
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fumeuse, cet axiome comporte pas mal de conséquences intéressantes, comme nous le rappellerons
a la section 6.2.

Axiome 13 (Axiome du choix). Si les E; sont non vides, alors [] E; 1’est également.
i€l

3.4 Familles de parties d’'un ensemble

Beaucoup des regles de calcul que nous avons énoncées dans le cas de deux ensembles (ou
d’un nombre fini d’ensembles) s’étendent ici. Il ne serait pas raisonnable d’énoncer toutes
ces généralisations. En voici quelques exemples. Pour formuler I’associativité de la réunion
et de I'intersection généralisées, on considére une famille (£;);c; d’ensembles et 1’on sup-
pose que I’ensemble I de ses indices est lui-méme une réunion d’ensembles : I = |J I;.

jeJ
On a alors :

Ue=U(U#]. NE=N{NE

iel JjeJ \i€l; i€l JjeJ \i€l;

Supposons maintenant que les F; sont des parties d’un ensemble E :

Cz (UE) =(\CzE:, Ce (ﬂE) = JCzE..

icl icl icl icl
Supposons en outre que les F; (j € J) sont des sous-ensembles d’un ensemble F' et que f
est une application de E dans F' :

f (U E) =J f(E, f (ﬂ E) c () f(E,

icl i€l i€l i€l

FHUE | =Usr @), FHOE | =)
JjEJ jeJ jEJ jeJ
On prendra garde que la deuxieme de ces regles comporte une inclusion et non une éga-
lité. Mentionnons enfin que la bijection (f,g) — < f,g> de F(E,F) x F(E,QG)
sur F(E, F' x G) rencontrée antérieurement se généralise en une bijection de [[ F(E, F})
jeJ

sur F(E, [] F}). Le lecteur courageux démontrera (sans peine) toutes ces regles et en in-

jedJ
ventera bien d’autres.

3.4.1 Partitions et recouvrements

On définit un recouvrement d’un ensemble £ comme une famille (E;);c; de parties de E

telle que |J E; = E. Cette notion interviendra surtout en topologie. On définit une partition
icl

d’un ensemble F comme un recouvrement de F par des ensembles non vides et deux a

deux disjoints. On a donc :

UE =E, Viel, E; + @, Vi£jel, BiNE;=2.
i€l



24 1.1 ¢« Fondements

3.4.2 Parties et applications caractéristiques
On fixe un ensemble E. On se propose ici de « coder » les parties de E a 1’aide d’applications.

A toute partie A C E, on associe sa fonction caractéristique x 4 (en tant que partie de E) de la
manire suivante. C’est une application x4 : E — {0, 1} définie par les relations :

lsiz € A,

Ve EE, xal@) = {Osix§ZA

Théoréme 2. L’application A — x4 de P(E) dans F(E,{0,1}) est bijective.

Démonstration. Soit f : E — {0,1} un élément de F(E,{0,1}). Soit A := f~*(1) C E. Il est
alors clair que x4 = f, et, plus précisément, que A est I’'unique antécédent de f par I’application
en question ; cette derniere est donc bijective.

Ainsi, si £ = {1,...,n}, se donner une partie de F revient & se donner n entiers
Z1,...,Tn € {0,1}, autrement dit, en langage informatique, un « vecteur de bits ». C’est la base
de la représentation des ensembles dans le langage de programmation Pascal. Ce théoréme permet
de donner une interprétation intéressante du théoreme 1 de la page 14. Puisque 1’on a une bijection

de F (E {0, 1}) sur P(E), le théoreme de Cantor équivaut a la non existence d’une surjection de £
sur F (E {0, 1}) . On peut démontrer cette non existence a 1’aide du procédé diagonal de Cantor.
Soit ¢ une application quelconque de £ dans F(E, {0,1}). Ainsi, pour tout a € E, ¢(a) est une
application de E dans {0,1}. On peut alors définir une application f de E dans {0,1} comme
suit :

1sip(a)(a) =0
0sip(a)(a) =1

Par construction, f(a) # ¢(a)(a). A fortiori, f # ¢(a). Cela étant vrai quel que soit a € E, f
n’est pas dans I’image de ¢ qui n’est donc pas surjective. Le lecteur est encouragé a réfléchir a cette
démonstration, afin d’y reconnaitre une simple traduction de la démonstration du théoréme 1 de la
page 14 en termes de fonctions caractéristiques. Nous verrons a la section suivante que 1’usage des
fonctions caractéristiques permet de ramener le calcul ensembliste au calcul dans {0, 1}.

4 Lois de composition

Les notions qui apparaissent ici seront étudiées en plus grand détail au module II.2, ou
apparaitront également de nombreux exemples.

VaeE,f(a)::{

4.1 Vocabulaire général

On appelle loi de composition interne sur un ensemble F une application de £ x E dans F.
L’usage est de les noter en « forme infixe ». Cela signifie que I’on introduit un symbole
distinct de ceux qui servent a dénoter les éléments de F, par exemple +, X, *, x ou T et
que I’on écrit I'image de (a,b) € E x E dans FE sous la forme a +b, a X b, axb, axb
ou aTb selon le cas. Dans certains cas, qui s’apparentent a la multiplication des nombres,
on peut méme omettre tout symbole d’opération et écrire a.b ou méme ab au lieu de a X b.
Lorsque la loi est notée +, on parle de notation additive et les composés d’éléments sont
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appelés sommes. Dans les autres cas, on parle de notation multiplicative et les composés
sont plutdt appelés produits.

Les exemples les plus célebres de lois de composition interne sont 1’addition et la multipli-
cation sur les ensembles de nombres N, Z, Q, R et C; mais I’on peut également citer la
réunion et I’intersection sur P(FE).

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne notée . On dit qu’une partie A
de E est stable pour la loi x sil’image de A x A est incluse dans A :

V(a,b) e Ax A, axbe A.

Dans ce cas, I’application induite de A x A dans A est une loi de composition interne sur
A, appelée loi induite sur A ; en général, on la note de la méme maniére que la loi sur F,
donc ici . Par exemple, chacune des inclusions N C Z € Q C R C C définit une partie
stable pour 1’addition et pour la multiplication. De méme, si £’ C FE, I’ensemble P(E’)
est une partie de P(F) qui est stable pour la réunion et I’intersection.

Avec les mémes notations, soient A et B deux parties de F .
On définit alors I’ensemble A x B C E comme I'imagede A x B C E x E parlaloi * :

AxB:={axbla€ A, be B}.

Cela permet d’étendre laloi x a P(E).

Soient E et I deux ensembles respectivement munis des lois de composition
et x. On peut munir le produit E x F' d’une loi de composition T en posant :
(a1,b1)T (ag,be) = (ag *ag,by xby). Laloi T est alors appelée loi produit des lois * et .
Cette construction se généralise au produit cartésien d’une famille (F;);c; d’ensembles.
Supposons chacun des E; muni d’une loi de composition, et que toutes ces lois sont no-
tées x (cela se produit fréquemment et ne cause en général pas de confusion). Le produit
de deux éléments (x;)ier, (yi)ier € [] E; est alors I'élément (x; x y;)icr € [] Ei, dans
i€l el

lequel chaque composante x; x y; a bien sir été calculée avec la loi x de E;.

Par exemple, si F est muni de la loi % (maintenant unique!), le produit E7 est
muni de la loi produit que nous noterons encore x et qui est définie par la formule :
(zi)ier * (yi)ier = (m; x yi)icr- Rappelons que nous avons, a la section 3, identifié les
ensembles £ et (I, E). A partir de la loi  sur £ nous avons donc également défini une
loi sur F(I, E). Celle-ci est ainsi définie : soient f et g deux applications de [ dans E';
alors f x g est I’application i — f(i) x g(i) de I dans E.

4.1.1 Propriétés spéciales des lois de composition
On dit que la loi x sur I’ensemble E est associative sil’on a :

Va,b,c € E, ax(bxc)= (a*xb)xc.

On peut alors écrire plus simplement axbxc. Cette convention se généralise au produit de n
éléments quelconques. Par exemple, le produit de n éléments tous égaux a a est souvent
noté a™ (qui se lit « a puissance n », et ’on dit alors que n est I’exposant). Toutes les lois
que nous avons mentionnées (addition et multiplication de nombres, réunion et intersection
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de parties) sont associatives. Les puissances d’un élément et, plus généralement, les produits
de familles d’éléments obéissent a de nombreuses lois algébriques qui seront étudiées au
module II.2.

Exemple. Lorsque la loi n’est pas supposée associative, notons ¢, le nombre de produits a
priori distincts que 1’on peut former en utilisant n + 1 fois le seul élément a. Pour n = 0,
iln’yaque a,donc cg =1.Pourn=1,iln’yaque axa,donc ¢c; =1.Pour n =2,ily
aax(axa) et (axa)xa donc cy = 2. Les ¢, sont les nombres de Catalan (exercice 1.1.13
de la page 58).

On dit que la loi x est commutative sil’on a :
Va,be E, axb=>bxa.

Toutes les lois que nous avons mentionnées (addition et multiplication de nombres, réunion
et intersection de parties) sont commutatives.

On dit que e € E est neutre a gauche ou un élément neutre a gauche pour la loi * si I’on
a e*a = a quel que soit a € E. On définit de méme neutre a droite par a x e = a. On
appelle neutre ou élément neutre tout élément neutre a gauche et a droite. Toutes les lois
que nous avons mentionnées (addition et multiplication de nombres, réunion et intersection
de parties) admettent un élément neutre ; nous laissons au lecteur le soin de préciser dans
chaque cas lequel.

Exemple. S’il y a un élément neutre & gauche e et un élément neutre a droite €', ils sont
égaux :ona exe = ¢ et exe’ = e, donc e = €. En particulier, s’il y a un élément neutre,
il est unique.

Supposons que la loi x sur £ admette un élément neutre. On dit alors que a € E est inver-
sible a gauche s’il admet un inverse a gauche, c’est-a-dire un élément a’ tel que a’ xa = e.
On dit que a est inversible a droite s’il s’il admet un inverse a droite (ou symétrique), c’est-
a-dire un élément a” tel que a x a” = e. On dit que a est inversible s’il admet un inverse,
c’est-a-dire un élément qui est son inverse a gauche et a droite.

Il est fréquent de noter additivement, autrement dit par le symbole + une loi de
A composition commutative. Dans ce cas, le symétrique d’un élément a (s’il existe) est
presque toujours appelé opposé (et non inverse) de a et généralement noté —a. L’ appelation
inverse est en principe réservée au cas d’une loi notée multiplicativement, autrement dit, par
le symbole X, le symbole . ou avec symbole omis.

Exemple. Supposons la loi associative. Si a admet un inverse o’ a gauche et un inverse a”
a droite, ils sont égaux : les deux maniéres de calculer a’ x a x a” donnent ¢’ = a”. 1l en
découle que si la loi est associative, I'inverse d’un élément, s’il existe, est unique.

Une notion moins fondamentale est celle d’élément simplifiable a gauche : c’est un élément
atelque axxz=axy=z=y.

De méme, a est simplifiable a droite si x xa =yxa = x = y.

On dit que a est simplifiable (ou régulier) s’il est simplifiable a gauche et a droite.
Exemple. Si la loi est associative et munie d’un élément neutre, tout élément inversible a
gauche (resp. a droite) est simplifiable a gauche (resp. a droite). En effet, avec les notations
antérieures, si a x x = a * y, en composant a gauche par a’, on trouve (grace a I’associati-
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vité) (a’ xa) x x = (a’ x a) x y, c’est-a-dire (puisque a’ x a = e) x = y. Le calcul du coté
droit est similaire.

Remarquons cependant que tous les éléments de N (resp. les éléments non nuls de Z) sont
simplifiables pour I’addition (resp. pour la multiplication), mais qu’aucun n’est inversible, a
I’exception de 0 (resp. de +1). Pour I’addition dans Z, Q, R, C (resp. pour la multiplication
dans Q, R, C), tous les éléments sont inversibles (resp. tous les éléments non nuls).

Voici encore deux notions d’usage moins fréquent. On dit que a est idempotent si axa = a.
Par exemple, tout neutre est idempotent (et, dans N, Z, Q, R, C munis de 1’addition, ce sont
les seuls, alors que pour la multiplication il y a en plus 0). On dit que a est absorbant a
gauche (resp. absorbant a droite) sil’on a a x b = a quel que soit b (resp. bx a = a). Par
exemple, 0 est absorbant pour la multiplication dans N, Z, Q, R, C.

4.1.2 Morphismes

Nous allons considérer simultanément deux ensembles munis de lois de composition in-
terne, afin d’exprimer les liens possibles entre les « structures » ainsi définies.

Nous noterons (E,x) et (F, T) ces deux structures.

Définition 14. Un morphisme de (E,*) dans (F,T) est une application f de E
dans F' telle que :

Va,b € E : f(axb) = f(a)Tf(b).

Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme. S’il existe un isomorphisme de (F,x)
dans (F, T), ondit que (E,x) et (F,T) sont isomorphes. Un morphisme de (F,*) dans
lui-méme (avec la méme loi!) est appelé endomorphisme. Un isomorphisme de (E, x) dans
lui-mé&me (avec la méme loi!) est appelé automorphisme.

Les vérifications (faciles) des faits suivants sont laissées en exercice au lecteur. Le composé
de deux morphismes est un morphisme. L’identité, le composé de deux isomorphismes,
I’application réciproque d’un isomorphisme sont des isomorphismes. La relation « étre iso-
morphe » est donc une relation d’équivalence (au sens de la section 5).

Exemples.

1. L’application exponentielle est un morphisme de R muni de I’addition dans R* muni
de la multiplication.

2. L’application logarithme népérien est un morphisme de R’ muni de la multiplication
dans R muni de I’addition.

3. Fixons le réel strictement positif a. L’application n — a™ est un morphisme de Z
muni de I’addition dans R” muni de la multiplication.

4. Fixons un entier naturel non nul n. L’application a +— a” est un automorphisme
de R’ muni de la multiplication.

5. Lapplication A — CpA de P(E) dans lui-méme est un isomorphisme de (P(E), N)
dans (P(E),U) et également un isomorphisme de (P(E),U) dans (P(E),N) (lois
de Morgan). Ce n’est cependant pas un automorphisme car la loi n’est pas la méme
au départ et a I’arrivée.
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Si (E,*) et (F, T) sont isomorphes, alors I’'une de ces deux lois est associative (resp. com-
mutative) si, et seulement si, I’autre I’est. De méme, les isomorphismes transforment neutres
(a gauche ou a droite) en neutres (a gauche ou a droite), inverses (a gauche ou a droite) en in-
verses (a gauche ou a droite), simplifiables (a gauche ou a droite) en simplifiables (a gauche
ou a droite), absorbants en absorbants, idempotents en idempotents.

4.2 Application au calcul ensembliste

Nous avons rencontré en 3.4 la bijection A — x4 de P(E) dans F(E,{0,1}). Nous allons voir
que, quitte 2 munir F(F, {0,1}) de quelques lois de composition trés naturelles, cette bijection est,
en bien des sens, un isomorphisme. On commence pour cela par munir {0,1} de diverses opéra-
tions, notées U, N et @. Par les constructions générales qui précedent, ces opérations s’étendent
automatiquement a F(E, {0,1}). Pour définir des lois sur {0, 1}, nous écrirons leurs tables :

JUyojl No|1 @01
001 01010 0j0]1 (3)
111 11101 1110

On vérifie alors que la bijection mentionnée plus haut est un isomorphisme de (P(E),U)
sur (F(E,{0,1}),0),de (P(E),N) sur (F(E,{0,1}),N),de (P(E),®) sur (F(E,{0,1}),®).
Laloi @ sur P(F) estladifférence symétrique définie par: A® B := (A\ B)U(B\A). On vérifiera
au module 1.2 que (P(E), GB) est un groupe (et méme un anneau, avec la loi N) et au module I1.3

que c’est un espace vectoriel sur le corps a deux éléments. Mentionnons une autre application du
calcul dans {0, 1} : la démonstration de la formule du crible au module I1.2.

5 Relations

Nous avons manipulé, depuis le début de ce module, des propriétés P(z) mettant en jeu un
seul objet inconnu x sur lequel portait la discussion (des « prédicats ») ; par exemple x € F,
(x = a oux = b), etc. On peut tout aussi bien considérer des propriétés R(x,y) mettant en
jeu deux objets inconnus x et y, parexemple x <y, z €y, x Cy, r =y (mod 9), etc.

voire des propriétés R(z1,...,x,) mettant en jeu plusieurs objets inconnus 1, . .., T, , par
exemple « les entiers x1,...,x, sont premiers entre eux dans leur ensemble » ou encore
«les fonctions f1, ..., f, n’ont pas de zéro commun ».

Nous nous intéresserons principalement aux propriétés de la forme R(z,y), que nous ap-
pellerons relations binaires. Des exemples de telles relations sont © =y, x € y et x C y.
Cependant, de méme que I’axiome de séparation concerne un prédicat P(z) défini sur un
ensemble, nous distinguerons les relations R(z,y) qui n’ont de sens que lorsque x est élé-
ment d’un certain ensemble E et y est élément d’un certain ensemble F'. Une relation
entre éléments de E et éléments de F' est appelée correspondance entre E et F'. Comme
exemple, nous avons la relation y = f(z) lorsque f est une application de E dans F', mais
aussi la relation = = g(y) lorsque g est une application de F' dans F et méme la relation
o(z,y) = 0 lorsque ¢ est une application de £ x F' dans R (par exemple).
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Définition 15. Le graphe de la correspondance R(x,y) entre E et F est ’ensemble :
Ir = {(z,y) € EXF|R(z,y)}

Par exemple, le graphe de la correspondance y = f(x) est le graphe I'; de I’application f.
Réciproquement, pour toute partie G C F x F', on peut définir une correspondance entre F
et F' dont le graphe est G : il suffit de prendre pour R(z,y) larelation (z,y) € G.

5.1 Relations binaires sur un ensemble

Les relations binaires les plus utiles en mathématiques portent sur des éléments x,y d’un
méme ensemble E'. On parle alors de relation binaire sur /. Si F' est une partie de E,
la relation induite par R sur F est simplement la relation R(z,y) entre éléments de F'.
On peut d’ailleurs partir d’une relation binaire quelconque entre objets de méme nature, par
exemple x C y, et considérer la relation induite sur un ensemble, par exemple ici P(FE).
Pour une relation binaire R(x,y) sur un ensemble F, I’'usage veut que I’on emploie tres
souvent une notation « infixe » x R y au lieu de R(x,y), ce que nous ferons désormais.

A titre d’exemple, nous connaissons les relations * < y et x < y sur N;Z, Q,R, la
relation z | y (« x divise y ») sur N, Z ou méme sur I’anneau K [X] des polyndémes sur le
corps K (module IL.6), la relation x C y sur P(FE), etc.

Définition 16. On dit que la relation R est réflexive si :
Ve EF, xR x.
On dit que la relation R est transitive si :
Ve,y,2z€ E, (tRy e yRz)=zR:=z

On dit que la relation R est symétrique si :

Ve,ye E, c Ry=yRz.
On dit que la relation R est antisymétrique si :

Ve,ye E, (xRy et yRz)=z=y.

Une relation d’équivalence est une relation réflexive, transitive et symétrique.

Une relation d’ordre est une relation réflexive, transitive et antisymétrique.

Ces notions ont été définies pour des relations binaires sur un ensemble, mais elles
s’étendent sans probleme a des relations R(z,y) quelconques. Il est par exemple évident
que larelation = = y est une relation d’équivalence et que la relation = C y est une relation
d’ordre, sans qu’il soit nécessaire de préciser un ensemble £ de référence.
Exemples.
1. Les relations d’égalité (sur n’importe quel ensemble) et de congruence modulo a
(sur Z) sont des relations d’équivalence.
2. Les relations < sur R, C sur P(E), et | (divisibilité) sur N sont des relations
d’ordre.

3. La seule relation a la fois d’ordre et d’équivalence est 1’égalité.
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On vérifie immédiatement que la relation induite sur un ensemble F par une relation ré-
flexive (resp. transitive, resp. symétrique, resp. antisymétrique, resp. d’équivalence, resp.
d’ordre) est elle-méme réflexive (resp. transitive, resp. symétrique, resp. antisymétrique,
resp. d’équivalence, resp. d’ordre). Nous étudierons les relations d’équivalence et les rela-
tions d’ordre dans la suite de cette section.

5.1.1 Relations engendrées, clotures

Puisqu’une relation binaire sur un ensemble E est essentiellement déterminée par son graphe, qui
est une partie quelconque de F x E/, on peut appliquer a ces relations la plupart des notions définies
sur P(E x E). Soient R et R’ deux relations binaires sur un méme ensemble E. Il peut arriver
que I'une entraine I'autre : Vo € E , * R y = = R’ y. On dit alors que R’ est plus faible
que R, car elle contient moins d’information; on dit également que R est plus forte que R'. Par
exemple la congruence modulo 2 dans Z est plus faible que la congruence modulo 4. Dire que R’
est plus faible que R est équivalent 2 dire que I'g C I'z/ . On pourra donc également dire que R’
contient R, ou que R est contenue dans R’ . La plus faible de toutes les relations binaires est celle
dont le graphe est le plus grand, donc celle telle que I'g = E x E, autrement dit, x R y est vérifié
quels que soient x et y ; ainsi, affirmer que x R y n’apporte aucune information sur = et y. La
plus forte est celle dont le graphe est vide, autrement dit, R y n’est jamais vérifié.

Si I’on se donne une famille (R;);c; de relations binaires sur un ensemble E, on peut définir
une relation en prenant pour son graphe [ I'g,. Cette relation, appelée intersection des R; et

i€l
notée () R; estla plus faible des relations plus fortes que toutes les R;. Elle est définie en termes
il
logiques par I’équivalence :
TRy<=VvViel, zR;y.

Par exemple, dans Z, I'intersection de toutes les relations z = y (mod n) (pour n € N*) est
I’égalité : en effet, le seul entier x — y divisible par tous les entiers naturels non nuls n est 0.
Une intersection de relations réflexives (resp. transitives, resp. symétriques, resp. antisymétriques,
resp. d’équivalence, resp. d’ordre) est elle-méme réflexive (resp. transitive, resp. symétrique, resp.
antisymétrique, resp. d’équivalence, resp. d’ordre). Par ailleurs, comme on I’a vu, toute relation est
contenue dans une relation qui est a la fois réflexive, transitive et symétrique (c’est la relation dont le
graphe est F x E'). On peut de méme définir une relation de graphe |J I'g, . Cette relation, appelée

réunion des R; etnotée |J R; est moins utile. i€l
el

Définition 17. L’intersection de toutes les relations transitives (resp. réflexives transitives) qui
contiennent une relation R donnée est appelée cloture transitive de R (resp. cloture réflexive
transitive de R ). L’intersection de toutes les relations d’équivalence qui contiennent une rela-
tion R donnée est appelée relation d’équivalence engendrée par la relation R .

Exercice 10.

Soit E = {a,b,c,d}. Soit R la relation dont le graphe est G = {(a,b), (b,¢)}.
Déterminer sa cloture transitive et sa cloture réflexive transitive.

Solution. Elles ont pour graphes respectifs :

{(a,0),(b;¢), (a,0)} et {(a,b),(b,¢),(a,¢),(a;a), (b;b), (c,c), (d,d)}.

La relation d’équivalence engendrée par R a pour graphe :

{(a,0), (b,a), (b, ¢), (¢,b), (a;¢), (¢, a), (a, a), (b,D), (¢, ¢), (d, d) }.
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On ne peut parler de relation d’ordre engendrée par une relation R, car R n’est peut-&tre contenue
dans aucune relation d’ordre. Considérons par exemple, sur I’ensemble a trois éléments distincts
E = {a,b,c},larelation de graphe {(a,b), (b,c), (c,a)}. Toute relation d’ordre R’ qui la contient
vérifierait a R’ b et b R’ ¢, donc a R’ ¢ (transitivité); et ¢ R’ a, donc a = ¢ (antisymétrie), ce
qui contredit I’hypothese.

La notion de cloture transitive est importante en mathématiques discretes et en informatique théo-
rique a cause de son interprétation en termes de « graphe », ici entendu dans le sens de « représen-
tation par sommets et arétes ». Reprenons 1’exemple de £ = {a, b, ¢,d} et de la relation R dont
le graphe est G = {(a,b), (b,c¢)}. Nous interprétons a, b, ¢, d comme des points, les sommets du
graphe; et (a,b), (b,c) comme des arétes reliant a & b et b a ¢ (mais pas dans le sens contraire : il
s’agit d’arétes orientées). Le dessin de gauche montre le graphe correspondant. Si 1’on suit le chemin
formé des arétes (a,b) et (b, c) on constate que I’on peut aller de a a ¢, on dit que ¢ est accessible
a partir de a. Le dessin de droite est le graphe qui correspond a la cloture transitive de R.

a d a d
b——c b——>c¢

5.2 Relations d’équivalence

Rappelons qu’une relation d’équivalence sur un ensemble E est une relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive.

Exemples.

1. Sur tout ensemble E, I’égalité est une relation d’équivalence, et c’est la plus forte
(elle est contenue dans toutes les autres). La relation d’équivalence la plus faible
est celle dont le graphe est EF x E, c’est-a-dire celle qui est satisfaite par tous les
couples (z,y) € E x E.

2. Larelation x =y (mod a) est une relation d’équivalence dans Z (a € 7).
Larelation z =y (mod 2) est une relation d’équivalence dans R.

3. Plus généralement, soit G un groupe commutatif (module II.2) et soit H un sous-
groupe de G. La relation de congruence modulo H est une relation d’équivalence.
Cela s’applique en particulier au cas ou G est un anneau et I un idéal (module I1.2)
et au cas ol GG est un espace vectoriel et H un sous—espace vectoriel (module I1.3).

4. Dans I’ensemble F(I,R) des fonctions numériques sur un intervalle ouvert I de R,
tel que 0 € I, on définit la relation f R g (pour n € N* fixé) par la formule :
f = g+ o(z™) (module IV.8), c’est une relation d’équivalence. De méme, si 1’on
écrit f ~ g pour f = g+ o(g), on obtient une autre relation d’équivalence.

5. Dans I’ensemble NxN, on pose (a, b) ~ (¢, d) si, et seulement si, a+d = b+c. C’est
une relation d’équivalence, qui servira, au module II.1, a construire I’ensemble Z.
De méme, la relation d’équivalence définie par (a,b) ~ (c,d) si, et seulement
si, ad = bc dans I’ensemble Z x (Z \ {0}), servira, au module I1.2, & construire
I’ensemble Q.

6. En géométrie euclidienne plane, on dit improprement que deux triangles ABC
et A’B'C" sont « égaux » si ’on peut déplacer I'un pour le faire coincider avec
I’autre. On obtient ainsi une relation d’équivalence sur I’ensemble des triangles.
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Définition 18. Soit R une relation d’équivalence sur I’ensemble E . On appelle classe
d’équivalence de x € E et1’on note Cl(z) I’ensemble des éléments de E équivalents
azw:

Cl(z) :={y € E |z Ry}

Larelation R étant réflexive, x € Cl(x).

Proposition 3.
(1) Deux éléments de I sont équivalents si, et seulement s’ils ont la méme classe :

Ve,y € E, x Ry <= Cl(z) = Cl(y).

(ii) Les classes d’équivalence forment une partition de E'. Autrement dit : elles sont non
vides, leur réunion est E et elles sont deux a deux disjointes.

Démonstration. Supposons x R y. Soit z € Cl(x). Alors * R =z (par défini-
tion de Cl(x)), donc y R z (par symétrie et transitivit¢ de R). On a ainsi démontré
que Cl(z) C Cl(y). L’inclusion réciproque se démontre de la méme maniere, et 1’on a
bien Cl(x) = Cl(y). Supposons réciproquement que Cl(z) = Cl(y). Comme on I’a remar-
qué, y € Cl(y), donc y € Cl(x) (par hypothese), donc = R y par définition de Cl(x).
Cela acheve la preuve de 1’équivalence (i).

Pour tout x de E/,ona = € Cl(x) (qui est donc non vide). La réunion des classes d’équiva-
lence contient donc tous les éléments de F, c’est donc bien E. Soient Cl(x) et Cl(y) deux
classes d’équivalence. Si elles ne sont pas disjointes, il existe z € Cl(x) N Cl(y), donc tel
que R z et y R z (par définition de Cl(x) et Cl(y)). Par symétrie et transitivité de R,
ona x R y,donc Cl(x) = Cl(y), ce qui acheve la preuve de (ii).

Réciproquement, soit (E;);c une partition de E. En posant que = R y lorsque x et y ap-
partiennent au méme sous-ensemble E;, on définit une relation d’équivalence pour laquelle
les classes d’équivalence sont les E;.

Exemple. Si f : E — F est une application, la relation définie par : z R y si,
et seulement si,f(x) = f(y) est une relation d’équivalence. La classe de © € F
est Cl(z) = f~'(f(z)). Réciproquement, toute relation d’équivalence R peut s obtenir
de cette maniére : on définit f : E — P(E) en posant f(x) = Cl(x), etl’on abien x R y
si, et seulement si, f(z) = f(y).

Définition 19. Soit R une relation d’équivalence sur I’ensemble E. On appelle ensemble
de représentants pour la relation R une partie A de E dont I’intersection avec chaque classe
d’équivalente contient un unique élément. De maniere équivalente, chaque élément de E est
équivalent a un unique élément de A :

Vee F,3dlyec A : zRy.
Un ensemble de représentants s’obtient donc en choisissant dans chaque classe un élément particu-

lier, que 1’on considérera comme le représentant de la classe. Les exemples suivants montrent que
cette notion d’aspect barbare est naturelle et utile.
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Exemples.

1. ’ensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8} est un ensemble de représentants pour la relation de
congruence modulo 9 dans Z (module II.1).

2. Les intervalles [0,27] et |—m, 7] sont des ensembles de représentants pour la relation de
congruence modulo 27 dans R.

3. Sur ’ensemble Z x (Z \ {0}), la relation d’équivalence (a,b) ~ (c,d) si, et seulement
si, ad = bc (qui sert a construire @, module 11.2) admet pour ensemble de représentants
I’ensemble formé de (0,1) et des couples (p,q) € (Z\ {0}) x N* tels que p et ¢ sont
premiers entre eux (« forme irréductible d’une fraction »).

5.3 Relations d’ordre

Rappelons qu’une relation d’ordre sur un ensemble F est une relation réflexive, transi-
tive et antisymétrique. On dit aussi que I’on a un ordre sur E. La plupart des relations
d’ordre sont notées < ou =< (exceptions notables : I’inclusion et la divisibilité). On dit alors
que (F, <) (ou, par abus, E lui-méme) est un ensemble ordonné. Lorsque = < y, on dit
que y majore x, ou que x minore y.Les éléments x et y sont comparables sil’'ona x <y
ou y < x. L’ordre est dit fotal si deux éléments quelconques de F sont comparables.

Il est parfois commode de raisonner sur I’ordre strict associé a <, que nous noterons
alors <. On le définit en posant x < y si, et seulement si, (x < y et = # y). On dit
que y majore strictement T, ou que x minore strictement y. Cette relation est transitive et
antiréflexive (c’est-a-dire que ’on n’a jamais = < x). Réciproquement, si la relation < est
transitive et antiréflexive, on définit une relation d’ordre en posant z < ¥ si, et seulement
si, (x < y oux = y) (c’est un exercice amusant, laissé au lecteur).

Exemples.

1. La relation < sur I’ensemble R est une relation d’ordre total. La relation induite
sur N, Z et Q I’est donc également. L’ordre strict associé est la relation d’inégalité
stricte <.

2. Larelation < sur I’ensemble F(R,R) des fonctions numériques sur R est une rela-
tion d’ordre. Ce n’est pas un ordre total : par exemple les fonctions = — z et x — 0
ne sont pas comparables.

Ici, f < g signifie: Vx € R, f(z) < g(z) et Iz € R : f(z) < g(z). Il ne faut
donc pas commettre I’erreur d’en déduire que Vx € R, f(z) < g(x).

3. Larelation C sur ’ensemble P(N) est une relation d’ordre. Ce n’est pas un ordre
total car {0} et {1}, par exemple, ne sont pas comparables (aucun des deux n’est
inclus dans 1’ autre).

4. La relation | (divisibilité) sur I’ensemble N est une relation d’ordre. Ce n’est pas
un ordre total car 2 et 3, par exemple, ne sont pas comparables (aucun des deux ne
divise I’autre).

5. La relation | (divisibilité) sur I’ensemble Z n’est pas une relation d’ordre car elle
n’est pas antisymétrique : les éléments a et —a se divisent mutuellement.
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6. Soient (Fq,<),...,(E,,<) des ensembles ordonnés.

L’ ordre produit sur E := Fy X --- x E, estdéfini par: (z1,...,2,) = (Y1,.--,Yn)
si, et seulement si, 1 < y1,...,2%n < Yn. Cen’est en général pas un ordre total. Par
exemple, sur R x R, (0,1) et (1,0) ne sont pas comparables pour I’ordre produit.
L’ ordre lexicographique sur E est défini par : (x1,...,2,) = (Y1,...,Yn) Si, et
seulement si, (x1,...,2,) = (y1,...,Yn) oOu bien, i étant le plus petit indice tel
que x; # y;,ona z; < y;. On démontre (cf. ’exercice 1.1.23 de la page 59) que, si
les E; sont totalement ordonnés, c’est un ordre total. Par exemple, sur R x R muni
de I’ordre lexicographique, (0,1) < (1,0). Si A = {a,b,c} est muni de 1’ordre
alphabétique (tel que a < b < ¢), I'ordre lexicographique sur A x A est donné par
les relations :

(a,a) < (a,b) < (a,¢) < (bya) < (b,b) < (b,c) < (¢,a) < (¢,b) < (¢,0).

Soit (F, <) un ensemble ordonné. On dit qu’un élément de E est maximal s’il n’est stric-
tement majoré par aucun élément de ', et qu’il est minimal s’il n’est strictement minoré
par aucun élément de F ; autrement dit :

y=>z=y),
T=z=y).

x maximal <= (Vy el z<
r minimal <= (Vy eFl,y<
On dit qu’un élément de E est maximum, ou que c’est le plus grand élément, s’il majore
tous les éléments de F, et qu’il est minimum, ou que c’est le plus petit élément, s’il minore
tous les éléments de F' ; autrement dit :

T maximum <= (Vye E,y< x),
<

y).

S’il y a un maximum, il est unique et c’est I'unique élément maximal; on le note alors
max E'. De méme, s’il y a un minimum, il est unique et c’est I’unique élément minimal ;
on le note alors min E'. De plus, dans un ensemble totalement ordonné, maximal entraine
maximum (et minimal entraine minimum). Cependant, dans un ensemble non totalement
ordonné, ce n’est pas le cas. Par exemple, dans 1’ensemble des parties non vides de {0, 1},

T minimum <= (Vy S

ordonné par I’inclusion, les parties {0} et {1} sont toutes deux minimales et il n’y a pas de
minimum.

Soit maintenant A C E une partie de . On dit qu'un élément M € E est un majorant
de A (ou qu’il majore A) s’il majore tous les élémentsde A : Va € A, a < M .Onditde
méme qu’un élément m € E est un minorant de A (ou qu’il minore A) s’il minore tous les
éléments de A : Va € A, m < a. On dit encore que la partie A est majorée ou minorée.
Une partie majorée et minorée est dite bornée. Ces définitions s’étendent directement a des
familles d’éléments de E : par exemple, une suite (u,)nen de réels est majorée s’il existe
un réel M qui majore tous les .

Définition 20. Soient E un ensemble ordonné et A C E. Si I’ensemble des majo-
rants de A admet un plus petit élément, cet élément est appelé borne supérieure de A et
noté sup A. Sil’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément, cet élément
est appelé borne inférieure de A et noté inf A.



