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Prefacio

P. Henrici da una definicién aproximada del Anélisis Numérico como “la teoria
de los métodos constructivos en Andlisis Matemdtico” , haciendo un especial énfasis
en la palabra “constructivos”. Durante mucho tiempo, las matematicas fueron to-
talmente constructivas, pues su unico objetivo era llegar a la solucién de problemas
concretos. No obstante, a medida que los problemas sujetos a la investigacién ma-
temdtica crecian en alcance y generalidad, los matematicos fueron interesdandose,
cada vez més, por cuestiones como la existencia, unicidad y propiedades cualitati-
vas de la solucién, antes que por su construccién. Una de las causas que condujeron
a esta situacion fue la escasa capacidad de célculo que hacia inttil el diseno de algo-
ritmos constructivos de la solucién de problemas complejos. No obstante, cuando
parecia que las matematicas habian olvidado cualquier matiz constructivo, surgie-
ron los primeros ordenadores, los cuales devolvieron a los matematicos la esperanza
de poder construir las soluciones de los problemas. Fue entonces cuando nacié lo
que hoy denominamos Andlisis Numérico. Aunque muchas de las ideas bésicas
en que se apoyan las técnicas numéricas actuales se conocen desde hace tiempo,
ha sido la capacidad de célculo aportada por los ordenadores (vertiginosamente
acrecentada con el transcurso del tiempo) la que les ha dado mayor vigencia e
importancia.

El Analisis Numérico es una herramienta fundamental en el campo de las cien-
cias aplicadas que trata de disenar métodos que aproximen, de forma eficiente, las
soluciones de problemas précticos previamente formulados mateméaticamente. En
la mayoria de los casos, el problema matemético se deriva de un problema practico
en areas experimentales como la Fisica, Quimica, Biologia, Economia. .. Sobre él
se aplican, tipicamente, dos tipos de estrategias generales:

a) Se dan por supuestas algunas hip6tesis de cardcter simplificador que permi-
ten llegar a una formulacién matemadtica resoluble. (Asi es como se procedié
tradicionalmente, hasta que se conté con las técnicas numéricas.)

b) Se prescinde de alguna de estas hipdtesis para llegar a una formulacién ma-
temética mas complicada, que no se puede resolver explicitamente, pero cuya
solucion puede calcularse de forma aproximada.

© Ediciones Pirdamide



14 Prefacio

Problema

e Solucién
= matematico =

Hipoétesis

simplificadoras exacta

resoluble
Problema g/
=
real e ~
Problema

Sin hipdtesis

e Solucién
= matematico =

no resoluble

Aunque de ninguna de las dos formas anteriores obtenemos la solucién del
problema original, a menudo resulta més apropiado utilizar la segunda. Para ello,
se idea un algoritmo®, es decir, una secuencia finita de operaciones algebraicas y
logicas, que se espera produzca una solucién aproximada del problema matematico
y, en consecuencia, del fisico. La confirmacién de esta esperanza es, precisamente,
una de las principales tareas del Andlisis Numérico. En otras palabras, el come-
tido de la disciplina que nos ocupa es el disenio de métodos que conduzcan (y no
solamente de manera tedrica) a la solucién de los problemas planteados: estudiar
los algoritmos en profundidad para que se pueda saber de antemano cudles son
sus ventajas e inconvenientes, qué dificultades presentan a la hora de llevar a cabo
su programacion efectiva y seleccionar, en cada caso, el algoritmo mas eficiente en
cuanto al almacenamiento de datos y al tiempo de computo. En definitiva, propor-
cionar métodos que permitan obtener realmente una aproximacion de la solucion
buscada y conocer, en la medida de lo posible, el grado de aproximacién entre la
solucién hallada y la real, es decir, dar una estimacidn del error cometido.

simplificadoras aproximada

Este libro esta escrito tras anos de experiencia de los autores en la docencia
de asignaturas relacionadas con el Anélisis Numérico. En particular, de la asig-
natura Métodos Numéricos de los grados impartidos en la Facultad de Ciencias
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid. Asignaturas con simila-
res contenidos forman parte del curriculum de las titulaciones de Matematicas, asi
como de estudios de Ingenieria, Ciencias experimentales, Economia. . .

El objetivo de este manual es modesto, pero no por ello carente de importancia.
Por una parte, pretendemos proporcionar al alumno una primera toma de contacto
con las técnicas numéricas que le sirva para conocer un amplio catalogo de métodos
que aproximan las soluciones de los problemas abordados (esencialmente, ecuacio-
nes y sistemas lineales y no lineales, interpolacion, derivacién e integracién). Por
otra, se intenta cimentar una sdlida base tedrica que permita conocer los limites
de validez y condiciones de aplicacién de los métodos, asi como el ulterior estudio
en profundidad de otras técnicas més sofisticadas.

1La palabra algoritmo proviene del matemético persa Abu Jafar Mohammed ibn Musa al—
Khowarizmi, que vivié en Bagdad hacia el ano 840 d.C.

© Ediciones Piramide



Prefacio 15

Cada capitulo tiene una seccién de problemas de los que, alrededor de la mitad,
se resuelven con todo detalle; pensamos que la escasez de textos que incluyan una
buena cantidad de problemas resueltos en su totalidad, puede ser un valor anadido
de esta obra. En algunos problemas se recogen resultados complementarios a los
expuestos en la parte tedrica, enunciados de forma que su resolucion sea abordable.

Finalmente, destacar que en la tultima seccién de cada capitulo se enuncian
una serie de practicas de ordenador, pensadas para ser implementadas en MATLAB.
En muchas de ellas se pide realizar programas que se podrian sustituir por un
unico comando (de hecho, en general se indica que se compare con el comando
en cuestién). Si hacemos esto es porque estamos convencidos (y la experiencia
con nuestros alumnos asi lo confirma) de que sélo cuando uno se enfrenta a la
programacion efectiva de los métodos es capaz de entenderlos en profundidad. En
las direcciones de internet

http://www.mat.ucm.es/~infante o  http://www.mat.ucm.es/~jrey

pueden encontrarse programas que resuelven algunas de las préacticas y serviran
de ayuda, eventualmente, para resolver otras.
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1 Analisis de errores

1.1. Introduccidon

El Andlisis Numérico es una disciplina que contempla el desarrollo y evaluacién
de métodos para calcular, a partir de ciertos datos numéricos, los resultados re-
queridos. Se puede pensar el problema que se quiere resolver como una aplicacion
f que transforma datos x en resultados y; los datos constituyen la informacion
de entrada, los resultados requeridos son la informacion de salida y el método de
célculo se conoce como algoritmo. Los ingredientes esenciales en un problema de
Anélisis Numérico pueden resumirse, pues, en el siguiente diagrama:

Datos Resultados
Algorit
(entrada) = = (salida)

A modo de ejemplo, podemos pensar en el problema de hallar v/17. En este
caso, x = 17 es el dato, f la funcién raiz cuadrada e y = /17 el resultado deseado.
Como algoritmo de calculo podemos construir, para A = 17, la sucesion

.’1?0:)\

1 A
xn:<xn—1+ ),TLEN,
2 Tp—1

cuyo limite es v/A (compruébese), parando en un valor de n suficientemente grande.

Con bastante frecuencia nos encontramos con distintos algoritmos para cons-
truir la informacién de salida que se requiere. Asi, volviendo al ejemplo anterior,
para aproximar el nimero v/17 podemos utilizar también el algoritmo que se ob-
tiene al hacer un desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién raiz cuadrada

(2 —a)®

1 1
\/52\/&+T\/6($—a)—m

© Ediciones Pirdamide



18 Analisis de errores

particularizando en z = 17 y a = 16, es decir,

1 1 2111
VIT =4+ S 503 = nig = L123046875.

Por tanto, para escoger entre los diversos algoritmos disponibles deben estudiarse
los aspectos tedricos que contribuiran a la eleccion del algoritmo mas adecuado a
cada caso concreto. En general, los criterios fundamentales para preferir un algorit-
mo frente a otro son la rapidez y la precision; a igualdad de precision el algoritmo
mas rapido tendra, obviamente, la preferencia. El objetivo de este capitulo es, de
hecho, el estudio de la precisién o, equivalentemente, del error. En muy pocas
ocasiones la informaciéon de entrada que se suministra es exacta pues se obtie-
ne, en general, mediante instrumentos de medida; como, por otra parte, tanto el
almacenamiento de los datos como el propio algoritmo de cédlculo introducen tam-
bién errores, la informacién de salida contendra errores que provendran de las tres
fuentes. Esquematicamente:

Errores i Errores i Errores _ Errores
de entrada de almacenamiento algoritmicos | = | de salida

Sobre el primer tipo de errores nada podemos decir: estan relacionados con
el diseno de los aparatos de medicion o la precisiéon de la percepcion a través de
los 6rganos sensoriales. Los otros dos tipos de errores son los que analizaremos en
este capitulo: en las dos primeras secciones se aborda el estudio de los errores de
almacenamiento y en las dos tltimas los algoritmicos.

Antes de comenzar este estudio recordemos cierta terminologia estandar en el
tratamiento de errores. El error cometido al calibrar cierta magnitud puede ser
medido bien en términos absolutos, bien en términos relativos al tamano de la
magnitud que se aproxima. Asi, si Z es una aproximacién de una cierta cantidad
z# 0y ||| es una norma (véase la definicién 2.19), entonces

[|Z—z|| es el error absoluto

es el error relativo

cometido en la aproximacién anterior.!

1Si z = 0 se trabaja sélo con errores absolutos.
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Nimeros maquina 19

Desde el punto de vista de las aplicaciones el error relativo resulta mas rele-
vante, ya que conocer el error absoluto no es muy ftil si no se conoce la magnitud
de la cantidad que se estd midiendo. Por ejemplo, un error de 0’25 cm al deter-
minar la estatura de una persona puede ser irrelevante pero seria inaceptable en
microcirugia.

1.2. Nuameros maquina

Los problemas que aborda el Analisis Numérico se resuelven, fundamentalmen-
te, mediante la realizacién de cadenas de operaciones aritméticas (mds o menos
sofisticadas) en un ordenador. Deberdn, por tanto, almacenarse en la maquina los
datos de partida (que introduciremos mediante un dispositivo de entrada, como
puede ser un teclado o la lectura de un fichero) asi como los resultados intermedios.
Finalmente, deberan comunicarse los resultados finales (mediante un dispositivo
de salida, como es la pantalla o la escritura en un fichero).

(dispositivo de entrada)

= [Resultados intermediosJ (algoritmo)

(dispositivo de salida)

Almacenamiento

de nuimeros

En esta seccién vamos a ocuparnos del almacenamiento de los niimeros en la
méquina. Como es sabido, la capacidad de almacenamiento (la memoria) de los
ordenadores crece vertiginosamente gracias a los progresos de la electréonica pero,
por mucho que crezca, siempre serd una capacidad finita. Esto implica que ninguna
maquina es capaz de guardar ni siquiera un solo niimero irracional “completo” (las
infinitas cifras decimales de 7, por ejemplo). De hecho, cada nimero se representa
en el ordenador con una cantidad méxima de cifras decimales; consecuentemente,
sélo se guardaran de forma exacta los nimeros que no excedan de ese maximo.

Vamos a intentar aclarar estas afirmaciones, que hemos introducido de forma un
tanto vaga. Los nimeros pueden representarse en la denominada notacion decimal
en coma flotante, que contiene la informacion relevante: signo, fraccién, signo para
el exponente y exponente. Por ejemplo, el nimero —623'45 admite, entre otras,
las siguientes representaciones en coma flotante

—623'45 4+ 0, —62/345 + 1, —6234'5 — 1,-6'2345+ 2, . ..
que deben entenderse, respectivamente, como

—623'45 x 10°, —62'345 x 101, —6234'5 x 1071, —6'2345 x 102, ...

© Ediciones Pirdamide



20 Anadlisis de errores

De las infinitas representaciones posibles nos quedaremos con la tltima (denomi-
nada notacidn decimal en coma flotante normalizada), que esté caracterizada por
que la fraccién es un ntmero comprendido entre 1 y 10. Es decir, la notacién
decimal en coma flotante normalizada de un nimero real no nulo es

tm=+F con 1<m<10 y E e NU{0}

que se corresponde con +£m X 10%E,

Observacion 1.1. A partir de ahora emplearemos, como hacen los ordenado-
res, la notacién anglosajona de punto decimal en lugar de coma decimal, aunque
seguiremos hablando de notacién en coma flotante.

Los ordenadores almacenan la informacién en cantidades ingentes de posiciones
de memoria (o bits).? Estas son entes fisicos que sélo pueden tomar los valores 0 /1,
encendido/apagado, positivo/negativo o cualquier otra dicotomia electrénicamente
viable. Es por esto por lo que no se utiliza la representacién decimal para los
nameros, sino la representacion binaria.

Observacion 1.2. El sistema binario utiliza el 2 como base, de la misma forma
que el sistema decimal utiliza el 10. Con el propésito de hacer una comparacion,
recuérdese primero cémo funciona el sistema de representacién decimal que nos
es mas familiar. Cuando escribimos el nimero 547.154 de forma mas explicita
tenemos

547.154 =5x10° +4x 10" + 7x 10°+1x 107" +5 x 1072 + 4 x 1072,
La expresién del segundo miembro utiliza potencias de 10 junto con los digitos

0,1,2,3,4,5 6,78, 09.

En el sistema binario sélo se utilizan los digitos 0 y 1. Por ejemplo,
101101 =1x 22 +0x 2" +1x2° +1x 27 4 0x 272 +1x 273,
Este ntimero real se representa como 5.625 en notacién decimal.

En general, cualquier niimero natural o > 1 puede utilizarse como base para
un sistema numérico. Los nimeros representados en base « incluirdn simbolos
50, S1, S2,..., Sa—1 (véase el problema 1.8). De esta forma, todo nimero real z
admite una representacién en base « de la forma

== Z ckak
k=—o00 (1.1)
==+ ( cdesa?te ot + el F ot +epa? + - )

2La palabra bit es la abreviatura de Binary Digit.
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Nimeros maquina 21

con ¢ € {80, 81,82,-..,5q4—1} para k € Z. Si el contexto no aclara cudl es la base
numérica que se utiliza para el nimero z, suele emplearse la notaciéon (x),. Asf,
por ejemplo,

(101.101)2 = (5.625)19.

Ya que un ordenador se comunica con el usuario utilizando el sistema decimal
(aun cuando internamente esté utilizando el sistema binario), debe efectuar pro-
cesos de conversién que ocurren durante la entrada o salida de la informacion.
Normalmente el usuario no tiene que preocuparse de dichas conversiones, pero de-
be tener conciencia de que éstas implican errores de redondeo, como se verd en la
seccién 1.3. Por ejemplo, algunos nimeros decimales sencillos toman expresiones
mas complicadas en el sistema binario; asi,

——

(0.1)10 = (0.00011)5
(véase el problema 1.2). g

Observacién 1.3. La representacién en base a > 1 dada en (1.1) puede no ser
Unica como, por ejemplo, ocurre con el nimero representado en base 10 por 0.9
y 1. En efecto, al multiplicar x = 0.9 por 10 obtenemos 10x = 9.9 de forma que

al restar x a 10z queda 9z =9, de donde z =1. g

Al igual que utilizdbamos la notaciéon decimal en coma flotante podemos tam-
bién utilizar esta notacién en el sistema binario. Un ntimero binario representado
en coma flotante normalizada tomara una expresién de la forma

(s) (S) Em

donde s es el signo del niimero (0 para los positivos y 1 para los negativos), S es
el signo del exponente (también aqui 0 representard el signo + y 1 el signo —),
el exponente E es un ntmero entero en base 2 y m se denomina mantisa y es un
nimero en base 2 verificando 1 < m < 2 (es decir, 1 < m < (10)3). El ntimero as{
representado sera

(—1)® x m x 2(=1)7xEq

donde E; es la conversién decimal del niimero binario E (es decir, el nimero de
lugares que hay que “correr la coma”).

Ejemplo 1.1.
(1) (0)101.01 = —1.01 x 2% = —101 (= —(2? +2°) = —5 en decimal)
(0)(1)11.1=11x2"1=011(=2"142"2=0.75 en decimal). ¢

© Ediciones Pirdamide



22  Anadlisis de errores

Cada ntumero se almacena en la méaquina en lo que se denomina una pala-
bra. Cuando se trabaja en precision simple cada palabra tiene una longitud de 32
posiciones de memoria. Estos 32 bits se distribuyen, como veremos a continuacién,
de la siguiente forma: 1 se usa para el signo del ntimero, 8 para el exponente con
signo y 23 para la mantisa.

Observacién 1.4. FEl hecho de que la mantisa m verifique 1 < m < 10 en binario,
hace que la primera cifra de m (la que estd a la izquierda del punto decimal) sea
siempre un 1. Este 1, comin a todos los ntimeros representados, no se guarda (se
sobreentiende) y, por tanto, los 23 bits que se destinan a la mantisa sirven para
almacenar las 24 primeras cifras. g

Obviamente, utilizando palabras de 32 bits, tan sélo puede ser representada una
cantidad finita de ndmeros distintos: del orden de 232 nimeros diferentes.® Estos
nimeros, representables en el ordenador de forma ezacta, se denominan nimeros
mdquina.

Es facil encontrar ntimeros que no son ntimeros maquina; por ejemplo, 1.0x 2128
(128 es, en binario, 10000000, que no cabe en la parte destinada al exponente con

signo) y 1.1 2 1 (no cabe en el espacio destinado a la mantisa). El primero es un
ejemplo en el que se sobrepasa la capacidad del ordenador (desbordamiento) y el
segundo muestra que hay niimeros que no se pueden usar de forma exacta y habra
que aproximarlos (redondeo). Ambos fenémenos serdn estudiados mas adelante.

Continuando con la representacion de los nimeros maquina, podemos pregun-
tarnos por la representacién del niimero real 0. La primera respuesta que nos viene
a la cabeza es: “una palabra en la que los 32 bits tengan el valor 0”. Pero el conve-
nio de que se sobreentiende el primer 1 de la mantisa hace que la palabra anterior
represente el nimero binario 1.0 (1 en notacién decimal); de hecho, el 0 no serfa
un ndmero maquina si se usara esta representacion.

Este problema, junto con el de la doble representacién de los niimeros con expo-
nente +0 y —0, se resuelve mediante el formato estdndar de representacion (IEEE*
Storage Format): para almacenar la informacién correspondiente al exponente y
su signo se suma 127 al exponente y se utilizan 8 bits para almacenarlo; el expo-
nente verdadero se obtendré al restar 127 a la conversién decimal del exponente
almacenado. Asi pues, el nimero queda representado en la forma

[Signo del m’unero] (Exponente —0—127} Mantisa
1 bit 8 bits 23 bits

3Como los exponentes +0 y —0 dan lugar a los mismos ntimeros, el nimero total es la diferencia
entre las variaciones con repeticion de 2 elementos tomados de 32 en 32 y las variaciones con
repeticién de 2 elementos tomados de 24 en 24, es decir, 232 — 224 = 4278190080.

4Institute of Electrical and Electronic Engineers.
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Como el rango de nimeros que pueden representarse con 8 bits es de 0 a 255
(va que |E| < (11111111)5 = (255)10), los exponentes verdaderos correspondientes
estan en el rango comprendido entre —127 y 128. Los valores extremos 0 y 255
se usaran para numeros “especiales”. En concreto, si s es el signo del niimero
almacenado, m son los 23 digitos de mantisa y F,; es la conversién decimal del
nimero binario guardado en los 8 bits dedicados al exponente; cuando éste toma
valores entre 1 y 254 (ambos inclusive), el ntmero anteriormente representado
corresponde al nimero binario

(—=1)* x 1L.m x 2Fa=127

A este tipo de numeros se les denomina numeros normales.

Ejemplo 1.2. El ntimero binario 101.11 = 1.0111 x 22 se representa de la si-
guiente forma

Signo del niimero 24127=129 Mantisa
=~ —
0 10000001 01110000000000000000000 .

A la inversa, el nimero almacenado como
101111011 10100000000000000000000
es el nimero —1.101 x 21237127 = _1.101 x 2% = —0.0001101 en base 2. g

Cuando el exponente toma el valor 0, el convenio es ligeramente distinto: el
valor representado es

(—1)% x 0.m x 27126

(obsérvese que aqui no se sobreentiende el valor 1 para el primer digito de la man-
tisa y se ha desplazado la coma adecuadamente). Esta otra interpretacién permite
trabajar con nimeros méaquina mucho més pequenos, en valor absoluto, que los
que se obtendrian con el convenio habitual. Asi, al exponente 0 le corresponderian
nimeros positivos comprendidos entre

23)

1.0x 27127 ¢y 1.1 7001 x 27127

con el convenio habitual, y entre

22) 23)

0.0---01x27126 =10x27M9 y 0171 x 2712

con esta nueva interpretacién. De esta forma, se ve ampliada la capacidad de
manejo, por parte de la maquina, de nimeros “pequenos”. Los niimeros maquina
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asi representados se denominan nimeros subnormales. Nétese que el 0 es uno de
ellos, estando representado por una palabra enteramente formada por ceros, como
pedia nuestra intuicién.

Los nimeros con exponente 255 representan las excepciones: 0o y NaN (Not a
Number). Los valores 00 se producen a causa de un desbordamiento por exceso,
mientras que el valor NaN surge al realizar ciertas operaciones como las cldsicas
indeterminaciones (%, 00 — 00,... ), como se vera en la seccién 1.3.

En la tabla 1.1 se recogen la representacion y el valor decimal de algunos nu-
meros especialmente interesantes (véase la prictica 1.3).

TABLA 1.1:
Representacion de diversos niimeros (2127 ~ 103%)
Ntimero “ Representacion [ Valor decimal
+0 0000000000 - 0 0.0
0 1000000000 -2 0 0.0
Méximo nimero normal 0111111101 01 | 3.40282347 x 10%
Minimo ntimero normal (positivo) 0000000010 >22 0 | 1.17549435 x 10~38
Méximo ntimero subnormal 0000000001 221 | 1.17549421 x 10~38
Minimo nimero subnormal (positivo) 000000000 O 2 01 | 1.40129846 x 10~*°
+oo 0111111110 -2 0 infinito
0 1111111110 -2 0 “infinito
NaN 11111111 algin 1 no es un nimero

Observacion 1.5.

1. Hasta ahora sélo hemos considerado la representaciéon de ntimeros reales en
precisién simple. En general, las maquinas también permiten trabajar en
doble precision: cada nimero se almacena en dos palabras unidas y, de los
64 bits disponibles, 1 se destina al signo, 11 al exponente y 52 a la mantisa.
Asi, los nimeros normales en doble precisién se representan

[Signo del nﬁmeroj [Exponente +1023] Mantisa

1 bit 11 bits 52 bits

lo que corresponde al niimero binario

(—1)% x Lam x 2Pa—1023

y determinan un rango del orden de 1073% a 10308 (véase la practica 1.4).
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2. En general, los ordenadores (y los lenguajes de programacién) distinguen
entre numeros reales (tipo REAL o FLOAT) y ndimeros enteros (tipo INTEGER).
Una vez declarado un niimero como entero, su almacenamiento se hace en una
palabra, usando el primer bit para el signo y los 31 restantes para el nimero

en binario. Por ejemplo, el nimero (—254);9 = (—11111110)2 se almacena

23
como 10 - ) 011111110. Como el mayor nuimero entero representable es

30

31
01" 1= 2k = (2% — 1)y,
k=0

esto hace que el rango de los niimeros maquina enteros vaya desde — (231 —1) a
231 — 1. También se pueden representar enteros largos mediante dos palabras
unidas, usando 1 bit para el signo y 63 para el nimero en binario. Existen
otras formas mas sofisticadas de representar los nimeros enteros que aqui no
trataremos. En especial, la conocida con el nombre de complemento a 2, que
estd intimamente relacionada con el tipo de almacenamiento con traslacién
que se usa para los exponentes.

3. Los nuimeros complejos se representan como un par de nimeros reales (dos
palabras en simple precisién y cuatro en doble precisién).

o Potencias de 2
* Nameros maquina

*
*
*
®
*
*
*
®
*
*
*
®

Figura 1.1: Distribucién irregular de los nimeros maquina.

4. En un ordenador binario, los nimeros méaquina estan distribuidos de forma
irregular, concentrandose mas cuanto mas cerca de cero se esté (véase la
figura 1.1); téngase en cuenta que entre dos potencias consecutivas de 2
siempre existe la misma cantidad de nimeros maquina: para un exponente
fijo E' y prefijado el signo, la cantidad total de niimeros méquina normales
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de la forma +1.m x 2¥ es 223 (nimero de variaciones con repeticién de 2
elementos tomados de 23 en 23). Dado que la distancia entre las potencias
de 2 es mas pequena cerca del 0 y mas grande lejos de él, se obtiene una
distribucién desigual de niimeros maquina, siendo la densidad mayor cerca
del origen. g

1.3. Desbordamiento y redondeo

Ya hemos visto la forma estandar de almacenar nimeros maquina y hemos
insistido en que éstos constituyen sélo una cantidad finita. ; Qué podemos decir de
los restantes numeros reales? El hecho de que un niuimero real no sea un nimero
maquina puede deberse a dos motivos:

a) Que su exponente (una vez normalizado el nidmero) esté fuera del rango
admitido (es decir, que el nimero sea demasiado grande o pequeiio).

b) Que su mantisa (normalizada también) tenga més de 23 cifras (en cuyo caso
el nimero tiene més cifras de las que se pueden almacenar).

Estas dos posibilidades se tratan de forma muy distinta:

a) Si el resultado de un célculo o un nimero leido por la méquina tiene un
exponente que se sale del rango admisible se produce el fenémeno conocido
como desbordamiento, que puede ser de dos tipos: por exceso (overflow) o
por defecto (underflow). La representacién estdndar en coma flotante trata
el desbordamiento por exceso como una situacion excepcional: toma el valor
+00 (0 —oo si el nimero es negativo)® y sigue trabajando, siempre que se
pueda dar sentido a las operaciones siguientes (por ejemplo, é = 0). Para
el desbordamiento por defecto se asigna el valor 0.

b) Cuando se necesita trabajar con niimeros no méquina que no producen des-
bordamiento lo que se hace es aproximarlos por niimeros méaquina cercanos.
Este proceso se denomina redondeo.

Veamos la forma en la que el redondeo se lleva a cabo: dado un nimero
- E
xr = *xl.a1a9 - - - a23a040Q95 - -+ X 2

con F dentro del rango admisible, sean x; y x4 los nimeros méquina mas proximos
a x por la izquierda y por la derecha respectivamente, esto es,

r; = xq = six es un nimero maquina

5En la tabla 1.1 se vio cémo se representaban estos valores en la méaquina.
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y, en otro caso,

x; = 1l.ay -~ ags x 2F vy zq=(lai- a3 +2"2)x2% si >0

vi=—(lay a3 +27B)x2F vy 5= —1.ay- a3 x2F si x <0.
Notese que, en cualquier caso, para todo nimero x € R se verifica que
r; <x < xy.

En coma flotante estandar, para cada nimero real z, estan definidos cuatro tipos
de redondeo r(x):

a) Redondeo a la derecha (o por exceso): r(x) = xq.
b) Redondeo a la izquierda (o por defecto): r(x) = ;.

¢) Redondeo a cero: r(x) = x; six > 0y r(z) = x4 si < 0 (es decir, se elige
de entre z; y 24 €l que estd entre 0 y ).

d) Redondeo al mds préximo: se elige de entre z; y x4 el que estd més cerca de
x; en el caso de que estén a igual distancia, se toma el que tenga ass = 0.

Observacién 1.6.

1. Nétese que, con cualquiera de los criterios anteriores, si  es un nimero
maquina entonces coincide con su redondeo r(x).

2. Aunque en principio puede utilizarse cualquiera de las cuatro posibilida-
des anteriores (incluso puede cambiarse de una a otra dentro de la misma
méquina) nosotros solamente utilizaremos la tltima de ellas, por ser la més
util y usada (de hecho es la opcién por defecto) y la denominaremos, sim-
plemente, redondeo. g

La primera cuestién que se nos plantea es qué error se comete cuando en lugar
de trabajar con un ndmero real x se trabaja (como es obligado) con su redondeo.
En términos absolutos, y manteniendo la notacion, se tiene la siguiente cota del
error de redondeo absoluto

Tg— T 2-

[r(z) —z| < 5 = 5 =272 x 2F

mientras que, en términos relativos, una cota del error de redondeo relativo (te-
niendo en cuenta que |z| > 2F) es

— 2—24.
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El valor de 2724 obtenido en la cota del error de redondeo relativo es, exacta-

22
mente, la mitad de la distancia entre 1 y el siguiente niimero méquina 1.0 - ) 01.

Esta distancia (2723 ~ 1.2 x 10~7) se denomina precision o épsilon de la maquina
y se denota por eps. Asi pues, trabajando en coma flotante estandar, como

r(z) = (””*“f‘“”) z= (1+ W) z,

eps

se verifica que
r(z) = (1 +8)z con [§] <27 =

para todo € R. Esto, en términos de la representaciéon decimal de x, quiere decir
que el redondeo de z tendra alrededor de 7 cifras significativas correctas (de forma
mas precisa, un minimo de 6 y un maximo de 8, dependiendo de en cuantas cifras
decimales se transformen las 23 cifras decimales en binario).

Observacion 1.7. Todas las consideraciones que se han hecho acerca del des-
bordamiento y el redondeo con precision simple pueden trasladarse, con las corres-
pondientes modificaciones, al caso en que se utilice doble precisién. En concreto,
el épsilon de la maquina en doble precisién es 2752 y el redondeo de un niimero
en doble precisién tiene un minimo de 15 y un maximo de 16 cifras significativas
exactas. p

1.4. Aritmética en coma flotante

Para llevar a cabo una operacién aritmética (+,—, x, /) en un ordenador, lo
primero que se debe tener en cuenta es que los operandos con los que se trabaja no
son exactamente los de partida, sino sus redondeos. Incluso aunque los operandos
sean numeros maquina, el asunto es méas complicado de lo que puede parecer a
primera vista; el resultado de una operaciéon con niimeros maquina no tiene por qué
ser necesariamente un nuimero maquina y habra, por tanto, que redondearlo. De
hecho, la aritmética estandar en coma flotante estd disenada mediante operaciones
@, ©, ®, @ que verifican, para cada par de nimeros maquina x e y:

zoy=r@+y),roy=r—y),z0y=rxy), r0y=r(z/y)

La implementacion efectiva de las operaciones es bastante sofisticada, pues debe
enfrentarse con diversos problemas de los que veremos algunos ejemplos seguida-
mente.

En primer lugar, para llevar a cabo una suma (o resta) de dos niimeros maquina
se siguen los siguientes pasos:
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1. Se igualan los exponentes al mayor de ambos.
2. Se realiza la operacién de forma exacta.

3. Se normaliza el resultado (modificando, si es necesario, el exponente de forma
que la mantisa esté entre 1y 2, es decir, de la forma +1.m x 2).

4. Se redondea (en caso de que sea necesario).

5. Se normaliza si es necesario.®

Ejemplo 1.3. Para sumar 1 =1.0 x 2° con 2 = 1.0 x 2! se escribe
22
0.10 ) 0 x 2t
22)
1.00---0 x 2!
22)
1100 x 2!

Como se observa, sélo han hecho falta los dos primeros pasos. Sin embargo, si

restamos a 1 = 1.0 x 2° el niimero maquina més cercano a él por la izquierda, es

. 23) 1
decir, 1.1 --+ 1 x 27+, tenemos:

23
1.0 2) 00 x 29

En primer lugar: 0.1 23) 11 x 20

00201 x 20

23) _o4
En segundo lugar: 1.0---0x 2

Nétese que para realizar la operacién de forma exacta hemos tenido que utilizar una
posicién més de memoria (24 bits) para guardar el segundo ntimero y el resultado.
Esto nos hace ver que las operaciones no se pueden llevar a cabo en palabras, sino
que hace falta almacenar provisionalmente los operandos y el resultado en pedazos
“més largos” de memoria. De hecho, en la aritmética estandar en coma flotante se
utilizan registros de 80 bits para realizar las operaciones. g

Para la multiplicacién (o divisién) de dos nimeros no es necesario igualar los
exponentes; basta multiplicar las dos mantisas (lo que dard un nimero de, a lo més,
48 cifras significativas, que cabe en un registro) y se suman los exponentes, nor-
malizando el resultado, redondeandolo si es preciso y, eventualmente, volviéndolo
a normalizar.

) 24
6Por ejemplo, el redondeo de 1.1 - ) 1 x 2F es 10.0 x 2F que debe normalizarse a 1.0 x 28+1,
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En cualquier caso, este tipo de precauciones garantizan, unicamente, que la
aritmética en coma flotante se realiza siempre del modo correcto, en el sentido
de que el resultado almacenado tras operar dos niimeros maquina coincida con el
redondeo del resultado real de la operaciéon. No obstante, esto no impide que se
produzcan situaciones anémalas que son intrinsecas al hecho de estar trabajando
con una precisién determinada, como por ejemplo:

a) Las operaciones en coma flotante no verifican, en general, la propiedad aso-
ciativa. Asi, para la suma,

Qo2 o2 =r(r(1+27) +27) =r(1+27%) =1
mientras que
le@ a2 =r(1+r2+272)) =r(1+27%)

. 22
:1+2*23:1.0~~).01x20.

b) Sidos nimeros maquina x e y verifican @y = x, esto no implica, en general,
que y = 0. De hecho, basta tomar cualquier nimero maquina y de la forma

y=~60zx con 0 <6 <27
para que se dé la igualdad = & y = z. En efecto,
r@y=r(x+y)=r(z+0z)=r(x)=ux,

ya que al efectuar la suma entre

= 1l.aias---as3 X 2EI

€
Yy = 1.b1by - - 'b23 X 2Ez’ con Ey < FkE,—24
queda
1.a1a2 c - a23 X 2Ez
23) E,—24—E,)
0.0 .. 00 - T Olbyby - by x 2P
E,—24-E,)

Olble"'bgg X 2EI

El resultado de la suma es un niimero cuyo redondeo es

l.ajas - - - as30

l.ajas - - - as3 X 2E“E =x.
Otro fenémeno a tener en cuenta es lo que se conoce como cancelaciony aparece
al restar dos niimeros muy préximos entre si, lo que puede producir grandes errores

relativos.
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Ejemplo 1.4. Al realizar la resta en el ordenador de los niimeros

)

23 15 15
) k2P e y=11---1x2F

rz=11---101
(teniendo en cuenta que y es ya un nimero maquina) se obtiene

23 15
x@yzr(r(w)—y)zr(1.1~-)~1><2E—1.1-~)-1><2E)

—r <0.0 oo 21« 2E> =117 1 x2E 16,

mientras que el resultado exacto es

15)

15 8 7 15
x—y:0.0--)-Ol--)- 10171 %22 =1.1.7. 101.-)-1><2E—16,

jque es un numero maquina! Como se observa, el resultado hallado coincide con

el real en tan sélo las 9 primeras cifras significativas; esto se produce porque al
15 8

normalizar 0.0 - ) 01 - ). 1 x 2F se “corre la coma” 16 lugares, afiadiendo 16 ceros

por la derecha que son independientes de los valores de partida. g

Veamos otro ejemplo patolégico:
Ejemplo 1.5. Dada la funcién f(z) = senx, si se utiliza el cociente incremental

sen(x + h) —senzx
h

en r = 1 para aproximar

g sen(l+h)—senl
coslff(l)fllli% A

se puede comprobar que, trabajando en doble precision, se obtienen los resultados
de la tabla 1.2 para diversos valores de h, donde se han comparado los resultados
obtenidos con el valor de cos1 ~ 0.54030230586814. ;Qué es lo que esta ocurrien-
do? Lo que sucede es que a medida que h va decreciendo, los nimeros sen(1 + h)
y senl van teniendo, cada vez, mds cifras significativas iguales y, por tanto, su
diferencia va teniendo cada vez menor nimero de cifras exactas (de hecho, para
valores de h menores o iguales a 10716 la diferencia sen(1 + h) — sen1 da, en el
ordenador, el valor 0). g

La consecuencia que podemos extraer de los ejemplos 1.4 y 1.5 es que, en
la medida de lo posible, deben intentar evitarse sustracciones de nimeros muy
cercanos. A veces hay que prever estos problemas y cambiar el orden de las opera-
ciones con vistas a obtener representaciones matematicas equivalentes que eviten
las cancelaciones.
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TABLA 1.2:
Valores aproximados de cos1 mediante el cociente w
l h “ Valor aproximado [ Error absoluto [ Error relativo (%)

107° 0.54029809850586 | 0.00000420736228 0.00077870522286
107° 0.54030188512133 | 0.00000042074681 0.00007787248080
1077 0.54030226404045 | 0.00000004182769 0.00000774153481
1078 0.54030230289825 | 0.00000000296989 0.00000054967103
107° 0.54030235840941 | 0.00000005254127 0.00000972442009
1071 || 0.54030224738710 | 0.00000005848104 0.00001082376215
107 || 0.54030113716408 | 0.00000116870406 0.00021630558456
10712 || 0.54034554608506 | 0.00004324021692 0.00800296731187
10713 || 0.53956838996783 | 0.00073391590031 0.13583430837565
1071 || 0.54400928206633 | 0.00370697619819 0.68609298126735
10715 || 0.55511151231258 | 0.01480920644444 2.74091120537484
107 || o 0.54030230586814 | 100

Ejemplo 1.6.

1. Como es sabido, las raices de la ecuacién de segundo grado

son

Ahora bien, cuando b > 0 v 0 < 4ac < b2, resulta conveniente utilizar la

ax? +bx+c=0

—b+ Vb?2 — dac
T

(a,b,c € R, a #0)

—b—Vb? — dac
2a '

siguiente expresién equivalente para el calculo de la primera raiz:

xr1 =

(\/b2 — 4ac — b) (\/b2 — 4ac + b) B 2¢
2a(\/b2—4ac+b) B b+ b2 — dac

2. En lugar de trabajar con la funcién

fz) =

-2 —x+1

(z —1)?

,x €R

cuando x ~ 1, podemos escribir ésta en forma equivalente como

(z—1)?(@2%*+2+1)

fz) =

(z—1)?

=224+ x+1.
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Como se observa en la tabla 1.3, mediante la expresién (1.2) evaluamos f de
forma errénea, debido al fenémeno de la cancelacién. g

TABLA 1.3:

Valores de f en puntos préoximos a x = 1

l Abscisa x H Expresién (1.2) ‘ Expresién (1.3) ‘
1.00000762939453 || 3.00002288818359 | 3.00002288824180
1.00000381469727 || 3.00001525878906 | 3.00001144410635
1.00000190734863 || 3.00000000000000 | 3.00000572204954
1.00000095367432 || 3.00000000000000 | 3.00000286102386
1.00000047683716 || 3.00000000000000 | 3.00000143051170
1.00000023841858 || 3.00000000000000 | 3.00000071525579
1.00000011920929 || 3.00000000000000 | 3.00000035762788
1.00000005960464 || 3.00000000000000 | 3.00000017881394
1.00000002980232 || 3.00000000000000 | 3.00000008940697
1.00000001490116 || 3.00000000000000 | 3.00000004470348
1.00000000745058 || 4.00000000000000 | 3.00000002235174
1.00000000372529 || 0 3.00000001117587

1.5.

Segun hemos visto, a la hora de resolver un problema lo primero que hay que
tener en cuenta es que los datos de partida con los que va a trabajar el ordenador
no tienen por qué ser exactamente los datos originales (debido al redondeo). La
segunda cuestién relevante es que, aunque los datos se almacenaran de forma
exacta en el ordenador, en el momento que empezamos a trabajar con ellos se
comienzan a cometer errores, de forma que, en algunas ocasiones, el resultado
obtenido dista mucho del deseado. Para clarificar lo anterior analicemos una simple
operacion aritmética como es la suma de dos nimeros: dados dos nimeros z, y € R,
para calcular su suma x + y el ordenador halla

Propagacion del error

rey=r(r()+ry)=r((1+d)z+(1+d)y)
=(1+463)[(1+ 1)z + (14 62)y]
=(1403)(z+y)+ (1+03)0z+ (1+d3)d2y

(1.4)

con
eps

2

para i = 1,2,3. Vemos asi que los errores de redondeo en los datos se propagan
al resultado de la operacién. Si ahora este resultado fuera un operando de otra

|5¢| S 2—24 _
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operacion, este error se propagaria al consiguiente resultado, y asi sucesivamente.
De esta forma, si pensamos en un algoritmo que involucre una gran cantidad de
operaciones elementales, las perspectivas pueden parecer no muy buenas.

En general, si denotamos por * cualquier operacién elemental (+, —, -, /), para
cada par de nimeros maquina x e y, se tendrd

r(wxy) = (1+08)(x*y) con |5 < L2

Si x e y no son nimeros maquina, se tiene
r(r(z) = r(y)) = r ((1 4 61)a] * [(1+62)]y) = (1 +03) (1 4 1)z * (1 +62)y) .

Para operaciones compuestas las cosas se complican. Supongamos que queremos
calcular z(y + z) donde z, y y z son nimeros maquina. El resultado es

@ (y®z) =rr(y+z) =0+0)@r(y+2)
=(1+01)[(1+0)x(y+2)] = (146 + 02 + d102)x(y + 2)
~ (146 +d2)z(y+2)=(1+3)z(y+2)

con |03 < |01 + |da] < 2724 42724 = 2723,

Parece claro, por tanto, que debemos estudiar cuanto influye la propagacién del
error en el resultado final del problema. Dos son los principales conceptos ligados
a este estudio:

a) El condicionamiento. Mide la influencia que tendrian en el resultado even-
tuales errores en los datos, en el caso ideal de que se pudiese trabajar con
aritmética exacta; esta ligado, por tanto, al problema en si y no depende del
algoritmo que se utilice para resolverlo.

b) La estabilidad. Esta relacionada con la influencia que tiene en los resultados
finales la acumulacién de los errores que se producen en las sucesivas opera-
ciones elementales que se llevan a cabo para resolver el problema; es decir,
depende del algoritmo que se utilice para obtener la solucién.

Asi pues, hablaremos de un problema bien o mal condicionado, mientras que,
dado un algoritmo para resolver un problema, diremos si es 0 no numéricamente
estable. Ambos conceptos son, en general, dificiles de analizar.

1.5.1. Condicionamiento

Diremos que un problema estd mal condicionado cuando pequenos cambios

en los datos dan lugar a grandes cambios en las respuestas. Las técnicas que se
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emplean en el estudio del condicionamiento de un problema estan fuertemente
ligadas a la estructura del mismo. En general, a la hora de resolver un problema
y = f(x) se intenta definir un nidmero de condicién k = k(x) > 0 de forma que

1 (@) = )]

e = |

(1.5)

Este ntmero indicara, segin sea cercano a 1 o alejado de éste, si el problema esta
bien o mal condicionado, respectivamente. Si el niimero de condicién es menor
que 1 o estd préximo a 1, el error del dato no se amplificard mucho y el error del
resultado serd, a lo sumo, del mismo orden que el error en el dato; por el contrario,
si este numero de condicién toma valores muy grandes, el error final serd una gran
amplificacién del error en el dato.

Para casos concretos, podremos definir facilmente un nimero de condicién.
Comencemos con un problema sencillo: la evaluaciéon de una funcién diferenciable
f R — R en un punto z. Si en lugar de x tomamos una aproximacién suya = con
|z — x| < 1 (por ejemplo su redondeo), el teorema del Valor Medio asegura que

De esta forma, si f'(x) no es muy grande, el efecto de la perturbacién sobre f(x)
es pequeno. Concretamente, el error relativo de la perturbacion viene dado por

Error relativo Error relativo
(resultados) (datos)
— —
BTG |l - |, P
f(z) f(z) f(z) x

Numero de condicién

Ejemplo 1.7. Consideremos la funciéon

fey=1—-v1—22 1<z <1.

Como
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entonces el nimero de condicién de f es

o),
(@)

2

V1I—22(1 -1 —2?)

221+ V1 —2?)
VI—22(1 -1 —22)(1 4+ V1 —22)
14+ V1 —22

V1—a?

que es muy grande para valores de x préximos a +1. g

Ejemplo 1.8. Supongamos que Z; y T2 son aproximaciones de x1 y 2 con erro-
res €1 y €9 respectivamente, es decir, T3 = 11 + €1 ¥ To = X2 + 2. Veamos que
el error relativo del producto es, aproximadamente, igual a la suma de los errores
relativos de los factores, esto es,

T1To — T1X2 €1 €2
—_—~ — + — (1.6)
T1T2 I T2
y, por tanto, el producto de dos niimeros es siempre un problema bien condicionado.
En efecto, como
T1T9 = (iﬂl —+ 51)(%2 + 62) = 21X2 + T1E2 + XT21 + E1€2
entonces
T1T2 — T1T2 ~ T1€2 + T2€1,

de donde se sigue (1.6).

Sin embargo, la suma de dos niimeros no va a ser siempre un problema bien
condicionado. Teniendo en cuenta que

T+ Ty = ($1+€1)+($2+82> =21+ 2o+ + €2
se verifica que
(T1 +72) — (21 + 22) = &1 + 2,

de donde

(%1 + %2) — (.1‘1 + 3;‘2) . €1 ) T &1 T2 &2

+ .
T+ X2 r1+2x2 X1+T2 X1+ 2221 T1+ T2 X2

Notese que el problema para la suma de dos nimeros esta bien condicionado salvo
cuando z1 ~ —x9, en cuyo caso el condicionamiento puede ser muy malo. Esto
explica el fendmeno ya estudiado de la cancelacién. g
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Otro tipo de problemas para los que se puede dar un nimero de condicién
de forma relativamente sencilla es la resolucién de sistemas lineales Ax = b, como
veremos en el capitulo 3. Anticipamos, a continuacién, un ejemplo de sistema lineal
mal condicionado.

Ejemplo 1.9 (R. S. Wilson). Consideremos el sistema lineal Az = b donde b
es el vector

32
23
b= 33
31
y A es la aparentemente “inofensiva” matriz simétrica
10 7 8 7
7 5 6 5
A= 8§ 6 10 9
7T 5 9 10

que tiene por matriz inversa a

25 —41 10 -6
—41 68 —17 10
10 —-17 5 =3
—6 10 -3 2

A =

y cuyo determinante vale 1. La solucién exacta de dicho sistema es

1
1
1
1

Si consideramos las siguientes perturbaciones de los datos A y b

10 7 81 72 32.1
g_|708 504 6 5 o[ 229

8 598 989 9 | 7Y 33.1 |

6.99 499 9  9.98 30.9

las soluciones exactas de los sistemas lineales Ay =by Az = b vienen dadas,
respectivamente, por

~81 9.2

| 137 | —1256
Y= 34| Y77 4.5
22 1.1
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Como se aprecia, pequenos cambios en el dato A proporcionan un resultado muy
alejado de la solucién original, x. Andlogamente, cuando se perturba ligeramente
el dato b se obtiene también un resultado z también distante de x.

La justificacién de estas propiedades sorprendentes, asi como la forma precisa
de medir el tamano de las perturbaciones y de los errores, se veran en el capitulo 3
(véase, en particular, el ejemplo 3.1). g

1.5.2. Estabilidad

En términos generales, diremos que un algoritmo es inestable cuando los errores
que se van produciendo en las diversas etapas van aumentando en etapas poste-
riores y afectan, en gran manera, a la exactitud del calculo en su conjunto; un
algoritmo es estable cuando no es inestable. Otra forma de aproximarse al concep-
to de estabilidad es pensar un algoritmo estable como aquel que consigue resultados
cercanos a los exactos cuando se parte de datos préximos a los verdaderos.

Ejemplo 1.10. Para ilustrar el comentario anterior vamos a considerar dos algo-

100
ritmos para el calculo de ( 7) . Cada uno de ellos es una aplicaciéon particular

de dos algoritmos méas generales que sirven para calcular las potencias sucesivas
de un nimero positivo A > 0, a saber

{EO:]. $0:1,$1:>\
y
Tp = AMp_1, n €N Tnt1 = B+ N)zy —3Azp—1, n € N.
En ambos casos, el término general de la sucesién {x,}22  es
xz, = A", n e NU{0}.

En efecto, en el primero de ellos se comprueba de forma inmediata y en el segundo
basta observar que o =1, 1 = A y para cada n € N se verifica que

(B4 N2y — 3Azp_1 = (34+ XA = 3" =3A" N 3\ = A"l =g )

. . 1
En nuestro caso concreto queremos hallar el término x199 para la elecciéon A = =

por lo que basta calcular los 100 primeros términos de las sucesiones anteriores
para dicho valor de A, esto es,

CUOZ].

(901) Tn—1
Ty =

n=12

, ,2,...,100
7
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y
ro=1, 21 = 1
(¢2) 7
22 3
Tnit1 = 75&1 - ?$n71, n=12,...,99.

Si se calculan los sucesivos valores de z,, mediante ambos algoritmos se obtie-
nen los resultados expuestos en la tabla 1.4. Estos resultados muestran el buen
comportamiento del algoritmo ¢; frente al pésimo comportamiento de ¢s. g

TABLA 1.4:

Algoritmos @1 y po para el cdlculo de 7100

en doble precision

l n “ Valor de z,, (1) [ Valor de z,, (p2) ‘
011 1
1 || 0.1428571428571 0.1428571428571
2 || 2.0408163265306 x 102 2.0408163265306 x 102
3 || 2.9154518950437 x 1072 | 2.9154518950436 x 1073
4 || 4.1649312786339 x 1074 |  4.1649312786308 x 10~*
11 || 5.0573331066306 x 107'°  5.0505834009817 x 10~ °
12 || 7.2247615809009 x 10|  7.0222704114337 x 10~ *
13 || 1.0321087972716 x 10~  4.2463528886988 x 10~ 2
14 || 1.4744411389594 x 1072| —1.6749764113091 x 10!
15 || 2.1063444842277 x 10~ 3| —5.4461981307728 x 10~
16 || 3.0090635488967 x 10~*| —1.6398775663296 x 10~ 9
25 || 7.4567399858374 x 10722| —3.2283632877849 x 10~°
30 || 4.4366870862363 x 10725| —7.8449227893174 x 10~*
34 || 1.8478496818977 x 10~ 2°| —6.3543874593471 x 102
35 || 2.6397852598538 x 1072°| —0.1906316237804
38 || 7.6961669383493 x 10733| —5.1470538420712
40 || 1.5706463139488 x 10734 —4.6323484578640 x 10
45 || 9.3451913723379 x 1073%| —1.1256606752610 x 10*
50 || 5.5602971216386 x 10 *3| —2.7353554408841 x 10°
60 || 1.9684192301176 x 107! —1.6152000342877 x 10!
70 || 6.9684662181415 x 107%°| —9.5375946824653 x 10*°
80 || 2.4669208435211 x 107%8| —5.6318542840489 x 10%°
90 || 8.7332601785620 x 107 77| —3.3255536361880 x 10%°
100 || 3.0916904080902 x 10%%| —1.9637061666327 x 103°
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Formalicemos a continuacién el concepto de estabilidad. Para ello introducimos
primero la siguiente notacion debida a Landau.

Notacién 1.1. Utilizaremos la expresién ¢(r) = O(r) para denotar que la can-
tidad ¢(r) es del orden de r para r pequetio, es decir, cuando existe una constante
C > 0 tal que

[p(r)| <Cr,0<r<1. g

Definicién 1.1. Un algoritmo ¢ de resolucién del problema y = f(x) es estable
si existe T con

verificando

lp(z) = F(@)]]
LF @I

En caso contrario se dice que el algoritmo ¢ es inestable. g

= O(eps). (1.7)

Observacién 1.8. Ndtese que la expresién (1.7) indica que un algoritmo estable
¢ proporciona un resultado relativamente cercano (i.e., con error relativo del orden
del épsilon de la maquina) al resultado correspondiente a un dato relativamente
cercano (en el sentido anterior) al dato original. g

Ejemplo 1.11. Estudiemos la estabilidad de los algoritmos ¢1 y @2 del ejemplo
1.10. En el algoritmo 5 es claro que f(\) = A% es muy pequefio para cualquier

valor A que esté cerca de = De esta forma, con los datos de la tabla 1.4, se puede

comprobar que

SN 1 . .
para cualquier \ préximo a = lo que hace que p, sea un algoritmo inestable.

En el estudio de la estabilidad del algoritmo ¢; vamos a afinar un poco mas;

© Ediciones Piramide



Propagacion del error 41

los valores sucesivos que se van obteniendo con él son:

£E0:1

-y
2o = (r (;))2(1—1—61)
(1+6)r (;)) (1+6,) = ( <;)>3(1+51)(1+5Q)

2100 ( ( ))100 1461)(1462) (1 4+ dgg)
)

1 1
donde r (7 denota el redondeo de - y
eps
0l < =
5 <2
parai=1,2,...,99. De esta forma, eligiendo

A=r (;) /(1 +61)(1 + 62) -+ - (1 + bg9)

se tiene que

con lo que

y, por tanto, el algoritmo ; es estable. g

Observacion 1.9. El comportamiento asintético hacia —oo de la sucesion defi-
nida en el algoritmo y puede justificarse de la siguiente forma. Dicho algoritmo
es, a su vez, una particularizacién de la ley de recurrencia mas general

o =a+p, 11:%+35

29 3 (0476 € R)

—Ty — =Tp_1, N EN

Inbl = 7
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que tiene como término general

1 n
xn:a<7> + 33", n € NU{0}.

Nuestro caso se corresponde con la eleccién @ = 1 y 8 = 0. No obstante, al tomar
la méquina los datos iniciales redondeados

1
To=1y z=r <7) = 0.14285714285714,

los valores de o« y B correspondientes vienen dados por la soluciéon del sistema

lineal
a+p=1

% 438 = 0.14285714285714,

es decir,

21 —Tr <;> r (;) -1
_ —-15 _ — _10-15
— 0 1410 y B a0 1077,

El hecho de que S # 0 hace que para valores grandes de n la cantidad 53"
sea, en valor absoluto, muy grande y perturbe desmesuradamente los resultados
finales. g

o =

Una técnica estdndar para estudiar la estabilidad de un algoritmo es lo que
se denomina andalisis regresivo del error: mediante las manipulaciones necesarias,
se intenta escribir el resultado obtenido por el algoritmo como el verdadero valor
que se obtendria si se aplicasen operaciones exactas a otros datos distintos; si la
diferencia entre estos ultimos y los reales no es grande, el algoritmo serd estable
y, si es nula, serd regresivamente estable. Mas concretamente,

Definicién 1.2. Un algoritmo ¢ de resolucién del problema y = f(z) es regresi-
vamente estable si existe T con

|7 —=f] _

e = Oler)

verificando

pr) = f(@). o (1.9)

Observacion 1.10. Claramente, un algoritmo regresivamente estable es estable
puesto que (1.9) implica
lle(z) — fF@I _

1 (@)
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que, obviamente, es del orden del épsilon de la maquina. Un algoritmo regresiva-
mente estable ¢ proporciona, por tanto, un resultado exacto correspondiente a un
dato relativamente cercano (en el sentido anteriormente explicado) al dato verda-
dero. Es precisamente el hecho de que el error cometido se proyecte hacia atras
sobre los datos lo que justifica el calificativo de regresivo. g

Ejemplo 1.12. El algoritmo ¢ considerado en el ejemplo 1.10 es regresivamente
estable (véase (1.8)). g

Los conceptos de condicionamiento y estabilidad regresiva nos permiten estu-
diar, de manera sencilla, la precision que un algoritmo proporciona a la hora de
resolver un problema concreto.

Teorema 1.1. Supongamos que queremos resolver un problema y = f(x), cuyo
numero de condicion es k(x) > 0, mediante un algoritmo ¢ regresivamente estable.
Entonces se verifica que

llp(z) = f(2)]]
@)l

es decir, el error relativo cometido es del orden del nimero de condicion multipli-
cado por el épsilon de la mdquina.

= O(k(x) eps),

DEMOSTRACION. Por ser ¢ un algoritmo regresivamente estable se tiene que

para un cierto x verificando

(véase (1.9)). A partir de la relacién (1.5), se concluye que

@) = F@I _ 1F@ = @I NE=all _
ol - @ @ O(k(z) eps). o

Observacién 1.11. El teorema 1.1 aporta informacién sobre la precision del
algoritmo en el siguiente sentido: determina el orden del error relativo que se
comete cuando se toma el resultado que el algoritmo proporciona a partir del dato
exacto, en lugar de tomar el resultado exacto del problema (que, como ya se ha
indicado, es imposible de calcular en la mayoria de los casos). g
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Ejemplo 1.13. Como el ntimero de condicién de la funcién
P(x) =21 2 >0
es constante para todo z > 0 e igual a

Y (x)
()
se tiene que el error relativo cometido al usar el algoritmo ¢; considerado en el
ejemplo 1.10 es del orden de 100 veces el épsilon de la maquina. g

= 100,

K‘/‘I’

1.6. Problemas

1.6.1. Problemas resueltos
1.1. Encontrar la expresion decimal de los niimeros binarios 11.11 y 111.701.

SOLUCION. Claramente se tiene que

11
(11.11)2:1><21+1><20+1><2’1+1x2’2:2+1+§+1:(3.75)10

(111.’1@) x24I x2 41 %2041 %2740 x22
2

+1x2 41 x27 4+ 0x 20 +1x 270 ...
=4+4+2+1+(A+0+1)x2 2+ (4+0+1)x276

+@A+0+1)x 279+ (4+0+1) x 2712 ...
1

n=1 n=1 —

8

5 —
=7+-= (7. 714285) .o
7 10

1.2. Encontrar la expresién binaria de los nimeros decimales 0.1 y 573,

SOLUCION. En primer lugar, veamos el algoritmo general para convertir un niimero
decimal x con 0 < z < 1 a binario en la forma

z=(0.0nas...qp...)2.
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Como

a2 %
T= gttt

se tiene que

a1=2x—(%+%+-”+ap+1

2 22 op +"'>:237—(0.()(2()[3...Oép+1...)2,

es decir, la primera cifra decimal a; de x en base 2 se halla tomando la parte entera
de 2z. Ahora bien, como el nimero (0.c2ae3 ... 0py1 ...)2 estd también entre 0 y
1, para hallar la siguiente cifra ay basta repetir el proceso y, asi, sucesivamente.
De esta forma, a partir de la siguiente tabla

01x2=02]| — 0
02x2=04]| — 0
04x2=08| — 0
0.8x2=16 | — 1
06x2=121| — 1
02x2=04| — 0

se obtiene que
(0.1)10 = (0.00011)2

~ ~
y, como 5. 3 =54 0. 3, a partir de

~ ~
0.3 x2=0.6 | — 0
~ ~
0.6 x2=1.3 — 1
~ ~
0.3 x2=0.6 — 0

se concluye que

.

(5. 310 = (5)10 + (0.3)10 = (101) + (0.01) = (101.01)s. o

1.3. Determinar los nimeros decimales que en simple precisién tienen la siguiente

representacion en coma flotante estdndar:
a) 11100101110010010000000000000000.
b) 00000011110001111000000000000000.
¢) 11111111100000000000000000000000.
)

d) 10000000010000000000000000000000.
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SOLUCION.

a)

=

o

)
)
d)

1.4.

—1.1001001 x 2203=127 — _1.1001001 x 276 ~ —1.186494578820998 x 1023,
1.10001111 x 277127 = 1.10001111 x 27120 ~ 1.172555614945232 x 1036,
—0OQ.

—0.1 x 27126 = 1,0 x 27127 ~ —5.877471754111438 x 10739,

Supongamos que tenemos un ordenador que almacena los niimeros en base

10 con tan s6lo dos digitos de mantisa. Queremos calcular con esta méquina la
menor raiz de la ecuacién 22 — 20x + 1 = 0.

a)
b)

. Qué valor se obtendria al calcularla como 10 — /997

fdem calculéndola como

1
10 ++/99

SOLUCION.

a)

Las raices de la ecuacién 22 — 20z + 1 = 0 son
10 —v99 = 0.05012562893429393 ... y 10+ 99 = 19.94987437106570. .. .

Trabajando en una méquina con una mantisa de 2 digitos decimales, 99 es
un ntimero méaquina para ella (9.9 x 10'). Como

V99 = 9.949874371065706 . . .

se tiene que 7(v/99) = 9.9 x 10°, con lo que, al ser también 10 un niimero
mAaquina (10 = 1.0 x 10%),

r(10 —v99) =10 - 9.9 =0.1.
Podemos evitar la cancelacién anterior escribiendo

1
10 -v99 = ——F+.
10+ v99

Puesto que 7 (10 + v/99) = r (10 + 9.9) = 20, dado que 19.9 no es un nimero
maquina y hay que tomar su redondeo, se verifica

Notese que éste es el mejor resultado que puede obtenerse en esa maquina
para el calculo de 10 —+/99 puesto que coincide con el redondeo del resultado
exacto. g
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1.5. Se considera el problema de sumar tres numeros reales x,y,z € R con el
algoritmo
(x+y)+ 2,

es decir, se suman los dos primeros y al resultado obtenido se le suma el tercero.
Demostrar que este algoritmo es regresivamente estable.

SOLUCION. Basta observar que, a partir de la relacién (1.4), se tiene que

@oy)@z=r(zoy)+rz)=00+6)(z®y)+ (1+0641)2)
= (1+465) (1 +d3)(z +y) + (1 + d3)012 + (1 + 03)d2y + (1 + 04)2)
—F+y+7
donde
eps

5| < P2
5 < 2

parat=1,2,3,4,5, y los nimeros
T = (14061 + 063+ 05 + 0103 + 6105 + 9305 + 010305) =
Y= (14 62+ 03 + 05 + 0203 + 0205 + 0305 + 929505) y
Z= (14044 5 4 0405) 2

verifican

IoF y_y‘ZO(ePS)y ’Z_Z
y

= O(eps),

=O(eps). o

1.6. Estudiar el condicionamiento de la suma de n ntmeros 1 + 29 + -+ + T,.
SoLUCION. Consideremos 7;, perturbaciones de x;,

T =x; + €

con i =1,2,...,n. El error absoluto en la suma es
n n n n
dowi =) F| =D (@i —F)| =D e
i=1 i=1 i=1 i=1
y una cota del error relativo viene dada por
n n n n
E T — E Zi E 2 E & n
i=1 i=1 _ li=1 < =1 _ Z |i &
i=1
> Dl |2 w D>
i=1 i=1 i=1 i=1
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48  Andlisis de errores

por lo que los niimeros de condicién son

|3
K(wi) =
>
i=1
para i = 1,2,...,n. Si todos los ntimeros {1, xa,...,2Z,} tienen el mismo signo

entonces el problema estd bien condicionado. En otro caso, si

n
i=1

los nimeros de condicién pueden ser muy grandes, lo que ocurre, en particular,
cuando los niimeros estan préximos a cancelarse entre si.

1.6.2. Problemas propuestos

1.7. Arquimedes (278-212 a.C.) obtuvo las siguientes acotaciones del ntimero 7

223 e 22
—_— ™ —_—.
71 7
Determinar los errores absolutos y relativos cometidos en esas aproximaciones.

1.8. Algunos ordenadores utilizan, en lugar del sistema binario, el sistema hexa-
decimal, es decir, utilizan como base el 16 y los digitos que se emplean son

0,1,2 3, 4,5 6,78 9, A, B, C, D, E, F.

Encontrar la expresiéon decimal de los nimeros hexadecimales E, 1A, A9B.Al y

~
A. A, asi como su expresién binaria. Comprobar lo cémodo que resulta expresar
numeros hexadecimales en binario y viceversa.

1.9. Hallar la representacion en coma flotante estandar en precisién simple de:
a) Los nimeros maquina de los problemas 1.1 y 1.2.

b) El redondeo de los nimeros de los problemas 1.1 y 1.2 que no son nimeros
maquina.

1.10. Hallar el numero de condicién para las siguientes funciones:

f(z) =2% (e €R), g(x) =senz y h(x)=e€".
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1.11. Se considera el problema de sumar n ntimeros reales z1, zs, ..., T, € R con
el algoritmo

S1 =T
S =81+ x5, 1 =2,3,...,n.

Demostrar que el algoritmo anterior es regresivamente estable.

1.7. Practicas

1.1. Teniendo en cuenta que MATLAB trabaja en doble precisién, calcular el niimero
méaquina inmediatamente anterior a 1 y comprobar que dista 2753 de 1.

1.2. Calcular 1 ® 2752, 13275, 16275 y 1627 y comprobar que los
resultados coinciden con los que tedéricamente deben obtenerse.

1.3. Determinar el mayor y menor nimero maquina normal positivo, asi como el
mayor y menor numero subnormal positivo, cuando se trabaja en simple precisién.

Comprobar que coinciden con los expuestos en la tabla 1.1.

1.4. Idem para doble precisién. Comparar con los comandos realmax y realmin
de MATLAB.

1.5. Hallar la suma y la resta de dos nimeros con exponentes muy dispares y
comprobar que el resultado obtenido concuerda con el previsto segun la aritmética

en coma flotante estandar.

1.6. Hallar las potencias sucesivas de 10 con exponente desde 1 hasta 309. Com-

1
probar que el valor de 103%? es infinito y que si z = 103%° entonces — = 0.
x

1.7. Determinar el épsilon de la maquina. Para ello, calcular 1 4+ 2 con z = 27*
parai=1,2,... mientras que 1+ > 1. Comparar con el comando eps de MATLAB.

1.8. Consideremos la sucesion de Fibonacci
ro=1 21 =1
{ Tyl = Tp +Tp—1, n €N
a) A partir de la sucesién {z,}22 se define

Tn

Yn = ,neN.

Tn—1
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Obtener la ley de recurrencia de la sucesién {y, }° ; y demostrar que

E

1+

5 ~ 1.61803 se denomina razdn durea.

El ntimero ¢ =

b) Determinar los errores absoluto y relativo,

yn_(l5
¢

|yn _¢| y

)

para valores n = 1,2,...,100.

1.9. Se considera la sucesién de nimeros reales {a, }72, siendo

1 n
x
n: e d7 N .
« /0 x+10xn€ U {0}

a) Demostrar que los ntiimeros «;, verifican la ley de recurrencia

1
ap + 100,71 = —, n €N.
n

b) Comprobar que los valores de {ag,aq,...,as} obtenidos a partir de las
secuencias
1 11
ag = log —
X 10 (1.10)
an, =——10a,—1, n=1,2,...,25
n
y
aos = 3.509 X 103
1 /(1 (1.11)
Qp1=—|——an ), n=2524,...,1
10 \ n

son los que se obtienen en la tabla 1.5. Dar una explicacién a los mismos.

1.10. Aproximar la derivada de la funcién senx en x = 1 mediante la férmula

sen(l + h) —senl
h

con h = 10~ para ¢ = 5,6,...,16 comparando los resultados obtenidos con el
valor exacto como se hace en la tabla 1.2. Comprobar la pérdida de precisién por
cancelacion.
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