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Avant-propos

« -Deux ans! dit Dantes, vous croyez que je pourrais apprendre toutes ces choses en
deux ans ?

- Dans leur application, non ; dans leurs principes, oui : apprendre n’est pas savoir; il y
a les sachants et les savants : c’est la mémoire qui fait les uns, c’est la philosophie qui
fait les autres, dit I’abbé Faria. »

D’apres Le Comte de Monte-Cristo, A. Dumas, 1844.
Cheres étudiantes, chers étudiants,

Ce texte peut vous paraitre démodé mais il est en fait complétement d’actualité. Vous
&tes des Dantes en herbe ! Vous avez la lourde tache d’apprendre cette année et 1’année
prochaine les principes fondamentaux des mathématiques (en algebre, en analyse, en
géométrie, en probabilités et en statistique).

A T’issue de ces deux ans de licence de mathématiques ou de licence mathématiques/in-
formatique (comme celle de Strasbourg), vous serez des « sachants » comme le dit I’abbé
Faria, mais pour devenir des « savants » c’est la lecture quotidienne de cet ouvrage qui
vous le permettra.

Il est certain qu’il existe des différences de programme entre les Universités mais les
deux premieres années de licence (L1 et L2) ont suffisamment de points communs pour
proposer des livres utiles a vous, étudiants !

Votre temps est compté : deux ans ! Pour aller vite, il faut la taille mince et le prix 1éger.
Il faut aussi une organisation en fiches courtes pour vous permettre de ne retenir que les
sujets du moment, semestre apres semestre.

Il faut avoir fait des choix cohérents et organisés de ce qui est le plus couramment
enseigné lors des deux premieres années des licences de mathématiques, mathéma-
tiques/informatique, mais aussi de sciences physiques.

Il faut un index détaillé pour effacer rapidement un malencontreux trou de mémoire.
Dans cet ouvrage, il y a donc I’essentiel, sauf votre propre travail.

Bon courage!
Les auteurs.

Toutes vos remarques, vos commentaires, vos critiques, et méme vos encouragements,
seront accueillis avec plaisir.

fbertran @math.unistra.fr mmaumy @math.unistra.fr
rabba@math.unistra.fr daniel.fredon@laposte.net
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Des rappels de cours sous forme de fiches

Propriétés
1l existe une base orthonormale B = (ey.......e,) de E et, dans une telle base, pourflout

xeEetyeE ona:

x=) <ely> e s <xly>='XY ;=)

i1 X et ¥ sont les matrices colonnes des composantes de x et de y dans 5,

Orientation
Orientation de £

Une base orthonormale By étant choisie, on dit que :
B est unc base directe si dety;, (5) > 0
5 est une base indirecte si dety,(5) < 0.

Orientation d’un hyperplan
Un hyperplan H est orienté par le choix d'un vecteur normal 7.
Une base 5 de H est dite directe si, et seulement si, (8, 7) est une base directe de E.

P

Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux
Définitions

Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < x| y
Une famille de vecteurs (x); est orthogonale
orthogonaux.

Une famille de vecteurs (x;),; est orthonormale si elle est orthogonale et si les vecteurs
Sont tous unitaires (¢’est-i-dire de norme égale & 1).

ses vecteurs sont deux 2 deux

Propriété
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
Théoreme de Pythagore

i (127 est une famille orthogonale finie, on a

Sous-espaces vectoriels orthogonaux
Définitions

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels (sev) d'un espace préhilbertien £.
On dit que les deux sev et G sont orthogonaus, et on note F LG, quand :
¥xeF YyeG <x|y>=0.

Par conséquent, FLG = F 1 G = (0).

ans %2, on définit ainsi lorthogonalité d'une droite et d'un plan, mais deux plans ne
peuvent pas étre orthogonaux.

Lorthogonal de F est le sous-espace vectoriel défini par :
Fr=(xeE:VyeF <xly>=

Propriétés

P FIG & FCG* e GCF*

{0},

E* = (0): (0} =
FcG= G cFY Fc(FY)s FoFt

Supplémentaire orthogonal
Définition
F et G sont dits

Dans un espace préhilbertien E, deux sous-espaces vectori
supplémentaires orthogonaux dans £ quand

E=F&G et FLG.
On note souvent cette situation:  E = F & G,

Propriété
Si deux espaces ctoriels F et G sont
ona

F=G'. G=F"
do:

(F) =F.
Projecteur orthogonal, symétrie vectorielle orthogonale

p € L(E) est un projecteur orthogonal quand p* = p et Imp LKer p.
Im)p et Ker p sont alors supplémentaires orthogonaux.

lle associée s = 2p~1d; est une symétric orthogonale
par rapport & Im p, qui est aussi I'ensemble des vecteurs invariants de s

Dans ce cas, la symétrie vectoy

Cas d’un espace euclidien

Procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit (xi...... ;) une famille libre de £. Tl existe une famille libre orthogonale (y;..
telle que Veet (x1,....., X,) = Vet (i, ),

Dans le procédé d*orthogonalisation de Gram-Schmidt, cette famille se construit par
récurrence en posant

<yilx>
<yilyi>

&
V= puis y=x A avec A
=
Les dénominateurs ci-dessus ne s'annulent jamais.
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Rappels et
compléments d’algebre

MOTS-CLES

= Relations binaires = Relations d’équivalence = Classe d’équivalence = Congruences dans
Z = Relations d’ordre = Relation d’ordre total « Ordre partiel « Minorant et majorant = Borne
inférieure et borne supérieure = Plus petit élément et plus grand élément « Groupes
= Groupe symétrique =« Permutations = Cycle d’ordre p = Transposition = Signature
« Anneaux = Eléments nilpotents « Corps = Morphismes »« Noyau et image « Matrice
=« Forme multilinéaire « Déterminant « Comatrice « Inversion de matrice « Matrices par blocs
= Opérations matricielles par blocs

Dans ce chapitre, les notions de relations, de congruences, de groupes, d’anneaux et
de corps sont abordées d’un point de vue théorique comme vous les avez traitées dans
votre cours. Nous avons donc fait I’effort d’inclure quelques exemples pour illustrer ces
notions afin qu’elles vous soient familieres. Nous vous conseillons en premiere lecture
de manipuler les notions suivantes : le groupe symétrique (en particulier savoir décom-
poser une permutation en produit de cycles disjoints ou en produit de transpositions et
savoir calculer sa signature), le déterminant, la comatrice et les opérations matricielles
par blocs qui sont plus concrétes mais incontournables. Ensuite, vous pourrez alors vous
tourner vers les autres notions de ce chapitre qui sont, rappelons-le, plus théoriques.

Le syndrome de la case vide



P

Relations binaire, d’équivalence
et d’ordre. Congruences

Relations binaires

Définition

Soit E un ensemble. Choisir une partie I' de £ X E, c’est définir une relation binaire R
sur E. Si (x,y) € I, on dit que x et y sont en relation, et on note xRy.

Remarque : E X E désigne le produit cartésien de E par lui-mé&me, voir par exemple la
Fiche 2 dans Mathématiques Licence 1, Exercices et méthodes, Dunod.

Propriétés
Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est :
réflexive si elle vérifie : Yx € E  xRx;
symétrique si elle vérifie : Vx € E VYye E xRy = yRx;
antisymétrique si elle vérifie ’'une des deux propriétés équivalentes :
VxeE VyeE @@RyetyRx)—=—x=y.
VxeE VyeE (xRyetx#y) = non (yRx).
transitive si elle vérifie :
VxeE VyeE VYzeE (xRyetyRz) = xRz

Relation et classe d’équivalence

Définitions

Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est une relation d’équivalence si elle
est, a la fois, réflexive, symétrique et transitive.

Si x € E, on appelle classe d’équivalence de x, modulo R, I’ensemble des y de E tels
que xRy.

Classes d’équivalence et partition

L’ensemble des classes d’équivalence de R constitue une partition de E.

Remarque : la notion de partition a été introduite dans la Fiche 2, dans Mathématiques
Licence 1, Exercices et méthodes, Dunod.

Si on se donne une partition de E, la relation « x et y appartiennent au méme élément de
la partition » est une relation d’équivalence sur E.

Soit F un ensemble. Si f est une application de E dans F, la relation binaire xRx" définie
par f(x) = f(x") est une relation d’équivalence dans E. Les classes d’équivalence sont
les images réciproques f~!({y}) des parties 2 un élément de F.

Congruences dans Z

Soit n € N*. La relation binaire dans Z, définie par a et b ont le méme reste dans la
division par n, ou encore écrit mathématiquement par n/(a — b) se note :

a = b (mod n).
11 faut lire : @ congru a b modulo n. C’est une relation d’équivalence sur Z.
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Notation : on écrit Z/nZ pour désigner I’ensemble des classes ainsi formées par
regroupement :
a={beZ ;a=b(modn)}.

Relations d’ordre

Définitions

Une relation binaire R, définie dans un ensemble E, est une relation d’ordre si elle est,
a la fois, réflexive, antisymétrique et transitive.

Notation : on la note <.

Une relation d’ordre < dans E est dite relation d’ordre total si deux éléments

quelconques x et y de E sont toujours comparables, c’est-a-dire sil’onax < youy < x.
Dans le cas contraire, on dit que I’ordre est partiel.

< est une relation d’ordre total dans R.
c est une relation d’ordre partiel dans P(E). Par exemple :
{3}¢{2} et {2} ¢ {3} bien que {2}e P ({2,3}) et {3} € P({2,3}.

Eléments particuliers

Soit A une partie d’un ensemble ordonné E.

S’il existe un élément a de E tel que, pour tout x € A, on a x < a, on dit que a est un
majorant de A et que A est une partie majorée de E.

De méme, un élément b de E est un minorant de A si b < x pour tout x de A. On dit
alors que A est une partie minorée de E.

Une partie bornée de E est une partie qui est a la fois majorée et minorée.

Un élément a de E est appelé plus grand élément de A si a € A et si a est un majorant
de A. Si un tel élément existe, il est unique.

De méme, un élément b de E est le plus petit élément de A si b € A et si b est un
minorant de A.

On appelle borne supérieure d’une partie majorée A, le plus petit des majorants de A,
et borne inférieure d’une partie minorée A le plus grand des minorants de A.

Si ces bornes existent, elles sont uniques.

Dans (R,<), pour démontrer que a est la borne supérieure de A, on démontre souvent :
que C’est un majorant, soit x < g pour tout x € A;

que, pour tout € > 0, a — £ n'est pas un majorant, c’est-a-dire qu’il existe x € A tel que
a-e<X.

P

Groupe. Groupe symétrique

Remarque : cette fiche est déja connue (voir la Fiche 5 dans Mathématiques Licence 1,
Exercices et méthodes, Dunod). On va ici 'illustrer a I’aide de quelques exemples.




Loi de composition interne

Définitions

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de E X E dans E.
A un couple (x, y), on associe un élément, noté x *y, ou x+y, ou xy, . . ., appelé composé
de xetdey.

Propriétés
Une loi de composition interne * sur E est associative si :
VxeE VyeE VzeE (xxy)xz=x%(y*2).

Une loi de composition interne * sur £ est commutative si :

VxeE VyeE xxy=y=*x.
Elle admet un élément neutre e si :

deceE VxeE xxe=exx=ux.

Remarque : si I’élément neutre existe, il est unique.

L’addition dans Z est associative, commutative, admet 0 comme élément neutre.

Un élément x est inversible (ou symétrisable) dans FE, s’il existe x’ € E (dit inverse, ou
symétrique, de x) tel que :
xxx =x'xx=e.
Si * et T sont deux lois de composition interne de E, on dit que * est distributive par
rapport a T, si I’on a toujours :
X*(YT) =@x*y)T(x*xz) et (YT *x=*x)T(z*x).

La multiplication dans (Z, +,x) est distributive par rapport a I'addition.

Groupe

Définitions

Un ensemble non vide G, muni d’une loi *, est un groupe si :

la loi * est associative ;

il existe un élément neutre noté e pour la loi

tout élément de G possede un symétrique dans G.

Remarque : si, de plus, la loi * est commutative, le groupe est dit commutatif, ou
abélien. Généralement, un groupe abélien est noté additivement, c’est-a-dire avec la
loi + et dans ce cas, le symétrique x” de x est alors noté —x, qui se dit I’opposé de x.
Dans le cas général, la loi d’un groupe est notée * ou méme sans symbole et le
symétrique s’ appelle ’inverse et est noté x~!.

(Z,4), R,+), R*,x), {-1,+1},%), {1}x), {0}+), (C,4+), (C*,x), (Mn(R),+) sont des groupes
mais (Z,x) n’est pas un groupe car par exemple le symétrique de 2 qui vaut i
n’appartient pas a Z.




