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Introduction

Un modele mathématique fournit une représentation simplifiée de la réalité. Modéliser
un phénomene c’est donc le simplifier volontairement pour mieux comprendre certaines
de ses propriétés. Un modele est par définition toujours approximatif et n’est utile que
dans un domaine d’application limité. En plus d’étre un outil descriptif, un modele ma-
thématique peut étre parfois utilisé aussi comme outil prédictif, pour comprendre a quel
type d’évolution du phénomene on peut s’attendre. Le scientifique (et le biologiste en
particulier) se sert du formalisme mathématique, qui est rigoureux et puissant, tout en
gardant un regard critique et en quantifiant a chaque étape la pertinence des hypotheses
de travail qu’il a fait. Il s’agit d’'une démarche complexe du point de vue conceptuel,
qui demande une certaine maturité intellectuelle bien plus qu'une maitrise des outils
techniques.

Ce livre s’adresse a des étudiants des premicres années d’un cursus universitaire en
sciences appliquées (notamment en sciences du vivant et sciences de la Terre). Notre
expérience d’enseignants en premicre année de licence Sciences du vivant a Université
Paris Cité nous a montré que beaucoup d’étudiants rencontrent des difficultés lors des
deux premieres années de licence a cause d’une mauvaise compréhension des bases du
raisonnement scientifique et de I’utilisation du langage et des outils mathématiques en
sciences appliquées. Autrement dit, le probleme n’est pas seulement, ou pas tellement,
le manque de maftrise des mathématiques élémentaires abordées au lycée, mais plutdt
de ne pas avoir percu le rdle du raisonnement logique dans la formulation d’un probleme
scientifique, tous domaines confondus.

Ce livre se base sur un cours d’introduction au raisonnement et a la modélisation ma-
thématique, que nous avons congu, enseigné, et fait évoluer pendant cinq ans en premiere
année de licence Sciences du vivant a Université Paris Cité.

En raison du public auquel il s’adresse (notamment un public peu a I’aise avec cer-
taines manipulations algébriques élémentaires, voire avec des blocages vis-a-vis des
mathématiques), tous les exercices et les exemples contenus dans le livre demandent re-
lativement peu d’effort calculatoire. Le but n’est pas celui de développer la performance
en calcul des étudiants, qui, en futurs scientifiques, pourront bénéficier d’ordinateurs
aussi puissants que nécessaire, mais celui de comprendre le concept de modele mathé-
matique : formuler un modele, évaluer sa pertinence, comparer les prédictions du modele
avec les résultats expérimentaux, interpoler des données afin de faire des prédictions
a long terme, évaluer la précision des mesures dans une expérience. La pandémie de
Covid-19 a montré I’'importance de la compréhension des modeles mathématiques, afin
d’interpréter correctement les données collectées et d’évaluer la fiabilité des prévisions
a court et moyen terme. Nous pensons que tous les étudiants en science appliquée de-
vraient bénéficier d’une formation au raisonnement mathématique des le début de leurs
études universitaires.

Vi
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VI

Afin de souligner I’intérét que nous portons sur le raisonnement plutot que sur I’as-
pect calculatoire, dans les exercices proposés, tous les calculs sont faisables a la main,
sans avoir recours a une calculatrice (dans notre cours nous avions en effet interdit
leur usage). Cette démarche encourage les étudiants a reprendre contact avec les bases
des mathématiques, sans passer par un intermédiaire (calculatrice, ordinateur), souvent
percu a tort comme un « oracle » capable de poser correctement les termes de la question
a la place du scientifique.

Puisque les outils mathématiques introduits dans cet ouvrage sont relativement ba-
siques, et compte tenu des contraintes imposées par les calculs sans calculatrice, les
exemples et les exercices proposent des modeles souvent tres simplistes, voire imaginés
de toute piece pour le besoin de cet ouvrage. Le but n’est pas ici de représenter toute
la complexité de la modélisation en biologie, mais de décortiquer chaque étape de la
construction d’un modele théorique et d’en comprendre la finalité et les limites. Nous
considérons en effet que le lecteur est en capacité de faire I’effort d’abstraction néces-
saire pour comprendre le mécanisme de raisonnement illustré dans un exercice donné.
Il sera ainsi capable de réproduire cette démarche dans des situations différentes, plus
complexes et plus proches d’une réalité expérimentale. Notre expérience d’enseignants
nous a clairement montré que les étudiants des premieres années de cursus universitaires
en sciences appliquées ne sont pas, comme on pourrait le croire, totalement refractaires
a ’abstraction, au contraire. Ils sont cependant souvent désemparés face a 1’accumula-
tion de difficultés techniques et théoriques dans un méme probléme. Pour franchir ces
difficultés, nous pensons qu’il est nécessaire de procéder progressivement, en introdui-
sant les concepts et les outils un par un, et en donnant le temps d’assimiler une étape
avant de passer a la suivante. C’est ainsi que nous progressons dans cet ouvrage : on ne
proceéde pas de facon linéaire, en introduisant la totalité d’un theme avant de passer au
théme suivant, mais plutdt par approfondissements successifs. On revient souvent sur
un théme introduit précédemment, avec des nouveaux outils plus sophistiqués et un re-
gard plus mir. Par exemple, on introduira d’abord des modeles théoriques auxquels on
demandera d’étre cohérents avec la totalité des données expérimentales (ce qui est peu
réaliste), pour ensuite accepter que les modeles soient cohérents avec les données a une
certaine erreur pres (ce qui est plus proche de la démarche sur le terrain).

Au vue de la démarche exposée ci-dessus, chaque chapitre de cet ouvrage est pensé

comme un cours :

e On commence avec des rappels théoriques des outils mathématiques qui seront utili-
sés. Il s’agit d’outils dont la plupart a été abordée au lycée et pour lesquels il existe de
nombreux ouvrages de référence. Nous rappelons donc les définitions et les théorémes
fondamentaux, sans en fournir la preuve et sans approfondir le contenu purement
mathématique.

e On introduit ensuite des exemples d’application de ces outils, en faisant le lien entre le
langage abstrait et des situations réelles. On construit ainsi un modele mathématique
pour un phénomene empirique.
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e Dans la partie Testez-vous, on demande au lecteur un premier effort actif. Chaque
quiz se développe autour d’un seul outil ou concept, de facon a ce que ’effort soit
ciblé. En revanche, les themes abordés dans les quiz ne suivent pas forcement 1’ordre
dans lequel ils ont été introduits dans le chapitre, pour que le lecteur puisse vérifier sa
compréhension globale du chapitre et pour qu’il puisse revenir a plusieurs reprises sur
la méme difficulté pendant sa séance d’entrainement. Ainsi, le lecteur aura a chaque
fois plusieurs occasions de réussir.

e Dans la partie Entralnez-vous, le lecteur a I'opportunité de tester sa compréhension
approfondie des thémes et des méthodes introduits dans le chapitre, et de faire le
lien avec les chapitres précédents. Chaque exercice est articulé en plusieurs questions
liées entre elles et de difficulté croissante. La plupart du temps, la derniere question
demande au lecteur de donner une interprétation des résultats obtenus par rapport au
phénomene physique décrit. On demande aussi régulicrement d’identifier les limites
du modele théorique proposé.

e Ala fin du chapitre, on trouve toutes les solutions des quiz et des exercices, avec
de nombreux commentaires pour faire le lien avec le contenu théorique introduit
auparavant. Les solutions sont une partie fondamentale de cet ouvrage, puisqu’on
y fait explicitement le lien entre les notions mathématiques abstraites et les pro-
blemes pratiques. C’est également a cet endroit qu'on attire I’attention du lecteur
sur les « pieges » et les erreurs de raisonnement typiques, qui peuvent mener a une
interprétation erronée des données expérimentales.

En construisant le cours sur lequel ce livre est basé nous avons bénéficié des ouvrages
cités en bibliographie. En particulier, certains exercices et la présentation de certains
themes ont été fortement inspirés par I’excellent livre en italien de M. Abate (cf. Biblio-
graphie). Ce dernier, comme la plupart des ouvrages dans ce domaine, utilise cependant
des outils mathématiques bien plus avancés que ceux que nous souhaitons utiliser ici
(équations différentielles, calcul intégral, probabilité...). Notre démarche, visant un pu-
blic qui n’a pas nécessairement le bagage mathématique pour faire face a ce niveau
complexité, nous a finalement mené dans une direction différente, centrée sur le raison-
nement et la compréhension des mécanismes logiques qui sont a la base de tout procédé
de modélisation mathématique en sciences appliquées. Pour cela, nous suggeéreons que
le lecteur lise treés rapidement les rappels théoriques (définitions, théorémes principaux)
en se concentrant sur les exemples et les remarques dans le texte, pour ensuite consacrer
la plupart de son temps aux quiz et aux exercices. Ces derniers constituent la partie la
plus importante (et la plus originale) de cet ouvrage, ceux-ci étant congus pour guider
le lecteur vers un apprentissage actif, graduel et, nous I’espérons, ludique.

La démarche de modélisation en biologie présentée dans cet ouvrage se déroule en
quatre étapes :
1. Observation et description du phénomene biologique avec un certains nombre de

grandeurs physiques quantifiables comme le temps, le volume, le nombre d’individus,

une quantité de produit...
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2. Choix du modele, avec la mise en place des équations qui vont décrire le phénomene
biologique.

3. Utilisation des outils mathématiques a disposition pour résoudre les équations et
décrire les propriété mathématiques des solutions.

4. Retour a la biologie :
e Est-ce que les données expérimentales sont cohérentes avec le modele proposé ?
e Si oui, avec quelle précision ?

e A quoi peut-on s’attendre, selon ce modele, sur I’évolution du phénomene a court
et moyen terme ?

Les modeles mathématiques introduits dans cet ouvrage sont de deux types (modele
continu et modeéle discret). Un modele continu est basé sur le concept mathématique de
fonction de variable réelle (il s’agit souvent de fonctions continues), alors qu’un modele
discret utilise comme outils les suites. On utilise un modele continu par exemple pour
comprendre 1’évolution d’un phénomene (la variable réelle denote ici le temps) dont
les données expérimentales sont suffisamment nombreuses pour suggérer quel type de
fonction réelle est le plus adaptée a décrire le phénomene. On utilise un modele dis-
cret, par exemple, pour décrire 1’évolution d’un phénomene entre deux unités de temps
fixées (une semaine, un mois, un an...), lorsque les données expérimentales ne sont pas
suffisamment nombreuses pour suggérer la dépendance explicite de la variable tempo-
relle. Les deux types de modeles sont introduits progressivement (respectivement, dans
les chapitres 2 et 3), et développés au cours du livre, en introduisant au fur et a mesure
des outils mathématiques et des contraintes de pertinence des modeles de plus en plus
poussés.



Chapitre @ . . .
Outils mathématiques

de base

Dans ce chapitre, on décrit la structure du langage mathématique, en fixant les notations
et les conventions qui seront utilisées tout au long de cet ouvrage. On introduit en-
suite les outils mathématiques de base (notamment, les pourcentages) et on en explique
I’utilisation en modélisation.

n Le langage mathématique

Les mathématiques sont un langage, comme le francais ou 1’anglais.

Il y a un alphabet (les nombres, les lettres, les symboles...) qu'on utilise pour
construire des mots ou expressions (% 05,1 3x%— % ; a+b-c, ..)ensuivant certaines
regles de syntaxe (« a+ » n’est pas une expression compréhensible). On peut combiner
les expressions en phrases en utilisant les verbes (« étre égal a ...», « étre plus petit
que ...», « appartenir a I’ensemble de ...», ...), en obéissant aux regles de la grammaire.
Comme en francais, on peut nier une phrase, on peut combiner plusieurs phrases en
utilisant des connecteurs («... et ...», «... OU ...», « 81 ... alors ...», «... si et seulement
si ...») et on peut compléter une phrase en utilisant des quantificateurs (« il existe x tel
que ...», « pour tout nombre réel, on a ...»).

Une assertion est une phrase dont on peut affirmer sans ambiguité si elle est vraie ou
fausse : « 3 > 0 » est une assertion (vraie), « 4 +5 = 8 » est une assertion (fausse !),
«x —y =3 »n’est pas une assertion car sa vérité dépend des valeurs de x et y.

Nous n’allons pas insister ici sur les regles de grammaire et sur la manicre d’éta-
blir la vérité ou la fausseté d’une assertion. Dans le type de problemes que nous allons
considérer tout cela sera clair de fagon intuitive.

Cependant, nous allons utiliser le langage mathématique pour modéliser des pro-
blémes scientifiques. Il est donc important d’apprendre a s’en servir correctement.

Connecteurs

e Comme en francais, quand on dit en mathématiques « une chose et une autre », on
entend aussi que les deux choses sont vérifiées au méme temps. Le connecteur « et »
s’appelle aussi une conjonction.

o En francais quand on dit « une chose ou une autre » d’habitude on entend que I’une
des deux choses est vérifiée mais pas les deux en méme temps. Par contre, en ma-
thématiques on n’exclut pas que les deux choses soient vérifiées en méme temps. Le
connecteur « ou » s’appelle aussi une disjonction.



Chapitre 1 ¢ Outils mathématiques de base

Soient A et B deux assertions. Pour abréger la phrase « si A est vérifiée, alors B est
aussi vérifiée » on dit aussi que « A implique B », et on écrit A = B. Pour démontrer
que 'implication A = B est vraie, on peut procéder de trois facons différentes :

— Par raisonnement direct : on suppose que A est vraie et on montre, sous cette
hypothéese, que B est aussi vraie ;

— Par contraposée : on suppose que B est fausse et on montre, sous cette assomption,
que A est aussi fausse ;

— Par I’absurde : on suppose que A est vraie et B est fausse, et on déduit une
contradiction.

Soient A et B deux assertions. Pour abréger la phrase « A est vérifiée si et seulement
si B est vérifiée » on dit aussi que « A est équivalente a B », et on écrit A < B.
Pour démontrer que I’équivalence A < B est vraie on peut aussi démontrer que A est
fausse si et seulement si B est fausse.

Exemple Démontrons, selon les trois méthodes différentes, que pour tout nombre réel x, si x < 0
alors x> < 0. Nous utilisons les régles de calcul rappelées dans la section 3.

Méthode directe : supposons que x < 0. Par les reégles de calcul, on a que x - x > 0. Encore par les méme
régles, x - (x - x) a le méme signe que x, donc négatif.

Par contraposée : supposons que x> > 0. Nous avons deux cas : si x> = 0, alors, par les régles de calcul,
x = 0. En particulier x > 0, et nous avons fini ce cas. Si x> > 0, alors ré-écrivons x> = x2 - x. Nous
savons, par les régles de calcul, que tout carré est positif. Donc le signe de x est le méme que le signe de
X3, et nous avons fini.

Par I’absurde : supposons que x < 0 et x> > 0. Clairement x* ne peut pas étre nul, si x # 0, donc nous
pouvons supposer que x° > 0. Mais x> = x> - x et x> > 0, donc si x < 0 on a que le produit x? - x est

aussi négatif. Ceci contredit notre hypothése que x> > 0.

Une équation est une question, sous forme d’une égalité entre deux expressions qui

contiennent une ou plusieurs variables (ou inconnues). Résoudre 1’équation consiste a
déterminer les valeurs des variables pour lesquelles I’égalité est vérifiée. Autrement dit,
résoudre une équation consiste a chercher toutes ses solutions.

Les expressions qui apparaissent a droite et a gauche du symbole «=» dans une

équation contiennent, en plus des variables, des constantes numériques et parfois des
parameétres. Un parameétre est un symbole (habituellement, une lettre d’un alphabet
latin ou grec) qui désigne une valeur numérique que 1’on suppose connue et fixée.

cecessecesseinnnnnnannannns

Exemple Considérons I’équation ax = 2b, ot a et b sont deux nombres réels fixés (avec a # 0) et x
est une variable. Cette équation a une unique solution, c¢’est-a-dire la valeur %. En effet, si on remplace
la variable x par le nombre réel %, nous obtenons une assertion vraie et si on remplace la variable x par
n’importe quel autre nombre réel nous obtenons une assertion fausse. Les nombres réels a et b (qui sont
fixés mais pas donnés de fagon explicite dans notre probléme) sont des parametres. Pour tout choix de
a et de b, nous avons une équation et la solution associée : si @ = b = 2 alors la solution est x = 2, si

a = 2 et b = 3 alors la solution est x = 3, etc.

Une inéquation est aussi une question, cette fois sous la forme d’une inégalité entre

deux expressions qui contiennent des variables, des valeurs numériques et des para-
metres. A nouveau, résoudre une inéquation consiste a trouver toutes ses solutions,
c’est-a-dire, toutes les valeurs des variables pour lesquelles 1’inégalité est vérifiée.



