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Celivreestissud’uncoursdestinéauxétudiantsdetroisièmeannéedeDoubleLicenceMathématiqueetEconomieàl’universitédeStrasbourg.Onyprésentelesbasesmathé-matiquesdel’optimisationlinéaireetdel’algorithmedusimplexeenvued’applications,àl’économieparexemple.Ils’agitd’uncoursdemathématiquecomplet,alorsquebiensouventl’algorithmedusimplexeestprésentécommeuneméthodeàappliquer.Touteslesnotionsutilessontintroduitesdemanièredétailléeetillustréespardesexemples.OnyretrouveralesdéﬁnitionsclassiquesdetopologiedeRn(ouverts,fer-més,bornés,compacts)ainsiquecellesdegéométrie(convexité,sommets,polyèdres,fonctionsaﬃnes)utilespourcomprendreleprincipedel’algorithmedusimplexe.Laplupartdesrésultatsnécessairesàlamiseenplaceetàl’exécutiondecelui-cisontdé-montrés,lescritèresd’arrêtsonténoncéssousformedepropositions.Lesseulsrésultatsadmisenprérequissontdesrésultatsd’analyse,liésàlanotiondecontinuitéd’unefonc-tion,enparticulierlethéorèmedecompacitédel’imaged’uncompactparunefonctioncontinue.Lesexercicessontnombreuxetilssontpresquetouscorrigésdemanièredétaillée:lesenseignantsseplaignentrégulièrementquelesétudiantsnesaventpasrédiger,ainsi,plutôtquededonnersimplementdesindications,lacorrectionestvueicicommeunmodèlederédaction.Cecoursestdoncauto-suﬃsant,mêmes’ildemandedelapartdulecteurunecertaineconnaissanceethabitudedesmathématiques(manierdesconcepts,fairedesdémonstra-tions).Ilserautileauxétudiantsdelicencedemathématique,d’économieoud’actuariat,curieuxd’enapprendreplussurlesmathématiquesdel’optimisatonlinéaire,auxétu-diantsquipréparentl’épreuvedemodélisationdel’agrégationdemathématiqueetauxenseignantsquiaurontàenseignerl’optimisationlinéaire.Jeremercievivementtouteslespersonnesquiontenseignécecoursavantouenmêmetempsquemoi:PaulGirault,quim’agentimentdonnéaccèsàtoutessesnotesdecours,NicolasJuillet,MichaëlBestardetRoxanaSubletpourleurrelecture.RoxanaSubletaégalementparticipéàl’écritureduprogrammeenpython;sanselle,cettepartien’auraitpaspuvoirlejour.
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L’optimisationlinéaire,aussiappeléeprogrammationlinéaire,estàl’originedudévelop-pementdel’optimisationmathématique.LespremiersexemplessontdesexemplesdeplaniﬁcationdeproductionetontétérésolusparL.Kantorovitch(1939),quiamisenévidencelasimilaritédediﬀérentessituations.Plustard,G.Dantzig(1947)résouddesproblèmesd’optimisationdetransportpourl’USAirForce.L’applicationdecesmé-thodesd’optimisationpermetauxentreprisesd’améliorersigniﬁcativementleurgestion.Dequois’agit-il?Lorsquel’onparled’optimisation,ils’agitdemaximiserouminimisercertainesquantités,engénéralexpriméessousformedefonctionsetenrespectantdescontraintes.Ledeuxièmetermedel’intituléestlinéaire:seulesdesfonctionsaﬃnesoulinéairesinterviennent,quecesoitpourdéﬁnirlesconditionsoubienlafonctionàoptimiser.Lesproblèmesàrésoudresontissusdesitationsconcrètesetdedomainesvariés;ilspeuventêtremodéliséspardessystèmesd’inégalitéslinéairesetdanslesquelslafonctionàoptimiserestaﬃne.1.1BrèvehistoriqueLespremiersproblèmesd’optimisationlinéairesontétudiésparLeonidKantorovitch,mathématicienetéconomistesoviétique,dèslesannées1930,entantqueconsultantpourlafabricationdecontreplaqué.Constatantqueleproblèmespéciﬁquequ’ilaàrésoudren’estqu’unexempledeproblèmestypiquesenéconomie,ils’attachedoncàrechercheruneméthodegénéralepourrésoudrecegenredeproblèmes.L’articleestpubliéen1939enrusse,puistraduitenanglaisen1960sousletitreMathematicalMethodsofOrganizingandPlanningofProduction[Ka1960];Kantorovitchydécritdenombreuxexemplesetdesclassesdeproblèmesd’optimisationlinéaire.Ilyexpliqueaussilaméthodederésolutionparlesmultiplicateurs,qu’ilappellemethodofresolvingmultipliers1.1.voirhttps://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/1975/kantorovich/25950-autobiography-1975/
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8CHAPITRE1.INTRODUCTIONVoicilapremièresituationtraitéeetrésolueparL.Kantorovitch:Uneentreprisepossèdehuitmachinesàécorcageetdoitpréparercinqessencesdebois,danslesproportionssuivantes:type1type2type3type4type510%12%28%36%14%Laproductivitédesmachinesenfonctiondubois,c’est-à-direlenombred’unitésmaximalespouvantêtreproduitesparjour,estindiquéeparletableau:type1type2type3type4type5machine1478,51316,5machine24,57,89,713,717,5machine3581014,818machine447913,517machine53,56,58,512,716machine636813,515machine74791417machine8581014,818Commentrépartirlaproductionsurlesdiﬀérentesmachinespourobtenirlaplusgrandequantitédeboisﬁnal,enrespectantlaproportiondemandée?Lapremièresolutionquivientàl’espritestunerépartitionuniformedelaproductionsurchaquemachine:type1type2type3type4type5machine10,10,120,280,360,14machine20,10,120,280,360,14machine30,10,120,280,360,14machine40,10,120,280,360,14machine50,10,120,280,360,14machine60,10,120,280,360,14machine70,10,120,280,360,14machine80,10,120,280,360,14Kantorovitchconstatequel’onpeutaugmenterlaquantitédeboisécorcésil’onchoisituneautrerépartitiondesessencesquecellequiconsisteàpréparerchaqueessencedeboissurchaquemachine,danslaproportionﬁnaleattendue.Ilinterprètelesrapportsdeproductivitécommedesrapportsdetempspourpréparerdesquantitésidentiquesdediﬀérentesessencesdebois:ainsi,surlamachine1écorcerdel’essencedetype1est4/7foisplusrapidequ’écorcerlamêmequantitéd’essencedetype2.Onnotexijlafractiond’unejournéeconsacréeparlamachinejàécorcerduboisdetypeietpijlaproductivitéassociée.Pourlamachinej,lacontraintes’écritx1j+x2j+x3j+x4j+x5j≤1Ils’agitdemaximiserlaproductiontotaleω=5i=18j=1xijpij
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1.1.BRÈVEHISTORIQUE9enrespectantlescontraintesdeproportionpourchaqueessencedebois:8j=1x1jp1j=0,1ω=0,1×5i=18j=1xijpij8j=1x2jp2j=0,12ω=0,12×5i=18j=1xijpij8j=1x3jp3j=0,28ω=0,28×5i=18j=1xijpij8j=1x4jp4j=0,36ω=0,36×5i=18j=1xijpij8j=1x5jp5j=014ω=0,14×5i=18j=1xijpijKantorovitchobtientlerésultattype1type2type3type4type5machine100,3321000,6679machine200,91290,087100machine30,574400,425600machine4000,9380,0620machine500100machine600010machine700010machine810000etconstatequelegaindeproductivitéestde5%parrapportàlarépartitionuniforme.IndépendammentdestravauxdeKantorovitch,TjallingKoopmans,mathématicienéco-nomisted’originenéerlandaisepuisnaturaliséaméricainen1946,étudiedesproblèmesdetransportetestainsiamenéàs’intéresseràlaprogrammationlinéaire.Ilprendcommeexempleletransportmaritime(cf[Ko1951]),exposelemodèledanslecasdenportsets’intéresseégalementauxcoûtsmarginaux;lamodélisationqu’ilproposedanslecasdedeuxports,permetdeseramenerauproblèmesuivant:ConsidéronsdeuxportsPetQ;ils’agitd’acheminerchaquemoisyPQcargoschargésduportPversleportQetyQPcargoschargésdeQversP,enminimisantlenombretotaldebateauxutilisés.Laduréetotaled’untrajetchargédePversQ(chargementenP,voyage,puisdéchargementenQ)estnotéetPQetladurédutrajetàvideestnotéesPQ.OnnotedemêmetQPetsQPlesduréesdetrajetsQversP.Pourécrireleséquationsdanscecasparticulierdedeuxports,T.C.Koopmansnotex1lenombredebateauxparmoiseﬀectuantlesdeuxtrajetschargés,x2(respectivementx3)lenombredebateauxparmoiseﬀectuantletrajetchargédePversQ(respectivementdeQversP)etleretourvide,puisx4lenombredebateauxeﬀectuantlesdeuxtrajetsàvide.
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10CHAPITRE1.INTRODUCTIONLenombretotaldecargosutilisésestω=(tPQ+tQP)x1+(tPQ+sQP)x2+(tQP+sPQ)x3+(sPQ+sQP)x4qu’ils’agitdeminimiser.C’esten1947queGeorgeDantzig,mathématicienaméricaindécouvrelaméthodedusimplexepourrésoudredesproblèmesdel’USAirForceetimplantel’algorithmesurdesordinateurs.L’articleparaîten1951sousletitreMaximizationofalinearfunctionofvariablessubjecttolinearinequalities(cf[Da1951])danslamêmemonographiequel’ar-ticledeKoopmansmentionnéci-dessus.G.Dantzigutilisel’expressionprogrammationlinéaire,quenousn’emploieronspas,àlaquellenouspréféreronsl’expressionoptimisa-tionlinéaire.LasituationmodèlequiestexposéeparG.DantzigetMarshallK.WooddansProgram-mingofinterdependantactivities,IGeneraldiscussions(cf[Da1949]estlasuivante:Pourorganiserunpontaérien,quisedérouleraenquatrepériodes,ondisposede85avionsetde210équipages.Ils’agitd’acheminer1,5unités(1unitévaut100000tonnes)aucoursdelapremièrepériode,1,6unitésaucoursdeladeuxièmepériode,1,8unitésaucoursdelatroisièmepériodeet2unitésaucoursdelaquatrièmepériode.Onsaitque:–50avionspeuventtransporter1unité;–sur50avionsparticipantautransporti,seuls49peuventparticiperautransporti+1;–lecoûtdutransportpourunavionestde9000unitésmonétaires(1unitémonétairevaut1000$);–sinécessaire,onpeutseprocurerdesavionssupplémentairesauprixde200unitésparavion;–garderunéquipageenréservecoûte7unités;–etc.Ils’agitd’organiserleplandevolparquartenminimisantlecoûtdupontaérien.Ladécouvertedel’algorithmedusimplexemarqueledébutdelarechercheenoptimi-sationnumérique,quineselimitepasauxcaslinéaires.LeprixNobeld’économieestattribuéàLeonidKantorovitchetTjallingCharlesKoop-mans,en1975,pourleurscontributionsàlathéoriedel’allocationdesressources.2L’algorithmedusimplexeseprogrammefacilement,maissontempsd’exécutionpeutêtreexponentielselonlesdonnéesdedépart.Ilestpolynomialenmoyenne,cequijustiﬁesonutilisationcourante.Trouverunebornemaximalepourletempsd’exécutiondel’algorithmedusimplexeetcomprendreladiﬀérenceentreletempsd’exécutionthéoriqueetletempsconstatéenpratiqueestl’objetdebeaucoupderecherches(cf[Bo1987]).Ilexistedesalgorithmesplusrapides,commel’algorithmedespointsintérieurs;nousnenousétendronspasdavantagesurlescoûtsd’exécutionnisurlesautresméthodesderésolutiondesproblèmesd’optimisationlinéaire.2.voirhttps://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/1975/summary/
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1.2.EXEMPLESTYPIQUES111.2ExemplestypiquesPourﬁxerlesidées,commençonsparprésenterdeuxexemplescaractéristiques,simpli-ﬁés,quicorrespondentchacunàdessituationsclassiquesd’optimisationlinéaire:unproblèmedegestiondeproductionetunproblèmedetransport.1.2.1ProblèmedeproductionCetexempleestinspirédel’exemple1deL.Kantorovitch(cf[Ka1960])Uneentreprisechercheàoptimiserlafabricationd’unobjetconstituédedeuxpiècesmétalliques;pourusinercespièces,ellepossèdetroistoursàfraiseretuntourauto-matique,dontlaproductionquotidiennemaximaleparmachineestexpriméedansletableausuivant:typeItypeIItouràfraiser1020tourautomatique3070Letourautomatiquepeutdoncfabriquerauplus30piècesdetypeIou70piècesdetypeII.Commentrépartirlaproductiondechaquepièceentrelesdeuxtypesdemachines,demanièreàavoirleplusd’objetsenﬁndejournéeetàutilisertouteslespiècesfabriquées?1.2.2ProblèmedetransportCetexempleestinspirédel’exemplededeuxportsdeT.Koopmans(cf[Ko1951])etdelapéniche-navettereliantSaverneetStrasbourg3.Chaquemois,onchercheàacheminer,parlecanaldelaMarneauRhin,aumoinsl’équivalentde308conteneurspleinsdeSaverneversStrasbourget242conteneurspleinsdeStrasbourgversSaverne.Commeunepénichefaitl’aller-retourendeuxjours(untrajetdure9h,chargementetdéchargementdelapénichedurantchacun2h30),ilyadeuxpénichesaﬁnd’assurerunaller-retourquotidien.Lesdonnéessontlessuivantes:–unepénichepeutcontenirauplus16conteneurs;–ilfautenmoyenneunjourpourremplirleconteneuretunjourpourlevider.Quelestlenombreminimumdeconteneursnécessairespourassurerletransportdesmarchandises?1.3MiseenéquationCommeonpeutleconstatersurlesdeuxexemplesci-dessus,unegrandepartiedelamodélisationaétéfaiteenamontetpermetl’écritured’unénoncésimple.Ilresteàprocéderàlamiseenéquation.Celle-cidoitmenerauxéquationsouinégalitésdupremierdegréetpassepardeuxétapes:3.https://www.strasbourg.port.fr/wp-content/uploads/2018/11/20200304-Fiche-PAS-navette-saverne-def.pdf
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12CHAPITRE1.INTRODUCTION–lechoixdesinconnues;–l’interprétationdescontraintesetl’écrituredelafonctionàmaximiserouàmini-miser.Revenonsauxdeuxsituationspourillustrerlamiseenéquation.1.3.1ProblèmedeproductionNotonsx1lenombredepiècesdetypeIfabriquéesparlestoursàfraiser,x2lenombredepiècesdetypeIfabriquéesparletourautomatique,x3lenombredepiècesdetypeIIfabriquéesparlestoursàfraiseretx4lenombredepiècesdetypeIIfabriquéesparletourautomatique.Cesontdesquantitéspositivesounulles.Laconditionquetouteslespiècesdoiventêtreutiliséespourfabriquerl’objetﬁnalfournitunerelationentrelesinconnues,àsavoir:x1+x2=x3+x4Ainsi,x4=x1+x2−x3.Delapremièrelignedutableau,ondéduitquefabriquerlapièceIprenddeuxfoisplusdetempsquelapièceIIsurletouràfraiseretquelenombremaximumdepiècesquipeuventêtrefabriquéessurcestroistoursest60pourletypeIIoubien30piècespourletypeI;ainsi2x1+x3≤60.Delamêmemanière,deladeuxièmelignedutableau,ondéduitquefabriquersurletourautomatique3piècesIprendautantdetempsquefabriquer7piècesIIetquelenombremaximumdepiècespouvantêtrefabriquéessurcetourest70pourletypeIIoubien30pourletypeI;ainsi73x2+x4≤70.Onendéduitlescontraintes,quis’exprimentsouslaformed’unsystèmed’inégalités,àtroisinconnues,aprèsavoirremplacéx4parsonexpressionenfonctiondex1,x2etx3:Γx1≥0x2≥0x3≥02x1+x3≤60x1+103x2−x3≤70Ils’agitderendremaximumlenombred’objetsfabriqués,c’est-à-direω=x1+x2.LeproblèmeconsisteàdéterminerlemaximumdelafonctionωsurledomaineΓ.
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1.4.DÉFINITIONS131.3.2ProblèmedetransportEnsuivantl’exempledeT.Koopmans,notonsx1lenombredeconteneursfaisantletrajetaller-retourpleins,x2(respectivementx3)lenombredeconteneursfaisantletrajetSaverne-Strasbourgpleins(respectivementStrasbourg-Saverne)etleretouràvide.Touteslesquantitéssontpositivesounulles.Aveclestempsdechargementetdedéchargement,lesconteneurspleinssurlesdeuxtrajetsfontunaller-retouren6jours,alorsquelesautresfontunaller-retouren4jours.Poursimpliﬁer,considéronsqu’unmoiscompte30jourset4week-ends,soit22joursdetravail.LaconditionsurlenombredeconteneurspleinsàtransporterdeSaverneàStrasbourgparmoisest226x1+224x2≥308cellesurlenombredeconteneurspleinsàtransporterdeStrasbourgàSaverneparmoisest226x1+224x3≥242Ilresteàécrirel’inégalitécorrespondantauxcapacitésd’unepéniche:16x1+14x2+14x3≤16OnobtientΓx1≥0,x2≥0,x3≥0226x1+224x2≥308226x1+224x3≥24216x1+14x2+14x3≤16Lenombretotaldeconteneursàminimiserest:ω=x1+x2+x3.1.4DéﬁnitionsDéﬁnition1.4.1Unproblèmed’optimisationlinéaireoudeprogrammationlinéaireestunproblèmedanslequellesvariablessontdesnombresréelssatisfaisantdeséqua-tionsoudesinéquationslinéairesetdanslequellavaleurd’unefonctionaﬃnedesvariablesdoitêtrerendueminimale(oumaximale).Leséquationsouinéquationsàsatisfaires’appellentlescontraintes.Demanièreexplicite,ils’agitd’unproblèmeàninconnuesréelles,notéesx1,···,xn,quisontsoumisesàscontraintes.Lescontraintessontdesinégalitésoudeségalitéslinéairesetpeuventêtredetroistypes:
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14CHAPITRE1.INTRODUCTIONΓ(1)nj=1aijxj≤bipour1≤i≤q(2)nj=1aijxj≥bipourq+1≤i≤r(3)nj=1aijxj=bipourr+1≤i≤sLescoeﬃcientsaijetbjpour1≤i≤net1≤j≤ssontdesnombresréelsetlescontraintesdéﬁnissentunsous-ensembleΓdeRn.Lafonctionàoptimiser(maximiserouminimiser)estunefonctionaﬃneωdeRndansR,quipeuts’écrireω(x1,···,xn)=ω0+ni=1ωixi,oùlescoeﬃcientsωipour0≤i≤nsontdesréels.Déﬁnitions1.4.2L’ensembleΓs’appelleledomainedescontraintesduproblème.Lescontraintesxi≥0,lorsqu’ellesapparaissent,sontappeléescontraintesdepositi-vité.Lesautrescontraintessontappeléescontraintesprincipales.UnpointdeΓestappelésolutionréalisable.Lafonctionωestparfoisappeléefonctionobjectif.OnditaussiqueΓestledomainedessolutionsréalisables.Leproblèmed’optimisationconsistedoncàrechercherlameilleuresolutionréalisableousolutionréalisableoptimale.Lebutducoursestdedémontrerlesthéorèmesetd’apprendrelestechniquesquiper-mettentderésoudrecesproblèmes,notammentlaméthodedusimplexe.Nousrappel-leronstouteslesnotionsutilesetreviendronssurlesdéﬁnitionsd’inéquationlinéaireetdefonctionaﬃne,notamment.Leplanducoursestlesuivant:pourcommencer,nousallonsétudierlespropriétéstopologiquesetgéométriquesdesdomainesdescontraintesainsiquecellesdesfonctionsaﬃnes.Ladeuxièmepartieseraconsacréeàl’algorithmedusimplexeetlatroisièmepartieàl’étudedeladualitéetl’interprétationdesproblèmesduaux.1.5ExercicesExercice1.5.1Unefabriquedeconserves,quicomportedeuxusines,expédiedescaissesverstroispointsdeventes.Noussouhaitonsquelepland’expéditiondescaissesminimiselecoûttotaldetransportdesusinesauxpointsdevente.L’oﬀredesusinesetlescommandes(minimales)despointsdeventessontlessuivantes(ennombredecaisses):–l’usine1(U1)fournit350caisses;–l’usine2(U2)fournit450caisses;–lepointdevente1(V1)acommandé200caisses;–lepointdevente2(V2)acommandé300caisses;–lepointdevente3(V3)acommandé50caisses.


[image: background image]
1.5.EXERCICES15Lescoûtsdetransportdechaqueorigineverschaquedestinationsontdonnésdansletableauci-contre(enEurosparcaisse):V1V2V3U1251716U2241814a)Ecrireunproblèmed’optimisationlinéairetraduisantceproblème.b)Déterminerunesolutionréalisableetlavaleurdelafonctionobjectifassociée.Exercice1.5.2LasociétéLecarton,unfabriquantdepapier,fabriquedesrouleauxdepapierdelargeur90cmetdelongueurL.Lesclientssouhaitentcependantdisposerderouleauxdepluspetitelargeur(maistoujoursdelongueurL).Ondoittraiterlacommandesuivante:–100rouleauxdelargeur50,–120rouleauxdelargeur40,–75rouleauxdelargeur30.a)Répertorierlescinqfaçonsintelligentesdedécouperunrouleau.Cesontlesdécoupespermettantd’obtenirdesrouleauxdelargeur50,40ou30cmavecdeschutesdelargeurstrictementinférieureà30cm.OnpourrarépertoriercesdécoupesparleslettresA,B,C,DetE.ParexempleladécoupeAconsisteàproduireunrouleaudelargeur50etunrouleaudelargeur40(iln’yapasdechute).Onpourraprésenterlesdécoupesdansuntableau.b)Ecrireunproblèmed’optimisationlinéairetraduisantleproblèmeconsistantàmini-miserlenombrederouleauxutilisés.Exercice1.5.3Ungrossistedésirerenouvelersonstockdesavons.Ils’adresseàtroisfabricants(F1,F2etF3)pourunecommanded’auplus20lots(unlotcorrespondà100kg),sachantque:–lefabricantF1peutfourniraumaximum10lots,maisn’acceptejamaisdecom-mandesinférieuresà5lots;–lefabricantF2peutfourniraumaximum8lots,maisn’acceptejamaisdecom-mandesinférieuresà4lots;–lefabricantF3peutfourniraumaximum9lots;–legrossistenepeutpasinvestirplusde18000Euros.Lesprixd’achatunitaires(encentainesd’Euros)auprèsdufabricantetdereventesontlessuivantsF1F2F3prixd’achat9810prixderevente121013,5Legrossistechercheàdéterminerlescommandesàpasseràchaquefournisseurdema-nièreàavoirunproﬁtmaximal.a)Peut-onécrireunproblèmed’optimisationlinéairepermettantderépondreàlaques-tiondugrossiste?b)Déterminerunesolutionréalisableetlavaleurdelafonctionobjectifassociée.
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16CHAPITRE1.INTRODUCTION1.6SolutiondesexercicesExercice1.5.1a)Notonscijlenombredecaissesexpédiéesdel’usineiverslepointdeventej.Entenantcomptedelaproductiondechaqueusine,onobtientlesdeuxinéquations:c11+c12+c13≤350etc21+c22+c23≤450.Pourquelescommandesdespointsdeventesoienthonorées:c11+c21=200,c12+c22=300etc13+c23=50.Lafonctionàminimiserestω=25c11+24c21+17c12+18c22+16c13+14c23.LeproblèmeconsisteàrechercherinfΓωoùΓ:cij≥0c11+c12+c13≤350c21+c22+c23≤450c11+c21=200c12+c22=300c13+c23=50etω=25c11+24c21+17c12+18c22+16c13+14c23.b)Unesolutionréalisableest,parexemple,c11=100,c21=100,c12=200,c22=100,c13=0etc23=50.Onaalorsω=25×100+24×100+17×200+18×100+16×0+14×50=10800.Exercice1.5.2a)Voicilesdécoupespossibles:50cm40cm30cmdécoupeA110découpeB101découpeC020découpeD011découpeE003b)NotonsalenombrederouleauxdécoupésensuivantladécoupeA,blenombrederouleauxdécoupésensuivantladécoupeB,c,detedemêmepourlesautresdécoupes.Pourhonorerlacommande,ilfaut:–aumoins100rouleauxdelargeur50,d’oùa+b≥100;–aumoins120rouleauxdelargeur40,d’oùa+2c+d≥120;–aumoins75rouleauxdelargeur30,d’oùb+d+3e≥75.OnobtientledomainedecontraintesΓ:a≥0,b≥0,c≥0,d≥0,e≥0a+b≥100a+2c+d≥120b+d+3e≥75LafonctionàminimisersurΓestω=a+b+c+d+e.








1.6.SOLUTIONDESEXERCICES17Exercice1.5.3a)Notonsx1,x2,etx3lescommandesdelotsdesavonsàeﬀectuerrespectivementauxfabricantsF1,F2etF3.Ilyaplusieurssituationspossiblesdanscetexemple:•Onsupposedansunpremiertempsquelegrossistecommandeauprèsdestroisfabri-cants.LescontraintessurF1setraduisentparx1≥5etx1≤10;lescontraintessurF2deviennentx2≥4etx2≤8;cellesurF3devientx3≤9.Legrossistenecommandantpasplusde20lotsdesavons,onobtientlacontraintex1+x2+x3≤20.Lacontrainted’investissementdevient9x1+8x2+10x3≤180.LedomainedescontraintesΓ1estalorsdéterminéparlesinégalitésΓ1:x1≥0,x2≥0,x3≥05≤x1≤104≤x2≤8x3≤9x1+x2+x3≤209x1+8x2+10x3≤180Leproﬁtestladiﬀérenceentreleprixdereventeetleprixd’achat;lafonctionproﬁtàmaximiserestalorsω=(12−9)x1+(10−8)x2+(13,5−10)x3=3x1+2x2+3,5x3.Ils’agitalorsdedéterminersupΓ1ω.•SilegrossistecommandeuniquementauprèsdesfabricantsF1etF3,x2=0,l’expres-siondeωrestelamêmeetonobtientledomaineΓ2:Γ2:x1≥0,x2=0,x3≥05≤x1≤10x3≤9x1+x3≤209x1+10x3≤180Ils’agitalorsdedéterminersupΓ2ω.•SilegrossistecommandeuniquementauprèsdesfabricantsF2etF3,x1=0,l’expres-siondeωrestelamêmeetonobtientledomaineΓ3:Γ3:x1=0,x2≥0,x3≥04≤x2≤8x3≤9x2+x3≤208x2+10x3≤180Ils’agitalorsdedéterminersupΓ3ω.







18CHAPITRE1.INTRODUCTION•IlrestelecasoùlegrossistecommandeuniquementauprèsdeF3,x1=x2=0;onobtientledomaineΓ4:Γ4:x1=0,x2=0,x3≥0x3≤9x3≤2010x3≤180Ils’agitalorsdedéterminersupΓ4ω.Remarque:Lesquatreproblèmesci-dessoussontdesproblèmesd’optimisationlinéaire.LeproblèmedugrossisteconsisteàdéterminersupΓωoùΓ=Γ1∪Γ2∪Γ3∪Γ4estlaréuniondes4domaines.Cen’estpasunproblèmed’optimisationlinéairecarΓnes’exprimepassouslaformevoulue.b)Unesolutionréalisable(pourleproblème1)est,parexemple,X=(6,5,1)etω(X)=18+10+3=31.
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Cechapitreestconsacréaurappeldesdéﬁnitionsetdespropriétésdesnotionsutilespourlacompréhensionetladémonstrationdesthéorèmesintervenantdansl’étudedesproblèmesd’optimisationlinéaire.Lebutduchapitreestd’énoncerlethéorèmefonda-mental2.7.1,quiestuncritèred’existencedesolution.Dansunpremiertemps,lesnotionsfondamentalesdetopologiesontrevues;dansledeuxièmeparagraphe,nousétudieronslaconvexité,pourappliquercettenotion,dansletroisièmeparagraphe,auxdomainesdescontraintes,c’est-à-direauxpolyèdres.Nousdéﬁnironsensuitelesenveloppesconvexesetlessommetsen2.4,puislesfonctionsaﬃnesen2.6,demanièreàterminercechapitreparlethéorèmefondamental.2.1TopologiedeRnOnrappelleicidespropriétésdel’ensembleRn={X=x1...xnoùxi∈R,pour1≤i≤n}.(i)C’estunespacevectorielmunid’unenorme||X||=ni=1x2iquivériﬁe:•||X||=0⇔X=0;•pourλ∈R,||λX||=|λ|||X||;•inégalitétriangulaire:||X+Y||≤||X||+||Y||.
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