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Mode d’emploi

Qu’est-ce que le cahier d’entrainement ?

Le cahier d’entrainement en physique-chimie est un outil destiné a renforcer I'acquisition de réflexes utiles
en physique et en chimie.

1l ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur ; travailler avec ce cahier d’entrainement
vous permettra en revanche d’aborder avec plus d’aisance les exercices de physique-chimie.

Pour donner une analogie, on pourrait dire que ce cahier d’entrainement est comparable aux exercices de
musculation d’un athlete : ils sont nécessaires pour mieux réussir le jour J lors de la compétition, mais
ils ne sont pas suffisants. Un coureur de sprint fait de la musculation, mais il fait également tout un tas
d’autres exercices.

Pour vous aider a mieux vous entrainer, nous avons ajouté quelques exercices sur des thémes qui ne figurent
pas au programme, en prenant soin de rappeler, dans ce cas, les équations en jeu. Il faut voir ces exercices

comme des occasions supplémentaires pour s’entrainer a manipuler des mathématiques au service de la
physique et de la chimie.

Ce cahier a été congu par une large équipe de professeurs en classes préparatoires, tous soucieux de vous
apporter I'aide et les outils pour réussir.

Comment est-il organisé ?

Le cahier est organisé en fiches d’entrainement, chacune correspondant a un théeme issu de votre programme
de deuxiéme année.

Chaque fiche est composée d’une suite de petits exercices, appelés entrainements, dont le temps de résolution
estimé est indiqué par une ( 0), deux ( ©O), trois ( OOO) ou quatre (OOOO) horloges.
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Les pictogrammes
Certains entrainements sont accompagnés d’un pictogramme.

n Ces entrainements sont basiques et transversaux.

m Les compétences qu’ils mettent en jeu ne sont pas forcément spécifiques au theme de
la fiche et peuvent étre transversales.

Ce pictogramme a été choisi parce que le bulldozer permet de construire les fondations et que c’est sur des fondations

solides que l’on batit les plus beaux édifices. Ces entrainements sont donc le gage pour vous d’acquérir un socle solide
de savoir-faire.

p—n Ces entrainements vous entrainent au calcul a la main.

) | A . A . .
( H 1 Dans ces entrainements, les calculs doivent étre faits sans calculatrice.

Comment utiliser ce cahier ?

Le cahier d’entrainement ne doit pas remplacer vos TD. Il s’agit d’un outil a utiliser en complément de
votre travail « normal » en physique-chimie (apprentissage du cours, recherche de TD, recherche des DM).
Un travail personnalisé.

Le cahier d’entrainement est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez vos entrainements en fonction des difficultés que vous rencontrez, des chapitres que vous
étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur.

Ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans l'ordre mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Pratiquez ’entrainement a un rythme régulier : une dizaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’un objectif du type « faire dix fiches par
jour pendant les vacances ».

Un travail efficace.

Utilisez les réponses et les corrigés de fagon appropriée : il est important de chercher suffisamment
par vous-méme avant d’aller les regarder. Il faut vraiment persévérer dans votre raisonnement et
vos calculs avant d’aller voir le corrigé si vous voulez que ces entrainements soient efficaces.

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez
P g b b
pas a écrire a 'adresse cahier.entrainement@gmail.com.

Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi identifiant de la fiche, écrit en gris en haut
a gauche de chaque fiche.
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GALL Fiche d'entrainement n°1 Généralités

Opérateurs vectoriels

Prérequis N
Notation avec et sans le symbole nabla V des opérateurs :

e gradient : gr_a(i(f) = 6]‘
e divergence : div(Z) =V-A
o rotationnel : Tot(f) = VAA
Expressions de ces opérateurs vectoriels en coordonnées cartésiennes.

Dans toute cette fiche, les grandeurs a, b et ¢ sont des constantes ayant la dimension d’une longueur.

Sur l'opérateur gradient

Entrainement 1.1 — Quelle écriture pour le gradient ? o

Le gradient est un opérateur vectoriel qui s’applique a des fonctions scalaires. Pour un systéme de coor-
données cartésiennes (z,y, z) décrivant I'espace, la définition du gradient d’une fonction f(z,y, z) est :

of
ox
d(f) = Y= 2L g
gra (f) V(f) ay 821)6 + 8yey+ 826
of
0z
On considére la fonction V(x,y, z) = zyz. Quelle est la bonne expression du gradient de V' ?
@V(V)zzye}'+zxe‘£+yme‘; @grad(V):zyé;Jrzxe_;erxe‘;
Yz Yz
@ grad(“;) = |2z @ ﬁ(V) =[xz
Yz ry
B Entrainement 1.2 — Calcul de gradients en coordonnées cartésiennes. 00

al
On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, 2).

On rappelle 'expression de 'opérateur gradient dans ce systeme de coordonnées :

Développer les expressions suivantes :

a) grad (wy +yz+zr+ %) ........

b) grad(3z® + 2a(y —2) +b%) ........
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¢) grad(z®y +y’z + 2z +d®) ...
d) grad (Qxy + 8a2¢*/(?¥) — 602) ......

- 6at
e) grad (8.’E2y 2 5b2z> .........
Y

Entrainement 1.3 — Calcul de gradients en coordonnées cylindriques. 00

On munit 'espace d’un repeére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 6, z).

On donne l'expression de l'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

M(f(n 0, Z)) =

Développer les expressions suivantes :

2
a) grad (32 - — = 2rt9> ..............
a

b) grad

e) gr—ad><7E sin(@)) ....................

Entrainement 1.4 — La bonne formule.

e+ -5+

On introduit deux systémes de coordonnées pour décrire un plan : des coordonnées cartésiennes (z1, z3)

et des coordonnées polaires (p, o).

Parmi les formules suivantes de gradient & deux dimensions d’une fonction scalaire g du plan, identifier la

seule écriture valable :

s dg _, 09 _,
@ grad(g(z1,x2)) = —gezl + 2z

8x1

@ Vy(z1,22) = 87528061 + Tglezl

8:)02

= %ep ;aipea
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Entrainement 1.5 — Valeurs et projections d’un gradient. 00
On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne 'expression de l'opérateur gradient dans ce systéme de coordonnées :

= of _, O0f_, Of

V(f(z,y,2)) = a—ipez + a—Jytey + a—ﬁez,
On considére la fonction g(z,y,2) = (x — 2)% 4+ (y + 1)? + 22 — 1, on note M(z,y, z) un point quelconque
de T'espace et A le point de coordonnées (—1,1,2).

¢) La quantité 2y + 2 correspond & :
a) Calculer g(A) ............

(a) grad(g) - & (¢) grad(g)-e2
b) La quantité 2z correspond & : @ grad(g) - €,

(a) grad(g) - & (o) grad(g) =€z
@ grad(g) - e, d) La quantité 2z — 4 correspond & :

.............................. @ é;;a}(g) . e_l) @ gI-E:—d)(g) . e_z>
(b) grad(g) - &,

e) La quantité gg(M ) correspond au vecteur :

2(x—2) 2(y—1) 2(x — 2)
@) |20y-1) (b) | 2(z+2) © [2+1)
2z 2z 2z

f) Calculer ‘ ’ 6g(A) H ..............................................................

Entrainement 1.6 — Enquéte sur une fonction. 000
On considére une fonction f(z,y, 2) inconnue telle que grad(f) = 2zye, + x°e, + a’e;.
a) Quelle est 'unique relation valable ?

@ af(x,yvz) — 2$y @ 8][(;2;5%2) _ .CC2 @ af(g’m:%Z)

b) Quelle primitive est solution de la réponse précédente ?

f@,y,2) = 2y® + g(z,y) (© flz,y,2) = 2%y + ya?
(b) flx,y,2) =2y +g(y, 2)

¢) Que vérifie la dérivée partielle par rapport & y de la réponse précédente ?

dg @72 @,
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d) En s’appuyant sur les réponses précédentes, quelle est la bonne expression de g ?
@g:a2y+cste @g:a22+cste @g:a2+cste

e) Quelle est 'expression de la fonction f(z,y, z) telle que £(0,0,0) =07
@f:g;2y+a2z @f:y2z+a2w @f:x2z+a2y

Sur Popérateur divergence
T

Entrainement 1.7 — Calcul de divergences en coordonnées cartésiennes. 00
On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (x,y, z).
On donne 'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

0A, 0A, 0A.

Développer les expressions suivantes :

a) div(SxQe_gE> +2ayey —2b2€2) ...

Entrainement 1.8 Calcul de divergences en coordonnées cylindriques. o
On munit 'espace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 0, z).
On donne l'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

10(rd,) | 104, _0A.

div(4) = roar | r 90 0z

Développer les expressions suivantes :

2
a) div(—r—e_; —2r0€y + 32732) .........................
a

6 Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



Entrainement 1.9 — Bataille de divergences. o

Quel est le champ dont la divergence au point A(—1,—1,1) est maximale?

(a) 2”& +y’ey + 2% (©) 2% + % +y’el
® v'& + 25 + @ v'es +ate: + 2% L
Entrainement 1.10 — Choix du systéme de coordonnées. 00

On munit 'espace d’un systéme de coordonnées cartésiennes (z,y,z) et d’un systéme de coordonnées
sphériques (1,6, ¢). On s’intéresse au champ vectoriel OM = ze, +yé, + z&. = ré, et on donne I'expression
de V'opérateur divergence en coordonnées sphériques :

1 or?A, n 1 9J(sin(f)Ap) n 1 04,

r2 or rsin(f) 00 rsin(f) Op

Développer les expressions suivantes :

div(Z) =

a) div(ze, +ye, +z€2) ..... b) div(rer) i

On munit 'espace de dimension 2 d’un systéme de coordonnées cylindro-polaires (r, 6).
P4 S AT — — —>

On s’intéresse au champ vectoriel OM = xe; + ye, = re,.

¢) La divergence de ce champ (définie dans 'entrainement 1.8), en tout point, vaut :

@1 ®) 2 ©3 @4

Sur Popérateur rotationnel
.

Entrainement 1.11 — Calcul de rotationnels en coordonnées cartésiennes. 00
On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).
On donne Pexpression de l'opérateur rotationnel dans ce systéme de coordonnées :

G (P DAL (9Ae AL (04, 04,
9y 0z ) * 0z ox )Y Ox oy ) *

|

+

Tro

Développer les expressions suivantes :

a) r?t)(3x2e‘; +2byey — 2C2€2) i

b) r?t)(Qxye‘; +8c%e2e 8, — 6C%E2) i

e) rot(z?yey —yr®(E) — €2)) it

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 7
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oot Entrainement 1.12 — Calcul de rotationnels en coordonnées cylindriques. o

On munit l'espace d’un repére cylindrique dont le systéme de coordonnées est noté (r, 6, z).

On donne l'expression de 'opérateur divergence dans ce systeme de coordonnées :

) = (;aAz - %)q+ <8AT - 8AZ)_,+ (1 9rAg aAr)e_z,.

r or 80

r 00 8z ) " 0z or co

Développer les expressions suivantes :

—

2
a) rot(—r—e_; — 2rfeg + 326_;)
a

Sur la représentation graphique

Entrainement 1.13 — Exploiter une carte de champ. 00

On considére un champ ¥(M) dérivant d’un gradient de potentiel ®, c’est-a-dire tel qu’en tout point M :
T (M) = grad ®(M)
La figure ci-dessous représente les lignes de champ (en trait plein) et les équipotentielles (en tirets). Le

systéme est invariant par translation orthogonalement au plan de la figure. Les valeurs du potentiel ®(M)
sont données pour chaque équipotentielle en UA (unité arbitraire).

1
1
1
1
1

>

On admet que le champ est tel que div v = 6, c’est-a-dire a flux conservatif. Autrement dit, le long d’un
tube de champ de section S, la quantité vS est conservée.

a) Par rapport aux équipotentielles, les lignes de champ sont orientées :

@ parallélement @ orthogonalement @ aléatoirement

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels



c) Le vecteur T (C) est orienté dans le sens du vecteur :

(@ AB ®) BA

v(C
(©) en calculant un rapport de longueurs .......

d) Estimer graphiquement (D)

Sur les opérateurs laplaciens
(G

B Entrainement 1.14 — Opérateur laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes. 00
On munit 'espace d’un repére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne lexpression de Popérateur laplacien (scalaire) dans ce systéme de coordonnées :

02 o2 92
A ,9) = 55 + s +

Développer les expressions suivantes :

LB Entrainement 1.15 — Opérateur laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes. 00
On munit 'espace d’'un repeére cartésien dont le systéme de coordonnées est noté (z,y, z).

On donne expression de Popérateur laplacien (vectoriel) dans ce systéme de coordonnées :
A(A(z,y, 2)) = AA,er + AAyE, + AA.E.

2
7y
2 f bz + P
. e . - . a
On dispose d’un vecteur A dont les coordonnées cartésiennes sont les suivantes : y? — baz

b 1n(f) 4322
a

Développer A

Fiche n° 1. Opérateurs vectoriels 9



Bilan sur les opérateurs
(G

LB Entrainement 1.16 — Scalaire ou vecteur ? {4

Les différents opérateurs rencontrés peuvent étre des opérateurs :
@ scalaires s’appliquant a des scalaires @ vectoriels s’appliquant a des scalaires

@ scalaires s’appliquant a des vecteurs @ vectoriels s’appliquant a des vecteurs

a) Quel cas correspond & 'opérateur « gradient » 7 .......... ..l
b) Quel cas correspond & 'opérateur « divergence » 7 ...........o.iiiiiiiiiiiiiii,
¢) Quel cas correspond a l'opérateur « rotationnel » 7 ........ ... . i

d) Quel cas correspond & l'opérateur « laplacien » appliqué a un champ scalaire? .........

e) Quel cas correspond & l'opérateur « laplacien » appliqué & un champ vectoriel 7 ........

Réponses mélangées

—

YzZ\ _» xz
(z+y+f)ez+ (x+z+—)ey
a a

r
0o ® ® © =&
Vit —a? +(r+y+ D)
ors _, s 1_, 20 ., 5a% .,
28@767- + 7; €9+ ;ez 3 @ —TT65967« + TT659 €9 @ @
2
— — —> Zz —> —> 8 —>
6ze, + 2ae, — 2ae, 2 @ @ —4cezce, — 2xe, i(33: —y)es

2
ey — 2xy(e, +e2) — x’el. 2, 2x + 4%6i @ 16 @ 0

— 2 — — — 6 4 —> —
2ye, + 2xe, + 4%62/(2b)62 —40e; 16zye, + (8:02 — %) o — bbe; @
2y
ey-2% 2@ 2 3Ty GevESE e
v a o b a +(2wz +yP)El
=

2
0,80UA/m  2V17 3 (—ET - 20)3 —22,+3e2 (@

_231112(9)6_;+zcogsﬁgg_’_sm(e)e_z, 22y — 2) 9 62 + 2 — 2b
r

62

@ @ @® 2 ® ©@ @ -3 0 ©

» Réponses et corrigés page 234
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MCA1 Fiche d’entrainement n° 2 Mécanique

Changements de référentiel

Prérequis
Principe fondamental. Mouvement relatif de référentiels. Forces d’inertie.
Constantes utiles

— Accélération de la pesanteur : g = 9,81 m/s?

Avant toute chose
(G

Entrainement 2.1 — Trajectoires et référentiels. 0
On s’intéresse ici au mouvement de la valve V d’une roue de vélo. En changeant de référentiel, la trajectoire
de ce point peut étre pergue de maniere différente.
On définit trois référentiels :

o le référentiel R, lié a la Terre,

e le référentiel Ry 1ié au cadre du vélo,
e le référentiel R3 lié a la roue du vélo.

Voici différentes trajectoires pour le point V.

®

Parmi les quatre trajectoires présentées ci-dessus, quelle est celle qui peut correspondre & un mouvement
décrit dans :

a) leréférenticl R—i 7 ... oo

b) le référentiel Ro 7 ... ..o

c) leréférentiel Ra 7 ... i

Fiche n°2. Changements de référentiel 11



Entrainement 2.2 — Référentiel galiléen... ou pas (I) ? o

Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel tout solide ne subissant aucune force extérieure est
immobile ou animé d’un mouvement rectiligne uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme
par rapport a un référentiel galiléen est lui-méme galiléen.

On consideére un référentiel Ro(0, €, €,,¢;) galiléen ainsi que les trois référentiels suivants :
e R1(0',&,,¢,,€2), en translation rectiligne uniforme par rapport a Ry,
o Ry(0,¢,,¢5,¢,), animé d’un mouvement de rotation uniforme par rapport a Ro,
e R3(A,e,,e,,¢,), en translation non uniforme par rapport a Ro.

a) Rj est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ..o

b) R est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ........ ... .. . i

¢) Rs est un référentiel galiléen : vrai ou faux? ... ...

Entrainement 2.3 — Référentiel galiléen... ou pas (II) ? O

Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel tout solide ne subissant aucune force extérieure est
animé d'un mouvement rectiligne uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport
a un référentiel galiléen est lui-méme galiléen.

Dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, on s’intéresse aux mouvements d’un train et de I'un des
passagers & bord. On note R le référentiel li¢ au train et R, le référentiel lié au passager a bord du train.

Dans chacune des situations proposées, indiquez quel(s) est (sont) le(s) référentiel(s) galiléen(s) parmi les
options suivantes :

@ Ri et Ry

@ ni Ry ni Rp
@ uniquement Ry
@ uniquement R,

a) Le train suit une ligne droite & vitesse constante ; le passager est assis sur son siége.

¢) Le train freine sur une ligne droite ; le passager marche le long du train & vitesse constante.

12 Fiche n°2. Changements de référentiel



Composition de mouvements

Entrainement 2.4 — Autour de ’accélération.

On considére un référentiel R galiléen li¢ au repere (O, e,, ¢y, €,) et un référentiel R’, lié au repere cylin-
drique (O, €;, &g, €2). Un point M, en mouvement dans ces deux référentiels, est repéré par ses coordonnées

cylindriques habituelles 7, § et z = 0. L’angle 0 suit la loi : § = wt ot w est une constante.

e Caractérisation du mouvement de R’ par rapport au référentiel R

a) Le vecteur rotation du référentiel R’ par rapport au référentiel R, 6, vaut :

® o ® ez © we @ ae:

b) Le référentiel R’ est galiléen.

@ Vrai @ Faux

e Composantes de ’accélération de M dans le référentiel R

¢) Par homogénéité, identifier 'expression de 'accélération radiale a, de M dans R en coordonnées

cylindriques.

d) Par homogénéité, identifier I'expression de I’accélération orthoradiale ay de M dans R en coordonnées

cylindriques.

(a) 2/0 + rf (b) 276+ rf (c) 2i6 +r (d) 270

e Composition des accélérations

La loi de composition des accélérations assure que :

dr(M) = dr/(M) + ac + ad,

N d20M| d20M
avec ar(M) = ’ , ar(M) = —/——

dt? dt? .
fixe par rapport a R,
@ =Gn(FAOM) et ag=20n ==
.y

e) Exprimer @ en fonction de r, w et d’un vecteur unitaire de la base cylindrique ..

f) Exprimer ad en fonction de 7, w et d’un vecteur unitaire de la base cylindrique ..

g) En déduire accélération @ (M) ..ot

et, comme R’ est en rotation uniforme autour d’un axe

Fiche n°2. Changements de référentiel
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