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Système de numération de base b

Un système de numération est un ensemble de symboles (les chiffres) et de règles qui permettent d’écrire les nombres entiers naturels.

1Système de numération de base dix
	Dans le système de base dix (système de numération décimale), les nombres entiers naturels sont écrits à l’aide de dix chiffres (0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 et 9).

	Ce système est décimal (il évoque des groupements successifs de dix éléments) et positionnel (la valeur d’un chiffre est déterminée par son rang).


Tableau de numération
	…
	Classe des millions
	Classe des milliers
	Classe des unités simples

		centaines
	dizaines
	unités
	centaines
	dizaines
	unités
	centaines
	dizaines
	unités

		108
	107
	106
	105
	104
	103
	102
	101
	100

							4
	2
	0
	3


Rappel : [image: Image sans description]


2Chiffres des... et nombre de…
En base dix, un nombre entier naturel peut être décomposé à l’aide des puissances de 10.
Exemple 1 : 4 203 = 4 × 103 + 2 × 102 + 3 × 100
Dans 4 203, 4 est le chiffre des milliers, 2 le chiffre des centaines…

Exemple 2 : en base dix, le nombre 4 203 peut aussi être décomposé sous d’autres formes.
4 203 = 42 × 102 + 3 × 100
Cette décomposition met en évidence que, dans 4 203, 42 est le nombre de centaines.
4 203 = 420 × 101 + 3 × 100
Cette décomposition met en évidence que, dans 4 203, 420 est le nombre de dizaines.



3Système de numération de base b
	Dans un système de base b (b entier naturel, b > 1), les nombres entiers naturels sont écrits à l’aide de b chiffres : 0, 1, … à b − 1.

	Ce système est fondé sur des groupements successifs de b éléments et il est positionnel (la valeur d’un chiffre est déterminée par son rang).

	b étant un entier naturel supérieur à 1, tout nombre entier naturel n peut être décomposé à l’aide des puissances de b :


	…
	b8
	b7
	b6
	b5
	b4
	b3
	b2
	b1
	b0

							a3
	a2
	a1
	a0


Par exemple, ici, n = a3 × b3 + a2 × b2 + a1 × b1 + a0 × b0  où a3 ; a2 ; a1 ; a0 sont tous des entiers naturels inférieurs à b. On écrit : n = [image: Image sans description].
Ce qu’il faut savoir faire
Écrire en base dix un nombre donné en base b
Exemple : écrire en base dix le nombre 2α0β¯base douze, les chiffres en base douze étant successivement 0, 1, 2… 9, α, β.
	Étapes
	Solution

	1. On écrit la décomposition du nombre en base b. Pour cela, on peut s’appuyer sur un tableau de numération.
	 [image: Image sans description]
En base douze, α=10 et β=11.
2α0β¯base douze=2 ×123+10×122+11×120.

	2. On effectue les calculs en base dix. On peut utiliser la calculatrice pour trouver le résultat.
	2α0β¯base douze=2 ×1 728+10×144+11
2α0β¯base douze=4 907
Le nombre 2α0β¯base douze s’écrit
donc 4 907 en base dix.


[image: Image sans description.]
Écrire en base b un nombre donné en base dix
Exemple : écrire en base quatre le nombre 147 (donné en base dix).
	Étapes
	Solution

	1. On effectue la division euclidienne du nombre par b.
	 [image: Image sans description]
	En groupant les 147 unités par 4, on obtient 36 groupements de 4 unités et il reste 3 unités isolées.

	2. On effectue la division euclidienne du quotient obtenu par b.
	 [image: Image sans description]
	En groupant les 36 groupements de 4 unités par 4, on obtient 9 nouveaux groupements (de 16 unités, 16 = 42) et il reste 0 groupement de 4 unités isolées.

	3. On continue ainsi jusqu’à obtenir un quotient égal à 0.
On peut lire l’écriture du nombre en base quatre à l’aide des différents restes obtenus (cf. flèche ci-contre).
	[image: Image sans description]

	On a ainsi obtenu 2 groupements de 64 unités (64 = 43), 1 groupement de 16 unités (16 = 42), 0 groupement de 4 unités et 3 unités isolées.

	4. On conclut.
	Donc 147 = 2 × 43 + 1 × 4² + 0 × 41 + 3 × 40
	L’écriture du nombre 147 en base quatre est donc 2103¯base quatre.


Remarque : on peut utiliser une autre méthode (cf. corrigé de l’exercice, question 2).





Je m'entraîne
1. Écrire en base dix le nombre 4021¯base cinq.

2. Écrire en base six le nombre 445 donné en base dix.


Voir le corrigé
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Multiples, diviseurs

Les relations multiplicatives entre les nombres entiers naturels permettent à la fois de mieux les connaitre et de résoudre de nombreux problèmes.

1Multiples et diviseurs
a et b sont des nombres entiers naturels.
a est multiple de b si et seulement s’il existe un nombre entier naturel k tel que a = b × k (ou a = bk). On dit aussi que a est divisible par b ou que b est un diviseur de a.
Il résulte de cette définition que a est multiple de b si et seulement si la division euclidienne de a par b donne un reste égal à 0. Exemple : 21 = 7 × 3, donc 21 est un multiple de 7 et de 3 ou 21 est divisible par 7 et par 3 ou 7 et 3 sont des diviseurs de 21.



2Propriétés
	Pour tout nombre n entier naturel, tel que n ≠ 0 :


	n est multiple de n et de 1 ou n et 1 sont des diviseurs de n. En effet, n = n × 1 ;

	0 est multiple de n et de 0 ou n est diviseur de 0. En effet, 0 = n × 0.


	0 n’a qu’un seul multiple (c’est 0) et 1 n’a qu’un seul diviseur (c’est 1).

	Multiple d’un multiple : Pour tous nombres entiers naturels a, b et c :


	si a est multiple de b et si b est multiple de c, alors a est multiple de c ;

	si c (c ≠ 0) est diviseur de b et b diviseur de a, alors c est diviseur de a.


Exemple : 48 est multiple de 12 et 12 est multiple de 3, donc 48 est multiple de 3.



3Calcul avec les multiples
	Somme et différence
	Produit

	Pour tous nombres entiers naturels a, b et c, (avec a ≥ b dans le cas de la soustraction) :
− si a et b sont multiples de c, alors a + b et a − b sont aussi multiples de c ;


− si c (c ≠ 0) est diviseur de a et b, alors c est aussi diviseur de a + b et a − b.


Exemple : 18 et 6 sont multiples de 3,
alors 18 + 6 (donc 24) est multiple de 3.
	Pour tous nombres entiers naturels a, b et c :
− si a est un multiple de c, alors ab est aussi multiple de c ;


− si c (c ≠ 0) est diviseur de a, alors c est aussi diviseur de ab.


Exemple : 18 est multiple de 3, alors 4 × 18 (donc 72) est aussi multiple de 3.




4Multiples, diviseurs et décomposition en produit de facteurs premiers Fiche 11
Soit n un nombre entier naturel dont on connait la décomposition en produit de facteurs premiers :
	la décomposition en produit de facteurs premiers de tout multiple de n doit contenir au minimum tous les facteurs premiers figurant dans celle de n avec des exposants au moins égaux à ceux qui figurent dans la décomposition de n ;

	la décomposition en produit de facteurs premiers de tout diviseur de n ne peut contenir que des facteurs premiers figurant dans celle de n avec des exposants au plus égaux à ceux qui figurent dans la décomposition de n.


Exemple : 600 = 23 × 3 × 52
23 × 32 × 52 × 7 = 12 600. 12 600 est un multiple de 600. 22 × 3 = 12. 12 est un diviseur de 600.



5Critères de divisibilité
n désigne un nombre entier naturel écrit en écriture décimale.
	n est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités est 0, 2, 4, 6 ou 8. 
	n est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités est 0 ou 5.
	n est divisible par 10 si et seulement si son chiffre des unités est 0.

	n est divisible par 4 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers chiffres (à dr.) est divisible par 4.  
	n est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3.
	n est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 9.


Ce qu’il faut savoir faire
[image: Image sans description.]
Reconnaitre si un nombre entier naturel est multiple ou diviseur d’un autre nombre entier naturel
On utilise soit la définition (ou la division euclidienne), soit les critères de divisibilité, soit l’une ou l’autre des propriétés.
Chercher tous les diviseurs d’un nombre
Exemple : trouver les diviseurs de 54.
	Étapes et solution

	[image: Image sans description]

Méthode 1 : on cherche à écrire le nombre sous forme du produit de deux facteurs en testant tous les facteurs possibles à partir de 1 dans l’ordre croissant et en s’arrêtant dès qu’on trouve un facteur déjà identifié : 54 = 1 × 54 ; 54 = 2 × 27... L’ensemble des diviseurs de 54 est donc : {1 ; 2 ; 3 ; 6 ; 9 ; 18 ; 27 ; 54}.
Méthode 2 : on décompose le nombre en produit de facteurs premiers (ici : 54 = 2 × 33). Puis on construit un arbre qui permet d’écrire toutes les décompositions des diviseurs du nombre en produits de facteurs premiers. On utilise la 2e propriété du §4.







Je m'entraîne
1. 72 est-il multiple de : 3 ? 5 ? 6 ? 8 ? 12 ?

2. 6 est-il un diviseur de : 3 ? 12 ? 16 ? 42 ? 70 ?

3. Trouver tous les diviseurs de 78, en utilisant les deux méthodes présentées.


Voir le corrigé
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Nombres premiers

Les nombres premiers peuvent être considérés comme étant à la base de l’arithmétique, car ils permettent d’engendrer tous les autres nombres entiers naturels.

1Nombres premiers
	Un nombre entier naturel n est un nombre premier s’il a exactement deux diviseurs : 1 et n.


Exemple : 13 est un nombre premier (on dit aussi « premier ») car ses seuls diviseurs sont 1 et 13.
1 n’est pas premier car il n’a qu’un seul diviseur : lui-même.
0 n’est pas premier car il a une infinité de diviseurs (tout nombre entier naturel).
9 n’est pas premier car il a trois diviseurs : 1, 3 et 9.

	Il existe une infinité de nombres premiers.




2Nombres premiers inférieurs à 100
Il est utile de connaitre les nombres premiers inférieurs à 100 ou, au moins, ceux qui sont inférieurs à 50. Ils sont entourés dans ce tableau.
[image: Image sans description]



3Propriété
[image: Image sans description.]
Soit n un nombre entier naturel. Si n n’est divisible par aucun nombre premier inférieur à n, alors n est un nombre premier.


4Décomposition d’un nombre en produit de facteurs premiers
	Tout nombre entier naturel différent de 0 et 1 peut être décomposé en produit de facteurs qui sont tous des nombres premiers, et cela de manière unique.

	Le nombre 1 ne figure pas dans la décomposition (en effet, 1 n’est pas un nombre premier).


Ce qu’il faut savoir faire
Chercher si un nombre entier naturel est premier
Exemple : le nombre 181 est-il un nombre premier ?
	Étapes
	Solution

	Soit n un nombre entier naturel.
1. On calcule une valeur approchée de la racine carrée de n (n ).
	181≈13,5

	2. On cherche successivement si le nombre n est divisible par les premiers nombres premiers connus.
• Soit on trouve un nombre premier inférieur à n qui divise n ; dans ce cas n n’est pas premier.


• Soit on ne trouve pas de nombre premier inférieur à n qui divise n ; dans ce cas n est premier (on utilise la propriété du §3).


	• En appliquant les critères de divisibilité (fiche 10) on constate que 181 n’est divisible ni par 2, ni par 3 ni par 5.


• 181 n’est divisible ni par 7 ni par 11 ni par 13, car la division euclidienne de 181 par chacun de ces nombres donne un reste non nul.


On arrête les essais à 13 qui est le plus grand nombre premier inférieur à 181.

	3. On conclut.
	181 est un nombre premier.


Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers
[image: Image sans description.]
Exemple : décomposer 252 en produit de facteurs premiers.
	Étapes
	Solution

	1. On divise le nombre par le plus petit nombre premier par lequel il est divisible. On écrit le diviseur et le quotient en colonnes. Dans les premières étapes, on peut souvent utiliser les critères de divisibilité.
	252 est divisible par 2. Le quotient est 126.
On écrit :  [image: Image sans description]

	2. On divise le quotient obtenu par le plus petit nombre premier par lequel il est divisible. On écrit le diviseur et le quotient en colonnes.
	126 est divisible par 2. Le quotient est 63.
On écrit :  [image: Image sans description]

	3. On continue ainsi jusqu’à obtenir un quotient égal à 1.
	[image: Image sans description]


	4. On écrit la décomposition.
	252 = 22 × 32 × 7


Exemple : décomposer 90 en produit de facteurs premiers. Autre méthode : on décompose le nombre de proche en proche. Exemple : 90 = 2 × 45 = 2 × 3 × 15 = ...





Je m'entraîne
1. Ces nombres sont-ils premiers : a. 107 ; b. 111 ; c. 121 ; d. 347 ?

2. Décomposer 112 en produit de facteurs premiers et en déduire la liste des diviseurs de 112.

3. Décomposer 1 050 en produit de facteurs premiers et en déduire la liste des diviseurs de 1 050.


Voir le corrigé
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Multiples et diviseurs communs

La recherche des multiples ou des diviseurs communs à deux nombres intervient dans de nombreux problèmes pratiques.

1Ppcm, pgcd, multiples et diviseurs communs
Plus petit commun multiple à deux nombres entiers naturels (ppcm)
a et b sont deux nombres entiers naturels. Le plus petit commun multiple à a et b, qu’on écrit ppcm (a ; b), est le plus petit nombre non nul à la fois multiple de a et de b.
Exemple : Premiers multiples de 9 : 0 ; 9 ; 18 ; 27 ; 36 ; 45…
Premiers multiples de 12 : 0 ; 12 ; 24 ; 36 ; 48 ; 60. Donc ppcm (9 ; 12) = 36.



Multiples communs à deux nombres entiers naturels et ppcm
L’ensemble des multiples communs à deux nombres est celui des multiples de leur ppcm.
Exemple : Ppcm (9 ; 12) = 36 donc les multiples communs de 9 et 12 sont les multiples de 36 : 0 ; 36 ; 72 ; 108...



Plus grand commun diviseur de deux nombres entiers naturels (pgcd)
a et b sont deux nombres entiers naturels. Le plus grand commun diviseur de a et b, qu’on écrit pgcd (a ; b), est le plus grand nombre qui est à la fois diviseur de a et de b.
Exemple : Diviseurs de 24 : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 8 ; 12 ; 24
Diviseurs de 36 : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 9 ; 12 ; 18 ; 36. Donc pgcd (24 ; 36) = 12.



Diviseurs communs à deux nombres entiers naturels et pgcd
L’ensemble des diviseurs communs à deux nombres est celui des diviseurs de leur pgcd.
Exemple : Diviseurs communs à 24 et à 36 : pgcd (24 ; 36) = 12 donc les diviseurs communs de 24 et 36 sont les diviseurs de 12 : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 12.





2Nombres entiers naturels premiers entre eux
	Deux nombres entiers naturels sont dits premiers entre eux si leur pgcd est 1.


Exemple : 15 et 28 sont premiers entre eux (leur pgcd est 1). Mais 15 et 27 ne sont pas premiers entre eux (leur pgcd est 3).

	Conséquences :


	Deux nombres premiers entre eux n’ont qu’un seul diviseur commun (c’est 1).

	Deux nombres sont premiers entre eux si et seulement si leurs décompositions en produit de facteurs premiers ne comportent aucun facteur commun.


	Nombres premiers entre eux et divisibilité : si un nombre entier naturel est divisible par deux nombres premiers entre eux, alors il est divisible par leur produit.


Exemple : 84 est divisible par 2 et par 3 ; 2 et 3 sont premiers entre eux ; donc 84 est divisible par 2 × 3, donc par 6.

Pour utiliser cette propriété, il faut s’assurer que les deux nombres sont premiers entre eux. Ainsi 84 est multiple de 4 et de 6, mais 84 n’est pas multiple de 24, car 4 et 6 ne sont pas premiers entre eux.

Ce qu’il faut savoir faire
Trouver le ppcm de deux nombres
Exemple : trouver le ppcm de 180 et de 135.
	Étapes et solution

	On décompose chaque nombre en produit de facteurs premiers.
180 = 22 × 32 × 5 et 135 = 33 × 5
Puis on écrit la décomposition obtenue en prenant tous les facteurs figurant dans l’une ou l’autre des deux décompositions, chaque facteur étant affecté de l’exposant le plus grand avec lequel il figure dans ces décompositions. Enfin, on effectue le calcul.
22 × 33 × 5 = 540, donc ppcm (180 ; 135) = 540


Remarque : une autre méthode consiste à écrire les listes des premiers multiples de chaque nombre jusqu’à trouver le plus petit commun aux deux listes. Mais elle peut s’avérer longue.
Trouver le pgcd de deux nombres
Exemple : trouver le pgcd de 180 et de 135.
	Étapes et solution

	On décompose chaque nombre en produit de facteurs premiers.
180 = 22 × 32 × 5 et 135 = 33 × 5
Puis on écrit la décomposition obtenue en prenant les facteurs figurant dans les deux décompositions, chaque facteur étant affecté de l’exposant le plus petit avec lequel il figure dans ces décompositions. Enfin, on effectue le calcul.
32 × 5 = 45, donc pgcd (180 ; 135) = 45


Remarque : une autre méthode consiste à écrire les listes des diviseurs de chaque nombre jusqu’à trouver le plus grand commun aux deux listes.
Déterminer si deux nombres sont premiers entre eux
On calcule leur pgcd et on vérifie s’il est égal ou non à 1. Définition §1





Je m'entraîne
1. Calculer le ppcm et le pgcd de : 24 et 42 ; 70 et 125. En déduire les cinq premiers multiples communs et l’ensemble des diviseurs communs à chaque couple de nombres.

2. Quels sont les couples de nombres premiers entre eux ?
a. (18 ; 25) ; b. (18 ; 45) ; c. (18 ; 105) ; d. (18 ; 101)


Voir le corrigé
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Quiz express

Vérifiez que vous avez bien retenu les points clés des fiches 10 à 12.

1Cocher la ou les réponse(s) exacte(s). Chaque réponse doit être justifiée.

a. ❑ 42 possède exactement 7 diviseurs entiers naturels.

b. ❑ 126 possède exactement 10 diviseurs entiers naturels.

c. ❑ La somme de deux nombres entiers impairs consécutifs ne peut pas être un nombre premier.

d. ❑ Le nombre 4 700 001 est un nombre premier.


Voir le corrigé

2Cocher la ou les réponse(s) exacte(s). Chaque réponse doit être justifiée.

a. ❑ 117 est un nombre premier.

b. ❑ Pour n’importe quel nombre entier n, (n+2)² − (n−2)² est un multiple de 8. 

c. ❑ Pour n’importe quel nombre entier n, (n+2)² − (n−2)² est multiple de 32.


Voir le corrigé

3Cocher la ou les réponse(s) exacte(s). Chaque réponse doit être justifiée.

a. ❑ Tout multiple de 3 est aussi multiple de 9.

b. ❑ Tout multiple de 9 est aussi multiple de 3.

c. ❑ Si un nombre est multiple de 3 et de 5, il est aussi multiple de 15.

d. ❑ Si un nombre est multiple de 9 et de 6, il est aussi multiple de 54.


Voir le corrigé

4Cocher la ou les réponse(s) exacte(s). Chaque réponse doit être justifiée.

a. ❑ Tous les nombres premiers sont impairs.

b. ❑ La somme de deux nombres premiers est un nombre premier.

c. ❑ Le produit de deux nombres premiers est un nombre premier.


Voir le corrigé

5Cocher la ou les réponse(s) exacte(s). Chaque réponse doit être justifiée.

Définition : un nombre parfait est égal à la moitié de la somme de ses diviseurs.

a. ❑ 6 est un nombre parfait.

b. ❑ 9 est un nombre parfait.

c. ❑ 28 est un nombre parfait.


Voir le corrigé

6Cocher la ou les réponse(s) exacte(s).

24 760 908 est un multiple de :

a. ❑ 2

b. ❑ 3

c. ❑ 4

d. ❑ 5

e. ❑ 6

f. ❑ 9

g. ❑ 18


Voir le corrigé

7Cocher la (ou les) bonne(s) réponse(s).

Le nombre 23 x 32 x 5 x 72 est divisible par :

a. ❑ 8

b. ❑ 16

c. ❑ 9

d. ❑ 36

e. ❑ 54

f. ❑ 75

g. ❑ 98


Voir le corrigé

8Cocher la (ou les) bonne(s) réponse(s).

On sait que le nombre 6x75 écrit en base dix est un multiple de 9. x peut être égal à :

a. ❑ 0

b. ❑ 1

c. ❑ 4

d. ❑ 8

e. ❑ 9


Voir le corrigé

9Compléter par les bonnes réponses.




Voir le corrigé

10a. Compléter la décomposition de 1 001 en produits de facteurs premiers
………….×……………………….×………………………….

b. Quelle est la liste des diviseurs de 1 001 ?


Voir le corrigé
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