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Avant-propos

Réussir en classes préparatoires nécessite d’assimiler rapidement un grand
nombre de connaissances, mais surtout de savoir les utiliser, a bon escient, et les
rendre opérationnelles au moment opportun. Bien stir, l'apprentissage du cours de
votre professeur jour apres jour est indispensable. Cependant, on constate que pour
beaucoup, cest loin d’étre suffisant. Combien d’entre vous ont bien appris leur cours
et pourtant se trouvent démunis lors d'un DS, et plus grave, le jour du concours.

Cette collection a été congue pour répondre a cette difficulté. Suivant scrupu-
leusement le programme, chaque ouvrage est scindé en chapitres, dont chacun
correspond, en gros, a une semaine de cours. Leur structure est identique pour chaque
niveau, en mathématiques comme en physique ou chimie.

Le résumé de cours est 1a pour vous remettre en mémoire tous les résultats a
connaitre. Sa relecture est indispensable avant un DS, le passage d'une colle relative
au theme traité et lors des révisions précédant les concours. Ils sont énoncés sans
démonstration.

La partie «méthodes» vous initie aux techniques utiles pour résoudre les
exercices classiques. Complément indispensable du cours, elle 'éclaire et l'illustre.

La partie «vrai/faux» vous permet de tester votre recul par rapport au programme
et de remédier a quelques mauvais réflexes. Son corrigé est I'occasion de mettre en
garde contre des erreurs classiques.

Les exercices sont incontournables pour assimiler le programme et pour répondre
aux exigences du concours. Des indications, que les meilleurs pourront ignorer,
permettront de répondre aux besoins de chacun, selon son niveau. Les corrigés sont
rédigés avec soin et de maniere exhaustive.

Ainsi l'ouvrage de maths comme ceux de physique et de chimie vous accom-
pagneront tout au long de I'année et vous guideront dans votre cheminement vers
la réussite aux concours.

Bertrand Hauchecorne
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Chapitre

Compléments
d'algebre linéaire

Tres jeune, Giuseppe Peano (1858-1932) a compris
I'importance de la nouvelle approche des mathématiques
que permettait la théorie des ensembles a peine naissante.
Déchiffrant 'ouvrage plutot obscur d"Hermann Grassmann,
dans lequel sont introduits les espaces vectoriels, il batit
une axiomatique claire encore utilisée de nos jours.

Il introduit les applications linéaires et montre

que cette théorie ne se limite pas a la dimension finie

en donnant l'exemple des polyndmes.

B Un peu d'histoire

A tout nombre réel a, on peut faire correspondre une application toute simple, celle
qui a un réel x fait correspondre ax soit la multiplication d'un nombre par un scalaire.
Tout segment est alors transformé en un segment dont la longueur est multipliée
par a. La variable x est au premier degré, elle nest pas affectée d'une puissance.

Les applications linéaires en sont la généralisation aux dimensions supérieures ;
I'expression des images est une expression de degré un des coordonnées et elles
conservent l'origine.

Le maniement de ce type d’applications s'est particulierement développé au X VIII® siecle
en particulier pour résoudre des systémes linéaires, avec Gabriel Cramer, Etienne
Bézout, Alexandre Vandermonde mais leur introduction formelle est 'ceuvre de Peano.



mm Objectifs

B Les incontournables
» Justifier qu’une application est linéaire ;
» Déterminer la matrice d’'un endomorphisme dans une base ;
» Justifier qu’un sous-espace vectoriel est stable par un endomorphisme ;
» Exploiter les propriétés de la trace.

B et plus si affinités

» Reconnaitre un hyperplan ;

» Exploiter les propriétés d’'un endomorphisme induit ;

» Déterminer la trace d’'un endomorphisme ;

» Justifier que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires & 1’aide d’un raisonnement
par analyse-syntheése.



mE Résumé de cours

On désigne par K ’ensemble R ou C.

B Produit d’espaces vectoriels

Définition : Soit E et F' deux espaces vectoriels sur K. On appelle produit des espaces E et F,
lensemble des couples (x,y) ot x est un vecteur de E et y un vecteur F ; on le note E X F :

ExF={(z,y)|z€E,ycF}.

Proposition 1.1 — Soit F et F' deux espaces vectoriels sur K.
» Le produit E x F est un K-espace vectoriel.

» Si E et F sont de dimension finie, alors £ x F' est de dimension finie et on a :

|dim (E x F) = dim(E) + dim(F)

Commentaires > L’addition et la loi externe sont induites par les lois de F et de F' :

(x1,y1) + (22, y2) = (x1 + 22,91 +92) et Ay, y1) = (Az1, Ayr).

Si (e1,...,en) est une base de E et si (fi,..., fp) est une base de F, alors la famille

((e1,0),...,(en;0),(0, f1),.... (0, f))

est une base de F x F.
> La définition précédente se généralise; il est possible de définir le produit d’un nombre fini
d’espaces vectoriels.

Définition : Soit n > 2 un entier et soit Fq, ..., E, des espaces vectoriels sur K. On appelle
produit des espaces E;, Uensemble des n-uplets (x1,...,x,) ot pour tout i € [1,n], z; est un
vecteur de F; ; on le note By X -+ X .

Proposition 1.2 — Soit n > 2 un entier et soit Ey,..., F, des espaces vectoriels sur K.
» Le produit Fq X --- X F, est un K-espace vectoriel.

» Si pour tout i € [1,n], E; est de dimension finie, alors E; X --- X E,, est de dimension finie et
on a :

dim (By x -+ x Ep) = Y _ dim(E).
=1

Commentaires ~ [’addition et la loi externe sont, comme pour le cas d'un produit de deux espaces
vectoriels, induites par les lois de Fq, ..., E,.

> En dimension finie, & partir d’une base de chaque espace F;, on construit comme précédemment,
une base de Ey X --- X E,,.
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B Somme d'un nombre fini de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel sur K.

Définition : Soit m un entier non nul et Fy, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. On appelle
somme des sous-espaces vectoriels F;, I’ensemble des vecteurs s’écrivant f1+ fo+- -+ fin 00 pour
tout i € [1,m], f; est un vecteur de F;. On le note Fy + Fo +---+ F,, :

Fudo 4 Ep={fit-tfm | (fro fm) €Fr %o x Fp ).

Commentaire ~ La somme d'un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace
vectoriel de E'; en effet on peut montrer qu'un tel ensemble est non vide et stable par combinaison
linéaire.

Définition : Soit m un entier non nul et Fy, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. On dit que
la somme Fy + --- + F,, est directe si pour tout vecteur x € Iy + --- + F,,, il existe un unique
m-uplet (f1,..., fm) € F1 X -+ X Fy, tel que : x = f1 + -+ fi. On note alors :

Fi+ -+ F,=F&ho& &

Proposition 1.3 — Soit m un entier non nul et Fy, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) la somme Fy + - - - + F,, est directe;
(ii) les hypotheéses f1 € F1, fo € Fo, ..., fm € Fyy et f1 + fo+ -+ f,, = 0 impliquent

fi=f==fn=0.

Commentaire ~ Puisque F} + --- + F), est un sous-espace vectoriel de FE, il contient le vecteur
nul; celui-ci peut donc s’écrire sous la forme 0 = f; 4+ --- + f,,, ou pour tout i € [1,m], f; € F;.
Chaque F; étant un sous-espace vectoriel de F, il contient également le vecteur nul ; ce qui donne
une nouvelle décomposition du vecteur nul : 0 = 0 4 ---0. Sans autre hypothése sur la somme
Fy + -+ F,,, il se peut que le vecteur nul posséde plusieurs décompositions. La proposition 1.3
affirme que la somme Fj + --- 4+ F), est directe si et seulement le vecteur nul admet une unique
décomposition donnée par 0 =0+ --- + 0.

B Décomposition en somme directe

Définition : Soit m un entier non nul et Fy, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. On dit que
FE est somme directe de Fy, ..., F,, lorsque :

E=F®Fhd - & F,.

Commentaires > Lorsque E est somme directe de Fi, ..., F,,, la somme de Fy, ..., F,, est directe
et égale & F.

> Dans le cas o m = 2, dire que E est somme directe de F} et I est équivalent & dire que Fj et
F> sont supplémentaires dans E.

Des résultats précédents, on déduit les caractérisations suivantes.

EE G CHAPITRE 1



Proposition 1.4 — Soit m un entier non nul et FY,..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E est somme directe de Fi, ..., Fi;

(ii) pour tout vecteur x € E, il existe un unique m-uplet (fi,..., fm) € F1 X -+ X F,, tel que :
z=fi+ -+ fm;

(III) E=F+F+---+F, et les hypotheses f1 € Fy, fo € Fo,..., fimn € Fy, i+ fo+.. .+ fm =0
impliquent f; = fo=...= f,, =0.

B Base adaptée a une décomposition en somme directe

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 1.5 — Soit m un entier non nul et FY,..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E est somme directe de Fi, ..., Fi;
(i) la concaténation d’une base de F;, d’une base de Fb, ... , d’'une base de F,, est une base de F.

Dans ce cas, on a :

dim(E) = dim (F, @ F, © - © F,,) = »_ dim(F))
i=1

Remarque : Par exemple, la concaténation de la famille (eq,...,e,) et de la famille (f1,..., fp)
est la famille (eq...,ep, f1,..., fp)-

m
Définition : On appelle base adaptée a la décomposition en somme directe E = @ F; toute
i=1
base obtenue comme concaténation de bases de chaque sous-espace vectoriel F;.

B Caractérisation des supplémentaires en dimension finie, rappel de PTSI

Théoréme 1.6 — Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont supplémentaires dans E';
(i) E=F+ G et dim(F) = dim(F) + dim(G);
(i) FNG = {0g} et dim(E) = dim(F) + dim(G);
)

(iv) la concaténation d’une base F' et d’une base de G est une base de E.

B Hyperplan d’'un espace vectoriel de dimension finie

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie, dim(F) > 2.

Définition : On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de E admettant une droite
comme supplémentaire.
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Proposition 1.7 — Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) F est un hyperplan de F;
(i) dim(F) = dim(F) — 1.

B Equation d'un hyperplan

Théoréme 1.8 — Soit F' un sous-espace vectoriel de E et % une base de E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) F est un hyperplan de F;

(i) il existe des scalaires aq, ..., a, non tous nuls tels que pour tout x € E :
zeF = a1ZT1 + -+ apTn = 0;
égalité dans laquelle z1, ..., z, sont les coordonnées de = dans 2.

Commentaire =~ Les hyperplans de K2 sont les droites vectorielles. Un sous-espace vectoriel de
K2 est une droite vectorielle si et seulement s’il admet une équation du type axz + by = 0, ot

(a,b) € K2\ {(0,0)}.

Théoréme 1.9 — Soit Z une base de E et deux familles de scalaires non tous nuls, (a1, ..., a,)
et (by,...,bn), telles que pour tout « € E de coordonnées (z1,...,x,) dans %, on ait :
a1z1+ -+ apTy, =0 = bix1+ -+ bpz, =0.

Il existe alors un scalaire A tel que :

Vi € [[1,’11]], b; = Aa;.

Commentaire > Fixons % une base de E et soit F' un hyperplan de E. D’aprés le théoréme 1.8,
il existe une famille non nulle de scalaires (ay,...,ay) telle que pour tout @ € E de coordonnées
(x1,...,zy,) dans A :

reF <= a1r1 + -+ apxy = 0.

D’aprés le théoréme 1.9, ces scalaires sont définis & une constante multiplicative prés.
On dit que ay1z1 + -+ - + apxy, = 0 est une équation de U’hyperplan F dans la base 2.

B Equations d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 1.10 — Soit p € [1,n].

» L’intersection de p hyperplans de E est de dimension au moins n — p.

» Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — p est 'intersection de p hyperplans de E.

Commentaire ~ Toute droite vectorielle de K® est intersection de deux plans vectoriels. Elle est

EE 8 CHAPITRE 1



définie par un systéme d’équations du type

ar+by+cz=0
ar+ Py +vz=0

ott (a,b,c) et (o, B,7) sont des éléments de K non proportionnels.

B Sous-espace stable

Définition : Soit g un endomorphisme de E, et F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que F' est
stable par g si pour tout vecteur x de F, le vecteur g(x) appartient a F.

Commentaire  Le sous-espace vectoriel F' est stable par g si et seulement si g(F) C F.

Proposition 1.11 — Soit g un endomorphisme de E, F' un sous-espace vectoriel de E et (eq,. .., ep)
une base de F'. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) F est stable par g;
(i) pour tout i € [1,p], g(e;) € F.

Définition : Soit g un endomorphisme de E, et F' un sous-espace vectoriel de E stable g. L’appli-
cation
f: F — F
x — g(x)
est ’endomorphisme induit par g sur F.

Commentaire > Puisque F est stable par g, Papplication f est bien & valeurs dans F', elle est
linéaire car g ’est : ¢’est un endomorphisme de F et on a :

ker(f) =ker(g)NF et Im(f)=g(F).

Théoréme 1.12 (caractérisation matricielle) — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, F'
un sous-espace vectoriel de dimension p et g un endomorphisme de E. Les propositions suivantes
sont, équivalentes :

(i) F est stable par g;

(i) pour tout supplémentaire G de F' dans F, la matrice de g dans toute base % adaptée a la|
décomposition £ = F & G est de la forme :

Matg(g) = (61 g)

ou A € #,(K), B € Mpyn—p(K) et C € ,_p(K).

Commentaire ~ Un telle base 4 s’obtient par concaténation d’une base ¢ de F' et d’une base de
G. La matrice A est la matrice dans la base ¥ de 'endomorphisme induit par g sur F.
B Trace d’une matrice carrée, d'un endomorphisme

Définition : On appelle trace d’une matrice A de #,(K) la somme des coefficients diagonauz de
cette matrice. Elle est notée Tr(A).

COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE O mm




Proposition 1.13 — L’application trace définie par

Tr: #,(K) — K
A — Tr(A)

est linéaire.

Proposition 1.14 — Soit n et p deux entiers non nuls et soit A € .4, ,(K), B € 4, »(K). On a :

| Tr(AB) = Tr(BA)|

Corollaire 1.15 — Deux matrices semblables de .7, (K) ont méme trace.

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et soit g un endomorphisme de E.
On appelle trace de g la trace d’une matrice représentant g dans une base de E. On la note Tr(g).

Commentaire >~ Deux matrices semblables ayant méme trace, la définition précédente est bien
cohérente. En effet, le choix d’une base de E n’intervient pas dans la valeur de la trace de ’endo-

morphisme g.

mm 10 CHAPITRE 1



mm Méthodes

B Comment établir qu'un ensemble F' est un sous-espace vectoriel d'un es-
pace vectoriel E (rappel PTSI)

(D Meéthode 1.1 — » On vérifie que F est contenu dans F; puis qu’il est non vide
et stable par combinaison linéaire.

» Autre possibilité lorsque F' est décrit en extension : on détermine des vecteurs
Z1,...,2, de E tels que F = Vect(z1,...,x,).

Mise en ceuvre : exercice 1.7, exercice 1.8 et exercice 1.9.

a 0 0
Exemple 1.1 — Justifier que F = 0 a b, (a,a,becd) €R5 ) estun R-espace vectoriel.
0 ¢ d

On constate que F C .#3(R) et :
F = Vect(E11, Bz, Es, E3a, E33).

On en déduit que F' est un sous-espace vectoriel de .#5(R); c’est en particulier un R-espace
vectoriel.

B Comment reconnaitre un hyperplan H d’un espace vectoriel E

( Meéthode 1.2 — » On vérifie que relativement a une base, ’ensemble H est défini
par une seule équation du type a1z + - - - apx, = 0, avec (a1, ...,a,) # 0.

» On calcule la dimension de H et on montre que dim(H) = dim(E) — 1.

Mise en ceuvre : exercice 1.8 et exercice 1.11.

Exemple 1.2 — On pose u = (1,2,3), v = (4,5,6) et w = (5,7,9). Justifier que F' = Vect(u, v, w)
est un hyperplan de R3.
On constate que u + v = w et par conséquent F' = Vect(u,v). D’autre part, les vecteurs u et v

ne sont pas proportionnels, donc la famille (u,v) est libre. Puisqu’elle engendre F', c’est une base
de F et dim(F) = 2. L’ensemble F est un hyperplan de R3.

COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE 11 mm



B Comment montrer qu'une famille 4 est une base du K-espace vectoriel E

(A Méthode 1.3 — » On utilise la définition : on montre que A est libre et généra-
trice dans F.

» Sidim(E) = n et si Z est de cardinal n, il suffit de montrer que Z est libre (respec-
tivement génératrice).

» On peut montrer que & est une base adaptée a une décomposition en somme directe
de E.

» On peut aussi montrer que £ est 'image d’une base d’un espace vectoriel F' par un
isomorphisme de F' dans F.

Mise en ceuvre : exercice 1.3, exercice 1.5, exercice 1.10 et exercice 1.17.
Exemple 1.3 — Soit E le sous-espace vectoriel de #,(R) constitué des matrices diagonales.
1. Déterminer la dimension de E.
2. Soit A =diag(1,2,...,n). Montrer que la famille (I,,, A, A2, ... A" 1) est une base de E.
1. On a E = {diag(a,...,a,) | (a1,...an) € R"} = Vect(E11,..., Enn).
La famille (Ej;)ic[1,n] est une famille génératrice de F, elle est libre car c’est une sous-famille de
la base canonique de ., (R). Ainsi cette famille est une base de E, elle est de cardinal n donc
dim(E) = n.
2. Soit i € [1,n], on a: ‘ ‘ ‘
A" = diag(1,2*,...,n") € E.

Puisque la famille (I,,, A, A%, ..., A"~ 1) est de cardinal n, il suffit de justifier qu’elle est libre pour
établir qu’elle forme une base de E. Soit Ag, ..., \,_1 des réels tels que :

Xoln + MA+ -+ X1 AV =0. (%)
Oun en déduit alors que pour tout k € [1,n] :
Mo+ Ak 4+ A1k =0.

On pose P = Mg+ M X + -+ A, 1 X" 1 P est un polynome de R,,_;[X] vérifiant d’aprés la
relation précédente :
Vk e [1,n], P(k)=0.

Le polynome P posséde alors n racines distinctes ; étant de degré inférieur ou égal & n — 1, il est
nul. Tous les \; sont donc nuls et la famille (I,,, A,--- , A1) est libre.
> Finalement la famille (I,,, A,--- , A"~1) est une base de E.

mm 12 CHAPITRE 1



B Comment montrer que E = F H G

(d Méthode 1.4 — » On choisit un vecteur = quelconque de E et on montre qu’il
s’écrit de maniére unique sous la forme x = f + g avec (f, g) € F x G. Pour cela, on peut
procéder par analyse-syntheése.

& Analyse  On suppose qu’'un tel couple existe et on cherche & exprimer f et g
uniquement en fonction de x.

& Synthése — On vérifie que les vecteurs [ et g trouvés précédemment conviennent ;
c’est-a-dire que (f,9) € Fx G et f+g = .
» On peut aussi montrer que la concaténation d’une base de F' et d’une base de G est
une base de F.

» Si E est de dimension finie, on peut utiliser le théoréme 1.6. Dans la plupart des cas,
on essaiera de montrer que F' NG = {0p} puis que dim(E) = dim(F) + dim(G).

Mise en ceuvre : exercice 1.11, exercice 1.12, exercice 1.13 et exercice 1.15.

Exemple 1.4 — Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E vérifiant u + u> = 0.
Montrer que ker(u) et ker(u? +idg) sont supplémentaires dans E.

Soit © € E.
> Analyse  On suppose qu’il existe deux vecteurs y et z vérifiant :
(z=y+2z;
(i) y € ker(u), c’est-a-dire u(y) = 0;
(iii) z € ker(u? +idg), c’est-a-dire u?(2) + z = 0.
La linéarité de u implique que u?(x) = u?(y) + u%(2). Or u(y) = 0 et donc u?(y) = 0. Puisque
u?(z) = —z, il vient :
z=—u(r) et y=1x—2z=1x+u*(x).
> Synthése Posons y = x + u?(x) et 2z = —u?(x).
(i) On a bien y + z = a.
(ii) Puisque u + u® = 0, alors u(y) = 0 et y € ker(u).
(ii)On a : (u? +idp)(z) = —(u* + v?)(x) = —u(v®*(x) + u(z)) = 0 car u® +u = 0; ainsi
z € ker(u? +idg).

Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de ker(u) et d’un vecteur
de ker(u? +idg) : E = ker(u) @ ker(u? +idg).
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B Comment montrer que F' est stable par u

(D Meéthode 1.5 — » On montre que l'image par u d’un vecteur quelconque de F
est encore un vecteur de F'.

» Sion sait que F' = Vect (f1,..., fn), il suffit de montrer que pour tout i € [1,n], u(f;)
est un vecteur de F.

Mise en ceuvre : exercice 1.20, exercice 1.21 et exercice 1.22.

Exemple 1.5 — Soit n € N*. Montrer que R,,[X] est stable par application linéaire A définie sur
R[X] par :
VP e R[X], A(P)=(X*+1)P' —nXP.

Puisque (1, X,..., X™) est une base de R, [X], pour justifier que R, [X] est stable par A il suffit
de vérifier que, pour tout entier k € [0,n], on a : A(X*) € R,[X].
Soit k € [0,n] on a :
AXF) = (k —n)XFH 4 pXF1
> Sik <n,onadeg(A(X*)) =k+1<n et par conséquent A(X*) € R, [X].
> Pour k =n, on a A(X") =nX""! € R,[X].
Finalement R,,[X] est stable par A.

B Comment calculer la trace d’'un endomorphisme f de E

J Méthode 1.6 — On choisit une base de E et on détermine la matrice de f dans
cette base. La trace de f est alors la somme des coefficients diagonaux de cette matrice.

Mise en ceuvre : exercice 1.23 et exercice 1.25.

Exemple 1.6 — Soit n € N* et f l'endomorphisme de R, [X] défini par :
VP e R,[X], f(P)=P.

Déterminer la trace de f.

On note B = (1, X,...,X™) la base canonique de R,[X]. On a :

f(l) =0 et Vkec [1,ﬂﬂ7 f(Xk) — ka—l'
On en déduit que :
0 1 0 0
0 0 2
Matg(f) = 0
: . n
0o - ... 0 0

Tous les coefficients diagonaux de cette matrice sont nuls, donc Tr(f) = 0.
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B Comment appliquer le théoréme du rang a une matrice A appartenant a
Mnp(K) (rappel PTSI)

< Methode 1.7 — On applique ce théoréme a l’application linéaire v € L(KP, K"™)
canoniquement associée a la matrice A, ce qui donne :

p = dim (ker(A4)) + rg(A)

ou p est le nombre de colonnes de la matrice A.

Mise en ceuvre : exercice 1.17.

1 1
Exemple 1.7 — Soit a et b deuz réels et A= | a b |. Déterminer la dimension de ker(A).
a? b2

On applique le théoréme du rang, la matrice A posséde deux colonnes donc
dim (ker(A)) =2 —rg(A).

1l reste & déterminer le rang de A.

> Si a = b, la matrice A posséde deux colonnes égales (et non nulles) donc elle est de rang 1.
Ainsi : dim (ker(4)) = 1.

> Si a # b, les colonnes de A ne sont pas proportionnelles donc la matrice A est de rang 2. Par
conséquent dim (ker(A)) = 0.
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mm Vrai/Faux

Soit E un K-espace vectoriel, F'; G et H des sous-espaces vectoriels de F, u un endomorphisme de
E, A et B deux matrices de ., (K).

Vrai Faux
U]

1. L’ensemble {(:z:, y) ER2 42y = 3} est un R-espace vectoriel.

2. L’ensemble {(z,y,2,t) € R* 2 =y} est un R-espace vectoriel
de dimension 3.

3. Une droite de R? est un hyperplan de R2.

4. Soit D1, Do, D3 des droites de R? deux a deux distinctes. La
somme D1 4+ Dy + D3 est directe.

5. L’ensemble des matrices de trace nulle est un hyperplan de

My (K).
6. Si Tr(A) = Tr(B) alors A = B.
7.Si A € #,(R) et si Tr(ATA) = 0, alors A = 0.

8. L’image de u est stable par wu.

gogoog o oo od

googdg o oo o

9.51 # = (e1,...,e,) est une base de E, alors

Im(u) = Vect (u(er), ..., u(en)).

10. Im(u) et ker(u) sont en somme directe.

11. Tr(A2) = (Tr(4))°.
12. Tr(AT A) = Tr(AAT).

(I I
OO 00

13. L’application trace est surjective.
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mE Enoncé des exercices

B Famille de vecteurs, révision PTSI

Exercice 1.1 : Soit F un R-espace vectoriel.

1. Soit (a,b,c) une famille de vecteurs de E. Montrer que
Vect(a, b, ¢) = Vect(a,b) <= ¢ € Vect(a,b).

2. Soit n € N* et (eq,...,ent1) une famille de vecteurs de E. On suppose que (eq, ..., e,) est libre
et que (ey,...,enq1) est lice. Montrer que e, 11 € Vect (e1,...,ep).

Exercice 1.2 : Soit E un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs non nuls de de E tels que
poq = 0. Montrer que la famille (p, ¢) est une famille libre de L(FE).

Exercice 1.3 : Soit F un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et soit # = (eq, ..., e,) une base

n

de E. Pour tout entier k € [1,n], on pose e, = Y €; — €.
i=1

1. Justifier que la famille € = (¢1,...,&,) est une base de E.

2. Soit P la matrice de passage de % a €. Déterminer P et P~

Exercice 1.4 : Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et v un endomorphisme de E. On
suppose qu’il existe un entier p > 1 tel que

uP™t£0 et uf =0.

1. Justifier Pexistence d’un vecteur x de E tel que uP~*(z) # 0.
2. Montrer que la famille (z,u(x),u?(z),...,uP~(z)) est libre.
3. En déduire que p < n, puis que u” = 0.

Exercice 1.5 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, on note E* = L(E,K) I'ensemble des
formes linéaires sur FE.

1. Quelle est la dimension de E*?

2. Soit (eq,...,e,) une base de E.

a. Soit k € [1,n]. Justifier 'existence d’une unique forme linéaire ¢y, telle que :

1 sii=k

0 sinon.

Vi € [Ln]]v @k(ei) = {

b. Montrer que la famille (o1, ..., ¢,) est une base de E*.
c. Soit ¢ une forme linéaire sur E, déterminer les coordonnées de ¢ dans la base (1, ..., @y).

B Sous-espace vectoriel

Exercice 1.6 : Pour tout x € R, on pose f(z) = zcos(z) et g(z) = wxsin(x). Déterminer la
dimension de Vect(cos, sin, f, ).
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Exercice 1.7 : Justifier que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels, puis préciser leur
dimension :

1. E= {(“ 2),(a,b)€R2};

—b
a 0 0

2. F= 0 a b, (xabecd RS
0 ¢ d

Exercice 1.8 : Vérifier que les parties suivantes sont des sous-espaces vectoriels de R*. Déterminer
pour chacun d’eux sa dimension, et une de ses bases.

1. F={(z,y,2,t) eR* |z +y—2+t=0}.

2. G= g(x,y,z,t) eER*|z+y=2z+t=0}.

0 0

1. Justifier que A est un R-espace vectoriel.

Exercice 1.9 : On pose A = <O 1> et A={M e .#(R)| AM = MA}.

2. En déterminer une base.
3. Justifier que A est lintersection de deux hyperplans de .Z5(R) que I'on précisera.

Exercice 1.10* : Soit F un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et I’ un sous-espace vectoriel
de E.
1. Montrer que A = {f € L(E), F C ker(f)} est un R-espace vectoriel.

2. On suppose dans cette question que F' est un hyperplan de E'; on note alors D un supplémentaire
de F dans E. Soit % une base adaptée & la décomposition en somme directe £ = F & D.

a. Soit f € A, déterminer la forme de la matrice de f dans Z.
b. Déterminer la dimension de A.

B Somme, somme directe de sous-espaces vectoriels

Exercice 1.11 : Soit F = {(z,y,2) €R3, x+y+2=0}et G={(2,y,2) eR?, z=—y=2}.
1. Justifier que E et G sont des sous-espaces vectoriels de R?, puis préciser leur dimension.
2. Montrer que R?* = F & G.

Exercice 1.12 : Soit E un R-espace vectoriel et f € L(F) vérifiant f3 + f2 + f = 0. Montrer que
ker(f) et ker(f2 + f + idg) sont supplémentaires dans FE.

Exercice 1.13 : Soit E le R-espace vectoriel constitué des fonctions a valeurs réelles, de classe C*
sur R. On pose F' = {f : & = Acos(z)+Bsin(z) | (A, 8) e R*} et G = {g € E, g(0) = g(7/2) = 0}.
1. Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Justifier qu’ils sont supplémentaires dans F.

Exercice 1.14* : Soit n € N*, A € #,(R) une matrice antisymétrique et on note f I'endomor-
phisme de R™ canoniquement associé & A.

1. Soit X une matrice colonne de ., 1(R) et Y = AX. On suppose que AY = 0, montrer que
YTY =o0.
2. Montrer que R" = Im(f) @ ker(f).
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3. En déduire que A est semblable & une matrice bloc de la forme
C 0
2=(7 )
ou C' est une matrice inversible.

D’aprés écrit Banque PT

Exercice 1.15% : Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E. On
suppose qu’il existe deux réels distincts « et 8 tel que (f — aidg) o (f — fidg) = 0.

Déterminer deux réels a et b tels que a (f — aidg) +b(f — fidg) = idg.

En déduire que F =Im (f — aidg) + Im (f — Bidg).

Montrer que Im (f — fidg) C ker (f — awidg) et que Im (f — aidg) C ker (f — Bidg).

Montrer que E = ker (f — aidg) + ker (f — Sidg).

Montrer que E = ker (f — aidg) @ ker (f — Sidg).

Dans une base adaptée a cette décomposition, déterminer la matrice de f.

oW

D’aprés écrit Banque PT

B Application linéaire, révision PTSI

Exercice 1.16 : E désigne un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit B = (e1, €2, e3) une base de
E et u 'endomorphisme de E dont la matrice dans B est :

1/2 1 —1/2
A= 0 1 0
-1/2 1 1/2

1. Montrer que u est un projecteur de E. Quel est son rang?

2. Déterminer une base de ker(u) et de Im(u).

3. Déterminer une équation cartésienne de Im(u), relativement a la base B.

4. Justifier que la matrice A est semblable & la matrice diagonale A = diag(0, 1,1).

5. Déterminer une matrice inversible P telle que P~!AP = A.

Exercice 1.17 : Soit b et ¢ deux réels.
11 1 2

1. Soit u € L(R* R?) canoniquement associé a la matrice A= 1 2 0 1
13 -1 0

Déterminer une base de ker(u) et Im(u).

2. Soit v € L(R3,R?) canoniquement associé & la matrice B = <i1’> 3bb 3Cc>.
Déterminer une base de ker(v) et de Im(v).

3. Déterminer b et ¢ afin que Im(u) = ker(v).

Exercice 1.18 : Soit f définie par

f: R? — R .
(r,y) +— (z+2y,2—y,x+y)

1. Montrer que f est linéaire.
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L’application f est-elle surjective ?

Relativement & la base canonique de R3, déterminer une équation de Im(f).
L’application f est-elle injective 7

Déterminer, sans les résoudre, le nombre de solutions des systémes suivants :

aRwN

r+2y=4 r+2y=4
r—y=1 et r—y=3.
r+y=3 r+y=1

Exercice 1.19* : On note F = R3[X] et soit f 'application définie par :
VP e E, f(P)=P1)X(X-1)+P(-1)X(X +1).

Montrer que f est un endomorphisme de F.

Montrer que (X (X — 1), X(X + 1)) est une base de Im(f).
Déterminer une base de ker(f).

Etablir que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

oORrRwLNHE

Dans une base adaptée a la décomposition E = ker(f) @ Im(f), déterminer la matrice de f.

D’apres Oral II Banque PT

B Stabilité, endomorphisme induit

Exercice 1.20 : Soit F un K-espace vectoriel.

1. Soit f et g deux endomorphismes de E qui commutent : f o g = g o f. Montrer que Im(f) et
ker(f) sont stables par g.

2. Soit p un projecteur de E et u un endomorphisme de E. Montrer que u et p commutent si et
seulement si, ker(p) et Im(p) sont stables par w.

Exercice 1.21 : Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. Justifier que Im(f) est stable par f.
2. On note g 'endomorphisme induit par f sur Im(f). Déterminer ker(g) et Im(g).
3. En déduire que : rg(f?) = rg(f) — dim (ker(f) N Im(f)).
4. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) E=ker(f) & Im(f);
(ii) Im(f) =TIm(f?);
(iii) ker(f) = ker(f?).

Exercice 1.22* : Soit d > 2 un entier, f un endomorphisme non nul de R? et z un vecteur non
nul de R?. On considére la suite (,,) définie par récurrence :

o =2
Vn >0, wpi1=f(z,)
On note E, = Vect(z,,,n € N), et id "endomorphisme identité de R9.

1. Montrer que E, est stable par f.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de R? contenant z et stable par f. Montrer que E, C F.
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3. Soit p le plus grand entier tel que (zo,z1,...,Tp—1) soit une famille libre.
a. Justifier l'existence d’un tel entier p.
b. Montrer qu’il existe des réels ag, a1, ...,ap—1 tels que :

p—1
Tp = E Q;T;.
=0

On note E!, = Vect(zg,x1,...,Zp—1). Montrer que E’ est stable par f.

En déduire que E, = E!, et que la famille B, = (2o, z1,...,Zp—1) est une base de E,.

On note h I’endomorphisme induit par f sur de E,. Donner la matrice de h dans la base B,,.
Montrer que la famille (id, h, h?, ..., hP~1) est une famille libre de L(E,).

a. Montrer que pour tout k < p,

oo kRan0

hP(z1) = aowy + arh(zy) + -+ + ap— 1P~ (z4).

b. En déduire que l'on a :
hP —ap 1P~ — .. —id = 0.

D’aprés écrit Banque PT

B Trace d’'un endomorphisme, d’une matrice

Exercice 1.23 : Soit F un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et f un endomorphisme de F de
rang 1.

Justifier que ker(f) est un hyperplan de E.

Montrer que f2 = Tr(f)f.

Soit # = (e1,...,e,) une base de E.

Montrer qu’il existe deux matrices colonnes U et V telles que Matg(f) = UV,
En déduire que Tr(f) = VTU.

T whH=

Exercice 1.24 : On note (Ej;)(; j)e[1,n2 la base canonique de .2, (K).

1. Soit A € .#,(K) et (i,5) € [1,n]°. Déterminer Tr(AE,;).
2. Soit A et B deux matrices de .4, (K) vérifiant la propriété :

VM € #,(K),  Tr(AM) = Tr(BM).

Etablir que A = B.
3. Pour toute matrice A de .#,(K), on considére I’application ¢4 définie sur ., (K) par :

VM € M,(K),  oa(M)=Tr(AM).

a. Justifier que 4 est linéaire.
b. Montrer que 'application

est un isomorphisme.
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Exercice 1.25 : Soit A = G }) et B = <_11 _11> Pour toute matrice M de .#5(R), on pose

f(M)=AMB.
Montrer que Papplication f: M — f(M) est un endomorphisme de .Z5(R).
Déterminer sa matrice dans la base canonique de .#5(R).

Déterminer une base du noyau et de 'image de f.
Calculer Tr(f).

PwbhdH=

Exercice 1.26 : Soit n > 2 un entier. On désigne par u P’application définie sur ., (R) par :
VA e 4,(R), u(A) = A+ Tr(A)L,.

1. Montrer que u est un endomorphisme de ., (R).

2. Etablir que u est un automorphisme.

3. Montrer que u? — (n+ 2)u + (n+ 1)id_z, &) = 0.

4. En déduire une expression de u~! en fonction de u, n et idg.

5. On suppose dans cette question que n = 2.

a. Déterminer la matrice de u dans la base & = (E11, E12, Fa1, E22) de 5(R).
b. Justifier que cette matrice est inversible, puis déterminer son inverse.

Exercice 1.27* : Soit F un C-espace vectoriel de dimension 2 et f un endomorphisme de E de
trace nulle.

1. Montrer qu’il existe un complexe \ tel que f? = \idg.

2. En déduire que f est bijectif si et seulement si f2 # 0.

3. On suppose dans cette question que f est bijectif.

a. Montrer qu’il existe un scalaire 8 et une symétrie s de E tels que f = (s.
b. Montrer qu’il existe une base & de F telle que Matg(f) = (g g)

D’apres Oral II Banque PT

B Calcul matriciel
Exercice 1.28 : Pour tous réels a, b et ¢, on pose :

1 0 0

Fi(a,b) = 0 et Fu(c) =
1

o =R O
—_ O O

a 1
b 0

O O =

1. Soit A € 5(R). Effectuer les produits Fy(a,b)A et Fy(c)A.

2. Justifier que les matrices F(a,b) et Fz(c) sont inversibles, déterminer leurs inverses.
1 2 3

3. Soit A=(4 5 6
7 8 10

a. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que Fy(c)Fy (a, b) A soit une matrice triangulaire supérieure.

b. Trouver deux matrices L et U, respectivement triangulaire inférieure et supérieure, telles que
A=LU.

1 T
c. Résoudre le systéme AX = | 1 | d'inconnue X = | y
1 z
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Exercice 1.29 : Soit n > 2 un entier et A € ., (R). On note
I'y={Me#R)|AM =M} et DIy={M e #,R)|A*M = AM}

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) la matrice A est inversible;
(i) Ty =Ty

Exercice 1.30* : Soit n > 2 un entier et A une matrice de .#,(R). On suppose qu’il existe deux
matrices U, V de 4, (R) et deux réels \ et p tels que A\ # 0 et \ # p vérifiant :

A=XU+uV, A?2=NU+p?V et A =NU+ 12V

1. Exprimer U et V en fonction de A et A2.
2. En déduire que A3 = (A + p) A% — M\pA.
3. Montrer que, pour tout entier p > 1, AP = \PU + uPV.

D’aprés écrit Banque PT

Exercice 1.31* : Soit n € N un entier naturel non nul. Une matrice A € .#,,(R) est dite antisy-
métrique si AT = —A. On note ,(R) I’ensemble des matrices antisymétriques.

1. Soit X € .4, 1(R) une matrice colonne. Etablir que
X'X=0 + X=0.
2. Montrer que pour toute matrice colonne X € .7, 1(R) et pour toute matrice B € .4, (R) :
X'"BX=X"B"X.

3. Soit A € ,(R).
a. Montrer que pour toute matrice colonne X € ., 1(R), XTAX = 0.

b. Soit X € ., 1(R) une matrice colonne telle que (A + I,,)X = 0. En calculant X T(A +I,,)X de
deux maniéres différentes, montrer que X = 0.

c. En déduire que A + I,, est une matrice inversible.

4. Soit A € #7,(R), on pose B = (I,, — A)(I,, + A)~L.

a. Calculer B"B; en déduire que B est inversible et déterminer B~1.
b. Calculer (I, + B)(I, + A); en déduire que I,, + B est inversible.

D’aprés écrit Banque PT

mm Indications

_ Ex. 11
n+1

2. Justifier Uexistence d’une famille de réels (A1, ..., Apy1) non tous nuls vérifiant > Ager = 0.
k=1

Supposer Ap+1 = 0 et aboutir a une contradiction.
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_ Ex. 13
1. Montrer que la famille € est libre.

2. On rappelle que P est une matrice de .#,(R) dont la j-iéme colonne est constituée par les
coordonnées de ¢; dans B. La matrice P~ est la matrice de passage entre la base € et la base B.

_ Ex. 1.4
2. Déterminer le cardinal de la famille (z,u(x), u?(z), ..., u?~!(z)).

_ Ex. 15

2. a. On rappelle qu’une application linéaire est totalement déterminée par l'image d’une base.

Ex. 1.6

Pour établir que (cos,sin, f, g) est libre, on pourra utiliser les développements limités.

_ Ex. 1.7
Les ensembles E et F' sont décrits en extension, appliquer la méthode 1.1.

_ Ex. 1.10

2. b. A Uaide de la question précédente, établir que
feA << Fai,...,a,) €ER", Matg(f) =

Pour tout © € [1,n], définir ’endomorphisme f; de E dont la matrice dans B est Ey,. Justifier
alors que (f1,..., fn) est une base de A.

_ Ex.1.14
1. Remarquer que Y'Y = —XT (AY).

2. Justifier que ker(f) NIm(f) = {0} ; faire le lien avec la premiére question en introduisant les
matrices colonnes des coordonnées dans la base canonique.

3. Se placer dans une base adaptée a la décomposition en somme directe R™ = Im(f) & ker(f) ;
interpréter C comme étant la matrice associée a l’endomorphisme induit par f sur Im(f).

_ Ex.1.15
a+b=0
aa+bB = -1

1. Justifier que le systéme

d’inconnues a et b admet une solution ; et vérifier qu’un tel couple solution convient.
2. Pour x € E, remarquer que x = idg(x), puis utiliser la question précédente.

4. Justifier que o et 5 ont des roles symétriques.

__ Ex.1.16
3. Penser a utiliser les déterminants.
4. On rappelle que ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans E car u est un projecteur de E.

— Ex. 1.17
3. Justifier que Im(u) = ker(v) si et seulement si BA = 0.

. Ex. 1.19

2. Procéder par double inclusion.
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3. Déterminer la dimension de ker(f) puis déterminer deuz polynémes de E non proportionnels
qui s’annulent en 1 et en —1.

_ Ex. 1.20

2. On rappelle que ker(p) et Im(p) sont supplémentaires dans E.
_ Ex. 1.21

2. Etablir que ker(g) = Im(f) Nker(f) et Im(g) = Im(f?).

_ Ex. 1.22

2. Etablir, par récurrence sur n, que x, € F.
3. a. Introduire I = {k e N* | (zo,...,xk—1) soit libre }, et justifier que I est une partie non
vide, magjorée de N*.

b. La famille (xo,...,x,) est liée.

5. Remarquer que pour tout k, h*(z) = zy.
6. a. Etablir h¥(zy,) = hP*F(xq) = h*(hP(20)) = h*(zy).

b. Deux endomorphismes de E, sont égauz s’ils coincident sur une base de E,.

_ Ex.1.23
2. Choisir une droite A supplémentaire de ker(f) dans E et se placer dans une base adaptée a
E =ker(f) ® A.

— Ex. 1.26
2. Pour toute matrice A de ker(u), déterminer Tr (u(A)).

_ Ex.1.27

1. Se placer dans une base de E et raisonner matriciellement.

3. a. Choisir 3 comme étant une solution de I’équation d’inconnue z : 2> = \.

Ex. 1.29
(ii)) = (i) - Pour X € My1(R) vérifiant AX = 0, introduire la matrice M dont toutes les
colonnes sont nulles sauf la premiére qui elle, est égale a X ; vérifier que cette matrice appartient
als.

_ Ex. 1.30
3. Raisonner par récurrence ; établir que UA = \U et VA = uV en utilisant les deux questions
précédentes.

_ Ex. 1.31
2. Une matrice de .#1(R) est symétrique, donc égale a sa transposée.

4. a. Si M est une matrice, alors la matrice M" est inversible et (MT)_l = (M_l)T.

Utiliser également Uégalité : (MN)' = NTMT.

COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE o5 Em



mm Corrigé des vrai/faux

1 12 3 |4 |5 |6 |7 8 |9 |10]11 12| 13
F | V|V |/F |V | F | V V|V IF | F |V |V

1. Cet ensemble ne contient pas (0, 0).

2. Cet ensemble est inclus dans R, il est défini par une équation x—y = 0. C’est donc un hyperplan
de R,

3. Une droite est de dimension 1 = dim(R?) — 1.

4. On pose i = (1,0,0) et 7 = (0,1,0). Notons D; = Vect(i), Dy = Vect(j) et D3 = Vect(i + j).
Ces trois droites sont bien deux a deux distinctes, maison a i+ j— (i+j) =0, aveci € Dy, j € Dy
et 1+ 7 € Ds. Le vecteur nul ne se décompose pas de maniére unique, la somme Dy 4+ Do + Dg
n’est pas directe.

5. On note F' I'ensemble des matrices de trace nulle :

A= (aij)l@-ngn cF < Zakk =0.
k=1

L’ensemble F' est contenu dans .4, (K) et relativement a la base canonique de .7, (R), il est défini
par une équation : c’est un hyperplan de ., (K) (théoréme 1.8).
6. On note A = diag(1,-1,0,...,0) € #,(K) et B = diag(—1,1,0,...,0); on a Tr(A) = Tr(B) et
A # B.
7. Si M est une matrice, on note L;(M) sa i-éme ligne et C;(M) sa j-iéme colonne. On pose
A = (a;j) et ATA = (b;;). Pour tout entier k € [1,n] :

b = Li(AT)CL(A) = (Ci(A)) T Cr(A) = zn: a,.
=1

n n
On en déduit que : Tr(ATA) = > 3" a?,. Puisque A est a coefficients réels, on a donc :
k=1i=1

V(i k) € [1,n], 0<a? <Tr(ATA).

Puisque Tr(ATA) = 0, alors tous les coefficients de A sont nuls et A = 0.
8. Soit « € Im(u), alors u(x) € Im(u).
9. > Montrons que Vect (u(er),...,u(e,)) C Im(u). Soit y € Vect (u(e1), ..., u(e,)), il existe

(A, An) € K™ tel que y = > Agu(er). La linéarité de u implique alors :
k=1

y=u (i )\kek> € Im(u).

k=1

> Montrons que Im(u) C Vect (u(e1), ..., u(en)). Soit y € Im(u). Il existe un vecteur z € E tel que
n
y = u(z). Puisque £ est une base de F, il existe (A1,...,\,) € K" tel que z = Y Ageg. Comme
k=1
précédemment, on utilise la linéarité de w :

y=u(x) =u (Z )\kek> = Z Mu(er) € Vect (u(er), ..., ulen)).
k=1

k=1
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10. En général, on n’a pas ker(u) NIm(u) = {0} ; en effet supposons que y € ker(u) NIm(u). On a:
u(y)=0 et JzeE, wulr)=y.

On en déduit que u?(z) = 0. Cependant, pour établir que ker(u) N Im(u) = {0}, on a besoin de
justifier que y = 0 et donc o € ker(u). Cependant, on sait uniquement que z € ker(u?) et en
général, cela n’implique pas que z € ker(u).

11. On pose A = diag(1,—1,0,...,0) € .#,(R). Ainsi A? = diag(1,1,0,...,0) et on a Tr(A4%) = 2
et (Tr(4))” =0.

12. 11 suffit d’appliquer la Proposition 1.14.

13. Soit a € K, on pose A = diag(a,0,...,0) € 4, (K) et on a Tr(A) = «. Ainsi pour tout o € K|
il existe A € #,,(K) telle que Tr(A) = « : Papplication Tr est surjective.

W Erreurs classiques

e Pour montrer que la somme de plus de deux sous-espaces vectoriels est directe, il
ne suffit pas de montrer que leurs intersections deux a deux sont réduites a {Og}.

e Croire que l'image et le noyau d’'une application sont toujours supplémentaires.

e Qublier que I'image d’une application linéaire est, en dimension finie, le sous-espace
vectoriel engendré par les images des vecteurs d’une base de ’espace vectoriel de
départ.

e Penser que la trace d’'un produit est égale au produit des traces.

e Croire que I'application trace est injective.
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mm Corrigé des exercices

__ Exercice 1.1

1. (=) Puisque ¢ € Vect(a, b, ¢), alors ¢ € Vect(a,b).
> («<=) On a Vect(a, b) C Vect(a, b, ¢). Montrons que Vect(a, b, ¢) C Vect(a,b).
Soit x € Vect(a, b, ¢). Il existe «, 5 et v des réels tels que :

T = aa+ Bb+ vye.

Or par hypothése ¢ € Vect(a,b), donc il existe X et u tels que : ¢ = Aa + pb.
Finalement :

x=(a+Na+ (8+ p)b.
On en déduit que x € Vect(a, b) ; finalement : Vect(a,b) = Vect(a, b, ¢).

2. Puisque (eq, ..., en+1) est une famille liée, il existe une famille de scalaires
non tous nuls (A1,..., \,41) tels que :
n+1

Z )\kek =0.
k=1

n
> Supposons que A, 1 = 0, on a alors : Y Aper = 0.

k=1
Or les A, k € [1,n], ne sont pas tous nuls. La relation précédente implique
alors que la famille (eq,...,e,) est liée; ce qui est impossible par hypothése.

Ainsi \p41 #0 et on a:

n

Z)\kek € Vect (e1,...,ep).
n+1 1

-1
Ent+1 = \

Exercice 1.2
Soit (a,b) € K2 tels que ap + bg = 0. On compose cette relation & gauche par

&2 =petpoqg=0 p,il vient ap = 0. Puisque p est non nul, alors a = 0. Il vient alors bq = 0 et,

vk e1,n] :

Ep =T — €.

puisque ¢ est non nul, on a b = 0.
Finalement, la famille (p, q) est libre dans L(E).

__ Exercice 1.3

1. La famille € est de cardinal n = dim(F) ; pour établir que cette famille est

une base de E, il suffit de montrer qu’elle est libre. Soit (A1, ..., A, ) des réels
n
tels que : > Ager = 0. Montrons que pour tout entier k € [1,n], A\x = 0.
k=1
n n
Onnotez= > e; et s= > A\, ona:
i=1 k=1

Z)\ké‘k = Z)\k(it — ek) = xZ)\k — Z)\kek.
k=1 k=1 k=1 k=1
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n

se. Ainsi > Agep = D0 (s — Ap)ey et
k=1

n n n
Orzd M=szx=5) e, =
k=1 k=1 k=1 k=1

n
Z(S - )\;C)ek =0.
k=1
Puisque la famille (eq,...,e,) est libre, la relation précédente implique :

Vk e [1,n], s—A, =0.

n

On en déduit alors que : > (s — A\x) = 0 et donc que (n — 1)s = 0.

k=1
Puisque n > 2, il vient s = 0.
Finalement, pour tout entier k& € [1,n], on a A\y = 0. La famille € est une
base de E.
2. On sait que P est une matrice de ., (R) dont la j-iéme colonne est consti-
tuée par les coordonnées de ¢; dans 4, ainsi :

0 1 1
1
P =
SO
1 1 0
> La matrice P~! est la matrice de passage entre la base € et la base 4.
Avec les notations précédentes, on sait que & Pour tout entier
k € [1,n], on doit
Yk € [[1’ n]] , Er =T — ey. déterminer les
coordonnées de ey,

On en déduit que dans €.

iak =nx — iek =(n—1)x.
k=1 k=1

Ainsi :
1 n
Vke[l,n]], ek:I—é‘k:m;ei_eb
Finalement :
2—n 1 1
-1 _ 1 1
n—1 1
1 1 2—n

_ Exercice 1.4
1. Puisque u?~! n’est pas l’application nulle, il existe un vecteur = de E tel
que uP~1(x) #0

2. Soit (Ak)kefo,p—17 une famille de réels telle que :

Mo + Au(z) + -+ Ap_1uP " (z) = 0. (%)
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On compose I'égalité (x) par idg,u,u?, ..., uP~!. Puisque pour tout entier
k> p, u¥(z) =0, il vient :

Moz + Au(z) + -+ Ap_uP " Hz) =0
Aou(z) + Au? () + -+ Apgu? H(2) =0
MouP 2 (x) + \MuPHz) =0

AouPHx) =0

Puisque uP~!(z) # 0, le systéme précédent conduit successivement a \g = 0,
A1 =0,...,\—1 = 0. La famille (m, u(zx),. .., up_l(x)) est libre.

3. Lafamille (z,u(x), u?(z),...,u?"!(z)) est de cardinal p, elle est libre dans
un R-espace vectoriel de dimension n donc n > p. Puisque u? = 0, on a donc :

u" =u""Pouf =0.

__ Exercice 1.5

& dim L(E,K) = 1. dim(E*) = n.

dim(E) dim(K). 2. a. Une application linéaire est entiérement déterminée par I'image d’une

base, ce qui justifie I'existence et 'unicité de @y.

b. Puisque (@1, ..., ¢,) est de cardinal n = dim(E*), il suffit d’établir qu’elle

& Méthode 1.3 est libre pour justifier qu’elle forme une base de E*. Soit (A1,...,\,) des
scalaires tels que :

Vo € E, A1 () + -+ Apen(z) = 0.

En particulier pour z = ey, k € [1,n], il vient A\, = 0. La famille (¢1,...,¢n)

est libre.
c. @ (p1,...,on) est > On vient de prouver que (¢1,...,¢n) est une base de E*.
appelée la base duale T existe une unique famille (\y,..., ;) de scalaires telle que :
de la base (e1,...,en)
de E.

Vee B, ()= ei(z)+- 4+ Apn().

En particulier pour z = ey, k € [1,n], il vient Ay = ¥(eg). ¥ a pour coordon-
nées dans la base (¢1,...,¢n) @ (¥(e1),...,¢(en)).

Exercice 1.6
Notons E = Vect(cos, sin, f, g) ; la famille (cos, sin, f, g) est génératrice de E,

& Au woisinage de 0, montrons qu'elle est libre. Soit \, 3, a et v des réels tels que :

cos(z) =1— %—l—o (z3)

sin(z) = Ve e R, Af(x)+ ag(x) + B cos(x) + ysin(x) = 0.

r— % +o (xS)

La fonction h : z — Af(x) + ag(z) + Bcos(x) + ysin(x) est de classe C3 sur
= o R, elle admet donc un développement limité en 0 & 'ordre 3 :
n en déduil que

J@) = =% +o(s?) 8 v A

g(@) = 2% +o0(2?). h(:z:):ﬂ+(’y—|—>\)x+(a—§)x2—(6+§)x3+0(z3).
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Puisque h est nulle, I'unicité du développement limité entraine que :

B8=0

Yy+A=0

a—é:O = B=7y=a=A=0
2

vooA

429

6+2

La famille (f, g, cos, sin) est libre; c’est une base de E.
Finalement, dim(E) = 4.

___ Exercice 1.7
1. Ona E C #5(R) et E = Vect ((

0 1
-1 0
vectoriel de .#5(R). Les matrices A et I ne sont pas proportionnelles donc la
famille (A, I5) est libre. Puisqu’elle engendre F, cette famille est une base de
E et donc dim(F) = 2.

2. Ona F C #3(R) et F' = Vect(E11, E22, Eas, F32, E33) : F est sous-espace
vectoriel de .#3(R). La famille (E11, Eag, E23, F32, F33) est libre car ¢’est une
sous-famille de la base canonique de .Z3(R); et donc dim(F) = 5.

) ,IQ). Ainsi, F est un sous-espace

_ Exercice 1.8
1. F est un hyperplan de R* (théoréme 1.8) : c’est un sous-espace vectoriel de
R* de dimension 3. Pour déterminer une base de F, il suffit de déterminer une
famille libre de vecteurs de F' comportant 3 éléments. Par exemple (1, —1,0,0),
(1,0,1,0) et (1,0,0,—1).

2. G est Iintersection de deux hyperplans de R*, d’équations respectives
x4y =0et z+t=0.On sait donc que G est un sous-espace vectoriel de R*
et dim(G) > 4 — 2 = 2 (théoréme 1.10). Cependant G n’est pas un hyper-
plan de R* car les vecteurs (1,1,0,0) et (0,0,1,1) ne sont pas proportionnels
(théoréme 1.9). Par conséquent GG est de dimension 2. Une base de G est par
exemple la famille constituée des vecteurs (1,—1,0,0) et (0,0,1, —1).

Exercice 1.9

1. Puisque A C .#>(R), montrons alors que A est un sous-espace vectoriel
de .ﬂg (R)
> La matrice nulle appartient & A car AO=0A =0 : A est non vide.

> Soit M et N deux matrices appartenant & A et soit A € R. Montrons que
M+ AN € A.

Puisque AM = MAet AN =NA, on a
(M +AN)A=MA+ANA =AM + NAN = A(M + AN).

Ainsi M + AN € A et A est stable par combinaison linéaire.
2. Notons M = (x Z) . Alors AM = (y t) et MA = (O x) .
y t 0 0 0 y

On en déduit :
=0
AM =MA <+— {y .
r=1t

& Un sous-espace
vectoriel d’un espace
vectoriel est un
espace vectoriel

Sa= (—01 é)

& Puisque G n’est
pas un hyperplan, on
a:

dim(G) < 2.

@Autre méthode :
on montre que
l’application
f:M—AM — MA
est linéaire. Puisque
A = ker(f), alors A
est un sous-espace
vectoriel de #>(R),
c’est donc un
R-espace vectoriel.
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@Les équations sont
relatives a la base

(E11, E12, E21, Ea2)

Sy € F donc
x € ker(f) et
z € ker(g).

& On note
(Eij)léi,jgn la base
canonique de Mn(R).

On en déduit que :

{6

La famille (I3, A) engendre A, elle est libre (les matrices I et A ne sont pas
proportionnelles) : c¢’est une base de A.

2) @) € B2} = Vect(ds. 4).

3. Sionnote (z, z,y, t) les coordonnées d’une matrice M dans (E11, E12, Ea1, Fa2),
on a établi :
y=0
MeA <— .
r=1
Soit F' I'hyperplan de .#2(R) d’équation y = 0 et H I'hyperplan de .#5(R)
d’équation z = t. On vient d’obtenir que A = F N H.

Exercice 1.10

1. Montrons que A est un sous-espace vectoriel de L(F).

> On note o l'application nulle de £(F), on a alors ker(o) = E et puisque F
est un sous-espace vectoriel de E, F' C ker(o) : A est non vide.

> Soit f,g € A et A € R, montrons que F' C ker(f 4+ A\g). Soit € F, on a :

(f +29)(x) = f(z) + Ag(x) = 0.

Ainsi f 4+ Ag appartient & A et A est stable par combinaison linéaire.

> Finalement, A est un sous-espace vectoriel de L(FE); ¢’est donc un R-espace
vectoriel.

2. a. La base & est formée par la concaténation d’une base (ey,...,e,_1)
de F et d’une base (w) de D. Puisque F C ker(f), pour tout i € [1,n — 1],
f(e;) =0. On désigne par (ai,...,a,) les coordonnées de f(w) dans & et on

a:
0 -+ 0 a
Matg(f) = : :
0 -~ 0 ay
b. Soit (as,...,a,) € R™ et soit f € L(E) tel que
0 - 0 a
Matg(f) = | : S
0 - 0 a,
Ou sait alors que : Vi € [1,n — 1], f(e;) = 0. Puisque F = Vect(ey,...,en—1),
ona F Cker(f)et feA.
On vient d’établir I’équivalence suivante :
O O ay
feA = Ja,...,an) €R", Matz(f)=| : Do
0 0 ap
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Soit ¢ € [1,n], on note f; 'endomorphisme de E défini par Matg(f;) = Ein.
On a alors :

feA <« 3a,....an) ER", Matgy(f) =Y a;Mats(f).
i=1

n n

Puisque Y a; Mata(f;) = Matgg( > aifi), et puisqu’'un endomorphisme de
i=1 i=1

FE est uniquement déterminé par la donnée de sa matrice dans &, on a :

feA = Fa,...a)€R, =3 afs
=1

Finalement, on vient d’établir que A = Vect(f1,..., fn)-
> Montrons que la famille (f1, ..., f,) est libre. Soit (a1, ...,a,) € R™ tel que

> a;if; = 0. On en déduit que Matgg( > aif,) et par conséquent :
i=1 i=1
0 - 0 a
: =0.
0 0 ap
Ainsi, aqy = -+ = a,, =0 : la famille (f1,..., f,) est libre et engendre A, c’est

une base de A.
> Finalement, A est R-espace vectoriel de dimension n.

_ Exercice 1.11

1. L’ensemble F est défini, relativement a la base canonique de R3, par I’équa-
tion £ +y 4+ 2z = 0 : c’est un hyperplan de R3. Ainsi F est un sous-espace
vectoriel de R? de dimension 2.

> On constate que
G={(z,—z,x) |z € R} = Vect ((1,-1,1)).

On en déduit que G est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 1.
2. > De la question précédente, on déduit que :

dim(F) + dim(G) = dim(R?).

> Montrons que F NG = {0}. Soit (x,y,2) € FNG. On a alors :

r+y+z2=0
rT=-y.
r=2z

On en déduit que : 0 =z + y + z = 2z ; ainsi x = 0 et par suite y = z = 0.
Finalement FNG = {O}
> On vient de prouver que F et G sont supplémentaires dans R3.

& Théoréme 1.8

@F et G sont des
sous-espaces
vectoriels de R3,
donc

(0,0,0) € FNG.
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& On applique la
méthode 1.4.

& dim(F) = 2

& On raisonne par
analyse-synthése, voir
Méthode 1.4

__ Exercice 1.12

Soit = € E.
> Analyse — On suppose qu'il existe (y,z) € E? tel que :
() z=y+z;

(ii) y € ker(f), cest-a-dire f(y) =0;
(ii) 2 € ker(f? + f +idg), c’est-a-dire f2(2) + f(z) + 2z = 0.
On a:

z=—f%(2) - f(2)

z=—fHr—y)~ flz—y)

z2=—f%z)— f(z)+ f(y) + f(y) (linéarité de f)

z=—f*(x) - f(x) fly) = f*(y) = 0 (car y € ker(f))

On en déduit que z = —f(z) — f?(z) et que y =z — 2 = 2 + f(z) + f(z). La
décomposition, si elle existe, est unique.
> Synthése  On pose z = —f(z) — f2(z) et y =2 + f(z) + f*(z). On a :

(i) 2=y +z;
(i) y € ker(f); en effet f(y) = f(x) + f*(2) + [*(x) = 0 car [+ [+ f = 0;
(ii) z € ker(f2 + f +idg) car

P+ f2) +2== ) = fHx) = f2(2) = fP2) = f(z) = f2(2)
=—f'2) = f*(2) = [2(2) = () = f*(2) — f(@).

—(0)=0 =0

On vient de prouver que : E = ker(f) @ ker(f2 + f +idg).

Exercice 1.13
1. © Puisque F = Vect(cos, sin), F est un sous-espace vectoriel de E.

> Les applications ¢ : g — ¢(0) et ¥ : g — g(7/2) sont des applications
linéaires de E dans R. Puisque G = ker(y) Nker(¢)), G est un sous-espace
vectoriel de E.

2. Soit h € E.

> Analyse - On suppose qu’il existe un couple (f,g) € E? tel que
(iYh = f + g, Cest-a-dire : Vz € R, h(z) = f(x) + g(z);
(ii) f € F, c’est-a-dire : I(a, ) € R?, Vz € R, f(x) = acos(z) + Bsin(x);
(iii) g € G, Cest-a-dire g(0) = g(7/2) = 0.
On en déduit que :

h0)=f(0) et h(n/2)= f(x/2).

Or par définition de f,ona: a = f(0) et 8 = f(7/2). Finalement, les fonctions
f et g sont définies par :

Ve eR, f(x)="h(0)cos(z)+ h(n/2)sin(z) et g(z)=h(z)— f(z).

La décomposition, si elle est existe, est unique.
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> Synthése - Soit f et g les fonctions définies sur R par :
Ve eR, f(x)=h(0)cos(x)+ h(r/2)sin(x) et g(x) = h(z) — f(x).
(i)On a bien h = f +g.

(i) Puisque f est une combinaison linéaire des fonctions cos et sin, f appar-
tient a F.

(iii) Puisque g(0) = g(7/2) = 0, g appartient & G. & 1h(0) = £(0) et
> Finalement les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E. ~ 7(7/2) = f(7/2)

__ Exercice 1.14

1. Puisque AY = 0 et que A est antisymétrique, on a : AT =4
YTY = XTATY = —-XT(AY) =0.
2. D’aprés le théoréme du rang, on sait que :
dim (R™) = dim (ker(f)) + dim (Im(f)).

Il reste & établir que ker(f) NIm(f) = {0} pour justifier que Im(f) et ker(f) & Puisque ker(f) et

sont supplémentaires dans R™. Im(f) sont des
Soit y € ker(f) NIm(f). On sait alors que : ZZZ:OSZZCSZ B on
o f(y) =0; sait que
e il existe un vecteur x € R™ tel que f(z) = y. {0} c
On note X et Y les matrices colonnes de .4, 1(R) formées par les coordonnées ker(f) N Im(f).

des vecteurs x et y dans la base canonique de R™. On sait alors que :

AX =Y et AY =0.

D’aprés la question précédente, on en déduit que YTY = 0. Or si on note Y1
By | -

Y= (y17"'7yn)7 on a:
n
YTy =) "y,
i=1

Puisque Y'Y = 0, alors pour tout i € [1,n], y; = 0 et donc y = 0.

Yn

> Finalement les sous-espaces vectoriels Im(f) et ker(f) sont supplémentaires
dans R"™.

3. Soit # une base adaptée & décomposition R = Im(f) @ ker(f) :

B= Y1, YpsT1y.- ., Tq)

avec (Y1, ...,Yyp) une base de Im(f) et (x1,...,x,) une base de ker(f).
On sait que Im(f) est stable par f donc :

vie[l,p],  f(y:) € Im(f).
On note h I'endomorphisme induit par f sur Im(f) :

h: Im(f) — TIm(f) .
r = f(z)
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& On applique le
Théoréme 1.12.

& Une somme de
sous-espaces vectoriels
de E est un
sous-espace vectoriel
de E, donc est incluse
dans E.

De plus, pour tout i € [1,¢], on a f(z;) =0. On a donc :
c 0
it~ (C ) s

avec C' = Matp(h) avec D = (y1,...,Yp).

> Puisque ker(h) = Im(f)Nker(f) = {0}, ’endomorphisme h est bijectif donc
la matrice C' est inversible.

> Les matrices A et B représentent le méme endomorphisme dans deux bases
différentes : elles sont semblables.

__ Exercice 1.15

1. On développe :
a(f—aldg)+b(f—pBIdg) = (a+b)f — (ac + bB) idg .

On considére le systéme d’inconnues a et b :

a+b=0
ao+bf=—-1"

. 1 1 . .
Puisque o 5‘ = f—a # 0, le systéme précédent admet une unique solution
1
o=
b —«
1
= a3

Pour un tel choix de a et b,ona: a(f —aldg)+b(f — fldg) = idg.
2. Soit x € E, on a :

x=a(f —aidg)(x)+b(f — Bidg)(z) .

€lm(f—aidg) clm(f—Bidg)

Ainsi F C Im(f — aidg) + Im(f — Bidg).
> Puisque Im(f — aidg) + Im(f — Bidg) C E, on a bien :

E=Im(f —aidg) +Im(f — Bidg).

3. Soit y € Im(f — Bidg), montrons que y € ker(f — aidg).
On sait qu’il existe z € E tel que y = (f — Sidg)(x) et ainsi :

(f —aidp)(y) = ((f — aidg) o (f — Bidp))(z) = 0.

Finalement, on a Im(f — Bidg) C ker(f — aidg).
4. Les endomorphismes [ — aidp et f — fidp commutent et ainsi

(f —aldp) o (f — Bldg) = (f — BIdg) o (f — aldg) = 0.
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Ainsi les réels a et 5 ont des roles symétriques, de la question précédente, on
déduit alors que Im(f — aidg) C ker(f — Bidg).
On a alors

E=Im(f — aidg) + Im(f — fidg) C ker(f — fidg) + ker(f — aidg) C E

et donc

ker(f — fidg) + ker(f — aidg) = E.

5. 1l nous reste a établir que ker(f — fidg) Nker(f — aidg) = {0}.
Soit = € ker(f — fidg) Nker(f — aidg), on sait alors que

fl@)=cazx et f(x)=_px.

Ainsi (a« — B)x =0 et donc z =0 car « # 3.
6. Soit (z1,...,x,) une base de ker(f —aidg) et soit (y1,...,y,) une base de
ker(f — fidg). La famille = (z1,...,%p, Y1, .- -, Yq) st une base adaptée a
la décomposition en somme directe E = ker(f — aidg) @ ker(f — fidg) et on
a:

Vie[Lp], flz)=ax; et Vie[lq], f(y;)= By

Par conséquent, : & L’endomorphisme

f est diagonalisable.
Matg(f) = diag(a, ..., a, 8,...,B).
—— ——

p fois q fois

__ Exercice 1.16
2 — u et u est un projecteur. La matrice A est de € C; désigne la

1. Puisque A% = A, alors u

rang 2, car (Cy,Cy) forme une famille libre de R® et C; = —Cs. Ainsi u est  J"*"* colonne de A.
de rang 2.

2. Du théoréme du rang, on déduit que ker(u) est de dimension 1. On constate
que u(ey) = —u(es), soit u(er + ez) = 0. Ainsi e; + e3 € ker(u) donc e; + e3
est une base de ker(u).

On a Imu = Vect (u(el),u(eg)) = Vect(e; — e3,e1 + es + e3); la famille
(e1 — e3,e1 + e2 + e3) engendre Im(u), elle est de cardinal 2 = rg(u) : c’est
une base de Im(u).

3. Soit & un vecteur de coordonnées (x1, 2, x3) dans B. Ce vecteur appartient
a Im(u) si et seulement si la famille (1‘761 —e3,e1 +es + eg) est liée. On a
donc :

X1 1 1
:L‘GImu<:>dgt($,€1—63761+62+63)=0<:> xo 0 1] =0.
I3 -1 1

Une équation de Im(u) dans B est alors 21 — 225 + 23 = 0.
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& Pour tout vecteur
y de Im(u), on a
u(y) =y.

& D’apres le
théoréme du rang,
ker(u) est de
dimension 2.

& Ils correspondent
auz choiz
(z,t) = (1,0) et

4. Puisque u est un projecteur de F, on sait que Im(u) et ker(u) sont sup-
plémentaires dans E. La famille B’ = (61 +e3,e1 —e3,e; +ea + 63) est alors
une base de F car c’est la concaténation d’une base de ker(u) et d’'une base
de Tm(u).

Dans cette base, la matrice de u est diag(0,1,1). Les matrices A et A re-
présentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes : elles sont

semblables.
1 1 1

5. P=[0 0 1 |,lamatrice de passage entre les bases B et ', convient.
1 -1 1

En effet les formules de changement de bases nous donnent : P~ AP = A.

__ Exercice 1.17
1. Le rang d’une matrice est invariant par opérations élémentaires :

1 1 1 2
Ly<+ Ly—L
rg(A)=rg| 0 1 -1 -1 ° ? !
02 —2 -2 Ly« Ly —In
1 1 1 2
rg(A)=rg| 0 1 -1 -1 L3+ Ly —2L,
0 0 0 0

La matrice A est de rang 2. Ses deux premiéres colonnes ne sont pas coli-
néaires : elles forment une base de Im(A). On en déduit que :

Im(u) = Vect ((1,1,1),(1,2,3)).

> Recherche de ker(u) : agir sur les lignes de A par opérations élémentaires
équivaut & multiplier A & gauche par des matrices d’opérations élémentaires.
Il s’agit de matrices inversibles et donc :

r 11 1 2 v
A y =0 <= 0 1 -1 -1 Y =0
j 00 0 0 j

On en déduit que :
r=—2z-—3t
(x,y,2,t) € ker(u) < { .
y=z+t

Les vecteurs (—2,1,1,0) et (—3,1,0,1) appartiennent & ker(u), ils sont linéai-
rement indépendants. Puisque ker(u) est de dimension 2, ils forment une base
de ker(u) :

1) = (0,1).
8=01 ker(u) = Vect (=2, 1,1,0), (=3, 1,0, 1)).
2. B n’est pas la matrice nulle donc rg(B) > 1. Toutes les colonnes de B
sont proportionnelles & <§> :rg(B) < 1. Finalement, rg(B) = 1; on en déduit
que :
Im(v) = Vect ((1,3)).
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> Recherche de ker(v) : & Dapres le
théoréeme du rang,

(x,y,2) € ker(v) <<= x+by+cz=0. ker(v) est de
dimension 2.

Les vecteurs (—b,1,0) et (—c¢,0,1) appartiennent a ker(v) et sont non coli-
néaires. Puisque ker(v) est de dimension 2, ils forment une base de ker(v) :

ker(v) = Vect ((—b,1,0), (—¢,0,1)).

3. Puisque Im(u) et ker(v) ont méme dimension, on a : & Tm(u) et ker(v)
sont deuz
Im(u) =ker(v) <= Im(u) Cker(v) <= wvou=0. sous-espaces

vectoriels de R3.

Finalement : Im(u) = ker(v) <= BA=0.
On a:

BA:(1+b+c 14+2b+ 3¢ 1—c 2+b>.

3(1+b+¢) 3(1+2b+3c) 3(1—c) 3(2+0D)

On en déduit que :

1+b+c=0
1+2b+3c=0 =1
BA=0 < ¢ “— ¢ .
1—c=0 = -2
2+b=0

__ Exercice 1.18

1. Soit u = (x,y), v = (2,t) deux vecteurs de R? et soit A € R : u+ =
(z 4+ Az, y + At).

flu+d) = (z4+ X242y + M),z + Xz — (y+ M),z 4+ Xz +y + Xb);

flu+ ) =(x+2y,2 —y,x+y) + ANz+2t,z2—t,z+1).

Finalement, f(u+ Av) = f(u) + A\f(v) : Papplication f est linéaire.
2. On applique le théoréme du rang :

2 = dim (ker(f)) +rg(f).

Ainsi rg(f) < 3 = dim(R3) : f n’est pas surjective.
3. Notons A la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R3 :

1 2
A=11 -1
1 1

> Cette matrice est de rang 2 donc Im(f) est un plan. Il est engendré par les
vecteurs (1,1,1) et (2,—1,1); il admet pour équation cartésienne :

z 1 2
y 1 —1/=0 soit 2z 4+y—32=0.
z 1 1
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K@f étant injective,
pour tout

(a,b,c) € R3,
I’équation

f(z,y) = (a,b,0)
admet au plus une
solution (z,y) € R2.

& 0On justifie de
méme que

P~ P(-1)X(X +1)
est un endomorphisme
de R3[X].

4. Le théoréme du rang implique dim (ker(f)) =0 : f est injective.

5. Ona8+1—9 =0 donc (4,1,3) appartient & l'image de f : le premier
systéme admet une unique solution.

>84+3—3=8+#0, donc (4,3,1) n’appartient pas a 'image de f : le second
systéme n’admet pas de solution.

__ Exercice 1.19

1. On sait que Papplication P — P(1) est une application linéaire de R3[X]
vers R. Puisque X (X — 1) € R3[X], I'application P — P(1)X (X — 1) est un
endomorphisme de R3[X].

> Ainsi f est la somme de deux endomorphismes de R3[X] : ¢’est un endo-
morphisme de R3[X].

2. Par construction, on a :
VP e E, f(P) € Vect (X(X—l),X(X+1)).

On en déduit que Im(f) C Vect (X (X — 1), X (X +1)).

> Pour établir 'inclusion réciproque, il suffit de justifier que X (X —1) € Im(f)
et que X (X + 1) € Im(f).

Posons P = X + 1, de sorte que P(1) =2 et P(—1) =0; ainsi :

FP)=2X(X—1)  soit X(X—1)=7f (g) .

De méme, en posant Q = X — 1, on constate que :

(9 =xixen

Les polynémes X (X — 1) et X(X + 1) appartiennent & l'image de f; donc :
Im(f) = Vect (X(X — 1), X (X +1)).

> 11 reste & établir que ces deux polynomes forment une famille libre. Ils ne
sont pas proportionnels car 'un s’annule en 1 et ’autre non : ils sont donc
linéairement indépendants. La famille (X (X — 1), X(X + 1)) est une famille
de Im(f) qui est libre et génératrice de Im(f) : c’est une base de cet espace.

3. On applique le théoréme du rang : ker(f) est de dimension 2.
Puisque X2 —1 et X(X? — 1) s’annulent en 1 et en —1, on a :

f(X?=1)=f(X(X*-1)) =0.

Ainsi la famille (X2 — 1, X(X? — 1)) est constituée de polynomes de degrés
étages, elle est donc libre. Ainsi la famille (X? —1, X (X?—1)) est une famille
de ker(f) de cardinal 2 = dim (ker(f)) : ¢’est une base de ker(f).

4. On sait, par le théoréme du rang, que :
dim(E) = dim (Im(f)) + dim (ker(f)).

Il reste & établir que Im(f) Nker(f) = {0}.

mm 40

CHAPITRE 1



> Soit P un polynome appartenant a l'intersection Im(f) Nker(f).
On a:

PeIm(f) = I\ p) €R?) P=XX(X-1)+puX(X+1)
et
Pcker(f) = 3(a,b) €R?, P =aX>*-1+bX(X*~1) = P(1) = P(-1)=0.

Puisque
P(l)=2u et P(—1) =2\

ona\=pu=0.
> On vient d’établir que Im(f) Nker(f) = {0}.

Finalement :

E =ker(f) ® Im(f).
5. On se place dans la base
B=(X*-1,X(X*-1),X(X-1),X(X+1)).

On a
f(XP=1)=f(X(X*-1))=0

et
fX(X—-1)=2X(X+1), [f(X(X+1)=2X(X-1).

On en déduit que

0000
0000
Mats(f)=1 0o o0 o 2
0020

Exercice 1.20
1. > Soit € ker(g), on a :

9(f(x)) = f(9(x)) = f(0) = 0.

Ainsi f(z) € ker(g) et ker(g) est stable par f.
> Soit y € Im(g), il existe un vecteur z € E tel que y = g(z). On a :

f(y) = f(9(x)) = g(f(z)). Ainsi f(y) € Im(g) et Im(g) est stable par f.
2. Supposons que ker(p) et Im(p) soient stables par u. Soit z € E. On sait € p est un projecteur

qu’il existe un unique couple (y, z) € ker(p) x Im(p) tel que : de E donc :
E = ker(p) @ Im(p).

T=y+z. ()
Oun rappelle que pour tout z € Im(p) on a p(z) = z, ainsi :
u(p(x)) = u(p(z)) =u(z).

D’autre part, puisque u(y) € ker(p) et u(z) € Im(p), on a : & u(ker(p)) C ker(p)

et u(Im(p)) C Im(p).
p(u(@)) = p(u(y)) + p(u(2)) = u().
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@Rappel :
rg(f) = dim (Im(f))

& Siy € Im(f2), il
existe x € E tel que

y=f*(2) = f(f(2))
et donc y € Im(f).

& On applique le
théoréme 1.6.

& Puisque ker(f) et
Im(f) sont des
sous-espaces vectoriels
de E, on a :

0 € ker(f) NIm(f).

On vient de prouver que pour tout = € E : u(p(z)) = p(u(z)) ; les endomor-
phismes p et u commutent.

La réciproque a été établie & la question précédente.

_ Exercice 1.21

1. Soit z € Im(f), on a f(x) € Im(f); ainsi Im(f) est stable par f.
2. On rappelle que g est défini par :

g: Im(f) — Im(f) .
r o f(z)

> Soit € E. On a :
x€ker(g) <= zelm(f) et g(z)=f(z)=0.

Ainsi : ker(g) = Im(f) Nker(f).

> Montrons que Im(g) = Im(f?).

> Soit y € Im(g). Il existe alors z € Im(f) tel que y = g(z) = f(z). Puisque
x € Im(f), il existe t € E tel que z = f(t) et ainsi y = f2(t) € Im(f?).

> Soit y € Im(f?), il existe alors z € E tel que y = f?(z) = f(f(x)). Puisque
f(z) € Im(f), on a : f(f(:z:)) = g(f(x)) et ainsi y = g(f(:l:)) € Im(g).
Finalement, on vient d’établir par double inclusion que Im(g) = Im(f?).

3. Puisque E est de dimension finie, Im(f) est de dimension finie. Le théoréme
du rang appliqué & g nous donne :

dim (Im(f)) = dim (Im(g)) + dim ( ker(g)).
De la question précédente, on déduit alors :
rg(f) = rg(f?) + dim (ker(f) NIm(f)).

4. » (i) = (ii) - Puisque ker(f) et Im(f) sont supplémentaires, on sait que
ker(f)NIm(f) = {0}. La question précédente implique alors que rg(f) = rg(f?).
Puisque Im(f?) C Im(f), on a bien Im(f) = Im(f?).

> (ii) = (iii) - La linéarité de f implique que

Ve eker(f),  f*(z) = f(f(x)) = f(0)=0.
Ainsi : ker(f) C ker(f?). En appliquant le théoréme du rang f et a f2, on a :

dim (ker(f)) +rg(f) = dim (ker(f?)) +rg(f?).
Puisque Im(f) = Im(f?), il vient : dim (ker(f)) = dim (ker(f?)), ce qui
établit la propriété (iii).
> (ili) = (i) - Le théoréme du rang appliqué & f nous donne :
dim(E) = dim (ker(f)) + rg(f).
Montrons que ker(f) NIm(f) = {0}. Soit y € ker(f) NIm(f) :

fly)=0 et FxeE, y=f(x).

On en déduit que f?(x) = 0 et ainsi = € ker(f?). La propriété (iii) implique
alors que z € ker(f) et donc f(z) = 0. Finalement, y = 0; les espaces ker(f)
et Im(f) sont supplémentaires dans E.
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__ Exercice 1.22

1. Tl suffit de montrer que pour tout n € N : f(x,) € E,.
Soit n € N, par définition :
par f.

2. Tl suffit de montrer que pour tout n € N, z,, € F.

f(zn) = py1. Puisque z,41 € E,, E, est stable

Montrons ce résultat par récurrence sur n.
> x9 = x € F' par hypothése.

> Supposons que x,, appartienne & F' pour un certain n > 0. Puisque F est
stable par f, f(x,) est un élément de F' et par conséquent 41 = f(z,) € F.

Ce qui termine la récurrence.
> Toute combinaison linéaire des x; appartient & F' : E, C F.
3. a. Notons

1= {k: e N* | (zg,...,x_1) soit libre }

> I est non vide, car 1 € I. En effet zy n’est pas nul par hypothése.

> I est majorée par d = dim(R%).

On sait que toute partie de N non vide et majorée admet un plus grand
élément ; cela justifie I'existence de p.

b. Par définition de p, la famille (zo, . . .
A0 - -+, Ap non tous nuls tels que :

,xp) est lite. Il existe ainsi des scalaires

oo + -+ + )\pflefl + )\pzp =0.
Supposons que A, =0, on a alors
Xoxo + -+ )\p—lxp—l =0.

Les scalaires Ao, ..., Ap—1 ne sont pas tous nuls, ce qui contredit la définition
de p et la liberté de la famille (zq,...,zp—1).

Ainsi A, # 0 et par conséquent :

-1
Ty = )\—(Aol‘o + -+ >\p—137p—1>-

@Si y € By, alors y
est combinaison
linéaire des xy. Ainsi
f(y) est combinaison
linéaire des f(xy).

K@F est un
sous-espace vectoriel
de R, il est donc
stable par
combinaison linéaire.

& La famille
(zo,...,Tp—1)
est libre et la famille
(zo,...,zp)

est liée. Donc xp est
combinaison linéaire
de xq,...,xp—1. Cela
a €té établi a
l’exercice 1.1.

p
p—1 Y

On vient de justifier I'existence de ag,a1,...,ap—1 tels que : x, = > a;z;. & q; = T’
i=0 P

c. Il suffit de justifier que : Vi € [0,p — 1], f(z;) € EL.

> Soit @ € [0,p — 2], puisque f(x;) = 241 et i +1 < p, on a bien x; € E’.

> Pour i =p—1,0na f(x,—1) = x,. On vient de justifier que x, est combi-

naison linéaire de xg, ..., zp—1 soit z, € E..

Finalement E! est stable par f.

d. De la question 2, on déduit que E, C E.. Par construction, on a d’autre

part : B! C E,. Finalement, E, = E..

> La famille (zo,...,x,—1) est alors une famille libre et génératrice de E, :

c’est une base de cet espace.

COMPLEMENTS D'ALGEBRE LINEAIRE 43 mm



4. On a :

0 0 ao
10 S
0 1 ;
Matgp(h) =
. - 1 0 ap—2
0 o oo o 0 1 ap
5. Soit Mg, ..., Ap—1 des scalaires tels que :

Xoid +Aph + -+ Ay h?7H = 0.
On en déduit que :

(Aoid+Ah+ -+ A 1hP 1) (2) =0

soit
Aox + )\1h(.’L‘) + )\p_lhpil(a:) = 0.
& Par définition, > Il nous reste & calculer h*(x), pour k € [0,p —1]. On a :
v= o h(z) = h(zg) = x1.

Ainsi h?(z) = h(x1) = x5 ; par récurrence on constate que : h*(z) = zy.
> Finalement, nous obtenons :

)\QIQ + )\1%1 + -+ )\pflitpfl =0.
Puisque la famille (zo, ..., x,—1) est libre, on déduit que :
A=A ==X _1=0.

> La famille (id, h, h2, ..., hP~1) est une famille libre de £(E,).
6. a. Soit k < p, on a établi que : x;, = h*(zo).
Ainsi

WP (a1) = W (a) = W (P (20)) = W ().

On utilise maintenant la question 3b, et on obtient :

hP(xg) = h* (1)21 aixi> = pz:laihk(xi).
i=0 i=0
Soit i € [0,p — 1], on a :
h¥ (xi) = hF (k' (o)) = h' (K¥(x0)) = h'(zp).
Finalement, on vient d’obtenir :

hP(z1) = aowy + arh(zy) + -+ + ap— 1P~ (z4).
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b. h? et ap,lhp_1 + +-+ +id sont deux endomorphismes de F,; on vient
d’établir que pour tout k € [0,p — 1] :

hp(xk) = agTk —|—a1h(xk) +- +ap,1h”71(xk) = (ao id+--- +ap,1h”71)(xk).
Les endomorphismes h? et a,_1h?~! + -+ +id coincident sur la famille B, ;
puisque cette famille est une base de F,, ces deux endomorphismes sont

égaux :

hP =ap, 1h?~' +---4+id  soit AP —ap_1h?t— - —id =0.

__ Exercice 1.23

1. On applique le théoréme du rang :
dim (ker(f)) = dim(E) —rg(f) =n — 1.

La propesition 1.7 implique que ker(f) est un hyperplan de E.
2. Soit A = Vect(a) une droite supplémentaire de ker(f) dans E. On note

(e1,...,en—1) une base de ker(f). La famille & = (e1,...,en—1,a) est une
base de F adaptée & la décomposition E = ker(f) @& A. Si on désigne par
(a1, ..., ) les coordonnées de f(a) dans la base £, on a :

0 -+ 0 a

0 . .

Matg(f) =
: 0 Qp—1
0 -+ 0 oy

On désigne par A cette matrice. Puisque Tr(f) = Tr(A), il vient «,, = Tr(f).
Puisque ker(f) C ker(f?), on a :

Vie[l,n—1], f*(e;)=0.

Par linéarité de f, il vient :

n—1
fHa)=f (Z oie; + ana> = an f(a).
i=1

On en déduit que :

0 0 oo
9 0
Matg(f*) = = a, Matg(f)
0 Qo Qi —1
0 0 o?

Un endomorphisme est déterminé par sa matrice dans une base de E, donc

f2=onf =Te(f)f.

& Voir au besoin la
propriété (iv) du
théoréme 1.6.

& on peut également
effectuer un produit
matriciel et constater
que A2 = ay A.
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