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PREFACE

Mathématiques et biologie ne sont pas réputées faire bon ménage. .. Sans doute parce
que beaucoup d’approches des sciences du vivant sont qualitatives, se prétent mal a la
quantification. Peut-&tre aussi I’histoire personnelle des mathématiciens les rend-elle
méfiants vis-a-vis d’une réalité vivante si complexe, tandis que celle des biologistes
ne les pousse pas a « aimer les chiffres ».

Pourtant, a y regarder d’un peu plus pres, on voit bien que de nombreux croise-
ments existent dans des domaines un peu particuliers de la biologie : la génétique, la
dynamique des populations, en sont des exemples majeurs.

Ceux qui connaissent un peu Bruno Anselme le savent bien, il n’est pas homme &
se contenter des chemins tout tracés. Fin biologiste, il se passionne pour les mathé-
matiques et n’a de cesse de rapprocher ses deux disciplines de prédilection. Aban-
donnant I’exploration facile d’un domaine de savoir circonscrit, il aime a fouiner aux
interfaces, 1a ou, justement, les rencontres fécondes abondent. Le voila donc en pleine
déconstruction d’une limite disciplinaire que beaucoup estiment étanche.

Cet ouvrage n’est sans doute pas le premier a traiter de biomathématiques, mais
celui-ci est original par la largeur du champ biologique qu’il explore. Ainsi investit-il,
en plus des classiques déja cités, les domaines de 1’épidémiologie, de I’enzymologie,
des régulations, de la morphogenese, ou de la physiologie neuronale. En outre, cet
ouvrage est écrit par un biologiste passionné de mathématiques, tandis que le plus
souvent les auteurs sont des mathématiciens qui portent leur regard sur la biologie.

A un niveau trés expert, Bruno Anselme aborde des questions qui agitent la com-
munauté des pédagogues, celles que pose I’interdisciplinarité. A ce titre, cet ouvrage
est exemplaire et tombe a point nommé. Il illustre la richesse d’une démarche intel-
lectuelle que I’on cherche a promouvoir des le plus jeune age des éleves. Certes, bien
des paragraphes de 1’ouvrage seront difficilement utilisables en collége, du moins
directement. Mais ils pourront étre source d’inspiration. Et I’on peut parier que cet
ouvrage deviendra un livre de chevet pour tous ceux que ces approches passionnent.

Voici donc le fruit d’un travail érudit, approfondi, fouillé, qui suscitera la ré-
flexion. Ce travail considérable sera sans aucun doute dévoré avec gourmandise par
ses lecteurs.

Dominique Rojat
IGEN sciences de la vie et de la Terre
Groupe sciences et technologies du vivant, de la santé et de la Terre
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A Frangoise ; évidemment.

AVANT-PROPOS

BIOLOGIE PAR LES MATHEMATIQUES -
MATHEMATIQUES PAR LA BIOLOGIE

Ce livre trouve son origine dans ces années ou, jeune étudiant en classes prépara-
toires, je me prenais a réver que les mathématiques pourraient, a I’image de leur
contribution aux sciences physiques, apporter un regard pertinent sur la biologie. J’ai
toujours été persuadé que les mathématiques étaient une science de la nature, et pas
uniquement un outil d’observation de la nature.

Plus tard et jusqu’a aujourd’hui, comme professeur de SVT en classe préparatoire
BCPST, je suis resté convaincu que la biologie et les questions de la biologie peuvent
étre un moyen de faire découvrir des notions de mathématiques ; et qu’inversement
les mathématiques sont un moyen de décrypter certains systemes biologiques et de
découvrir des notions de biologie. Faire de la biologie par les mathématiques et faire
des mathématiques par la biologie.

J’ai beaucoup partagé ces préoccupations depuis que j’enseigne au lycée Fénelon,
avec mes collegues de mathématiques Sébastien Kerner et Martine Ginestet et plus
récemment Francis Denise. Nous avons ainsi pu expérimenter quelques pistes de dé-
marches transversales, tantdt dans nos cours respectifs, tantdt dans la réalisation de
travaux dirigés ou I’encadrement de projets. De nos échanges est venue la nécessité de
faire ce livre ; de faire le livre que j’aurais aimé consulter lorsque j’étais étudiant. Un
livre d’amateur : je n’ai pris aucune part, en aucune maniere, aux travaux présentés
ici; j’espere simplement éclairer sous un angle peut-€tre nouveau les connaissances
du lecteur.

L’essor des biomathématiques ces deux ou trois dernieres décennies a été considé-
rable ; pour autant, les modeles présentés ici ne sont pas nouveaux. Le lecteur trouvera
plutdt un panorama, une promenade entre biologie et mathématiques, a la découverte
des grands classiques. La difficulté mathématique a parfois été volontairement gom-
mée et certains résultats sont admis. Mais il ne faut pas perdre de vue qu’une maitrise
réelle des modeles proposés exige un aller-retour entre biologie et mathématiques et
suppose de bien comprendre les correspondances entre objet biologique et objet ma-
thématique. Il faudra donc peut-&tre parfois se référer a un cours de mathématiques.

Jai bénéficié, dans cette entreprise, du soutien et de 1’aide de nombreuses per-
sonnes et en premier lieu des éditions Dunod qui ont accepté d’accompagner le projet.
Des relectures impitoyables (c’est un peu énervant) et des critiques nombreuses (c’est
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énervant) et toujours pertinentes (c’est tres énervant) ont été faites par Louis Allano,
Roger Arditi, Avner Bar-Hen, Francis Dorra, Frédéric Hamelin, Franck Picard et
Laurent Pujo-Menjouet. Qu’ils soient ici chaleureusement remerciés.

Ceux qui connaissent Martine Ginestet savent la chance que j’ai eue de bénéfi-
cier de son amical soutien, de ses explications et démonstrations, de ses relectures,
conseils et corrections. Ceux qui ne connaissent pas Martine Ginestet n’ont pas de
chance.

Le livre vise un public assez divers. Les étudiants en mathématiques ou mathéma-
tiques appliquées trouveront des illustrations de leurs cours en analyse, en algebre
ou en probabilités, avec un niveau parfois facile mais couvrant I’ensemble licence-
master. Les étudiants de biologie en licence ou en BCPST seront surtout concernés
par les premiers chapitres de dynamique des populations (chapitres 1 a 5) et par le
chapitre 12 (génétique et génétique des populations), ou le niveau mathématique est
adapté. Ils trouveront également de nombreux échos a leurs cours de biologie dans
les chapitres traitant d’infection et de parasitisme (chapitre 7) de cinétique chimique
(chapitres 8 et 9) et de cellules nerveuses (chapitre 11), mais avec une difficulté ma-
thématique plus grande. Les autres chapitres s’adressent a des étudiants plus confir-
més et souhaitant aller plus avant dans la modélisation mathématique.
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MODELES CONTINUS
DE DYNAMIQUE POUR
UNE POPULATION
ISOLEE

Un modele démographique consiste en la description mathématique de la dynamique
d’une population. L’effectif d’'une population varie avec le temps. L’ objectif est de
parvenir a définir une fonction du temps qui représente le mieux possible cet effectif.
Le modele sera d’autant meilleur qu’il restera proche des données réelles de fluctua-
tion d’une population considérée.

1.1 DE L’ANALYSE D’UNE FLUCTUATION
A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Certaines especes vivantes présentent un cycle biologique qui justifie le recours a des
fonctions continues du temps. Dans ce cas, 1’objet mathématique adapté a la modéli-
sation de ces variations est I’équation différentielle. Nous verrons ici dans quels cas
un modele continu est adapté et ce que sont les équations différentielles que nous
utiliserons.

1.1.1 Modele discret ou modele continu?

Pour décrire 1’évolution démographique d’une population, nous avons besoin tout
d’abord de choisir le modele qui convient le mieux : modele de croissance discrete
ou modele de croissance continue.

a) Croissance discrete

De nombreux étres vivants ont un mode de reproduction rythmé. Par exemple, les co-
quelicots produisent des graines en été, puis meurent (figure 1.1). Les graines passent
I’hiver en vie ralentie, et une nouvelle population voit le jour au printemps suivant,
par germination de ces graines.

Autre exemple, de nombreux insectes produisent des ceufs qui passeront I’hiver,
alors que tous les adultes disparaissent a la mauvaise saison (figure 1.2). Le déve-
loppement est donc rythmé par des cycles clairement disjoints (et pas nécessairement
annuels) : de telles populations suivent une croissance par paliers, une croissance dis-
crete. Pour de telles populations, les effectifs sont donc les éléments d’une suite (i)
dont les termes ug, ug+1 représentent les effectifs de la population respectivement a
I’année k et a 'année k + 1 (figure 1.3).



Chapitre 1 - Modeéles continus de dynamique pour une population isolée

"'\ Graines

Printemps Ete Automne Hiver Printemps

Figure 1.1- Cycle biologique d’un coquelicot.

Lorsque de nouveaux individus sont formés au printemps, tous les individus de 'année
précédente ont disparu.
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Figure 1.2 - Cycle biologique d’une chenille processionnaire du chéne.

b) Croissance continue

De nombreuses especes, cependant, ont une croissance bien différente. Les généra-
tions peuvent se recouvrir. Les adultes ne meurent pas nécessairement tous au cours
de I’année £, et 1a population a I’année k + 1 comprend des individus nés cette année-
1, ainsi que d’autres individus nés a I’année k, a I’année k — 1, a ’année k — 2, etc.
Il y a donc superposition de plusieurs cycles, ce qui rend difficile I’approche par une
suite (figure 1.4).
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Figure 1.3 - Succession de générations sans recouvrement.
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1.1. De I'analyse d’une fluctuation a une équation différentielle
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Figure 1.4 - Evolution d’une population avec recouvrement des générations.

Plus encore, dans le cas, par exemple, de I’homme, la reproduction n’est méme
pas saisonnicre, et le recouvrement des générations interdit tout recours a une suite
numérique pour décrire 1’évolution de la population. Il en sera de méme pour des
micro-organismes (bactéries, levures. . .) qui se divisent régulierement.

1.1.2 Croissance et variation de croissance

Considérons la croissance de la population d’éléphants dans le parc national Kruger
en Afrique du Sud. En 1905, a la création du parc, seuls 5 éléphants étaient réperto-
riés. La création du parc a permis la protection de ces éléphants et leur population a
augmenté, jusqu’a un palier depuis les années 1990. Nous pouvons tout autant consi-
dérer une population de cellules de levure de biere en culture au laboratoire : une telle
culture atteint, elle aussi, un palier (figure 1.5).
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Figure 1.5 - Evolutions d’une population d’éléphants et d’'une population de levures.

L’unité est le logarithme des données dans le cas des levures.



Chapitre 1 - Modeéles continus de dynamique pour une population isolée

L’analyse de cette évolution semble assez simple. Au cours d’une premicre phase,
la population croit fortement et de plus en plus (c’est ce que montre la concavité de la
courbe, tournée vers le haut) : plus la population grandit, plus sa vitesse de croissance
augmente. Puis I’évolution s’infléchit et ’accroissement diminue, jusqu’a un palier
ou la croissance est nulle : a partir d’une certaine densité de population, la croissance
diminue puis s’annule. Il ressort de cette analyse que I’interprétation fait appel a la
description des variations du taux de croissance de la population. Une description
mathématique de cette population exige donc que 1’on puisse décrire I’effectif de la
population, et surtout les variations de sa croissance selon la valeur de I’effectif. L’ef-
fectif de la population est un nombre d’individus N qui varie en fonction du temps,
c’est-a-dire une fonction N du temps ¢. Le taux de croissance de la population est
alors la dérivée de cette fonction par rapport au temps N’(f) que I’on pourra égale-
ment noter dN/dt.

Notre analyse ci-dessus nous fait envisager que le taux de croissance dépend de
I’effectif de la population, c’est-a-dire qu’il y a une relation entre la valeur de N’ (¢) et
la valeur de N(#), une dépendance de N’(¢) vis-a-vis de N(¢). Une telle relation définit
une équation différentielle.

1.1.3 Equations différentielles

En mathématiques, une équation différentielle est une relation liant une fonction (ou
plusieurs fonctions) inconnue a ses dérivées. L’ordre d’une équation différentielle est
le degré maximal de dérivation de la fonction apparaissant dans I’équation. Notre pre-
miere analyse ci-dessus nous menera donc a définir une relation entre la fonction N
et sa dérivée premiere N’ : il s’agira donc d’une équation différentielle d’ordre 1.
Résoudre une équation différentielle consiste a déterminer une expression analytique
de la fonction inconnue. Cette solution permet alors de connaitre le comportement
du systeme étudié et de prévoir son évolution (dans le temps, dans le cas qui nous
intéresse ici).

1.2 LE MODELE DE MALTHUS
1.2.1 L’hypothése de Malthus

L’hypothese de départ de Thomas Malthus est tres simple. Il s’agit de considérer
que la production de nouveaux individus est proportionnelle au nombre d’individus
présents. En effet, pendant un intervalle de temps At, la variation AN de la population
est donnée par la différence entre les naissances et les morts :

AN = (B — D)At (1.1)
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1.2. Le modele de Malthus

avec B, les naissances par unité de temps et D les morts par unité de temps Il est
naturel de considérer que le nombre de naissances est proportionnel a I’effectif de la
population : B = b.N, de méme que le nombre de morts : D = d.N

AN = (b — d)NAt (1.2)

avec b la natalité et d la mortalité. Ou encore AN/At = (b — d)N. En faisant tendre At

vers 0, il vient :
dN
N =—=(b-d.N=rN
” ( ) r

N'(t) =rN (1.3)

Avec r = b — d le taux apparent d’accroissement de la population. La quantité
N’(t)/N est donc ici une constante. Elle s’exprime en inverse d’un temps. Il s’agit
du « nombre » de nouveaux individus que peut produire en moyenne chaque individu
de la population par unité de temps. Nous nommerons cette quantité N’(f)/N « taux
de croissance per capita », et nous retenons que, dans le cas du modele de Malthus,
ce taux de croissance per capita est une constante.

1.2.2 La croissance exponentielle

De I’équation différentielle (1.3), il vient naturellement la solution :
N(t) = Ny.e" (1.4)

Ny étant la valeur initiale de N, pour # = 0. On comprend que pour r = 0, la crois-
sance est nulle a toute date, et la population reste constante. Pour r < 0, la population
décroit exponentiellement vers 0, et pour r > 0, la population est I’objet d’une crois-
sance exponentielle. C’est ce dernier aspect que Malthus met en avant pour illustrer la
pression démographique que peut exercer une population. Pour Malthus, ce modele
est un argument économique dans une perspective pessimiste : il s’agit de montrer
que la croissance exponentielle de la population dépassera toujours la croissance li-
néaire de la production.

1.2.3 Démonstration et modélisation

Il est important, a ce stade, de bien faire la distinction entre démonstration et mo-
délisation. Nous pouvons démontrer mathématiquement que la fonction définie par
(1.4) est une solution de notre équation différentielle (1.3). Mais nous n’avons pas
démontré que la population d’éléphants du parc Kruger obéit a cette loi. Nous pro-
posons juste un modele : «En admettant que la population semble, a premicre vue,
obéir a I’équation (1.3), il est raisonnable de chercher a représenter son évolution par
la fonction définie en (1.4)».



