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Prefacio

La solución de muchos problemas en el campo de la ingeniería implica la construcción de modelos matemáticos en torno a fenómenos o sistemas físicos, para lo cual es muy frecuente el uso de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP), planteadas a partir de las ecuaciones de conservación (masa, energía o cantidad de movimiento).

No obstante, uno de los principales retos para la aplicación de dichos modelos consiste en la solución de estas EDP o de sus sistemas. Dada la imposibilidad de plantear soluciones analíticas para muchos de dichos modelos, las soluciones numéricas se muestran como la única posibilidad de materializar dichos modelos en aplicaciones científicas o de ingeniería. Existe una amplia variedad de métodos desarrollados para construir soluciones aproximadas, los cuales pueden clasificarse en métodos libres de malla (meshfree methods) y métodos con malla. Dentro de los primeros pueden citarse los métodos espectrales de colocación, el método SPH (por sus siglas en inglés, Smoothed Particle Hydrodynamics), el método de Galerkin sin malla, o el método de dinámica molecular, entre otros.

En cuanto a los métodos con malla, estos podrían definirse como todos aquellos que realizan una subdivisión del dominio de trabajo (elementos, celdas, volúmenes, etc.) con el fin de construir aproximaciones locales. En este grupo los métodos de mayor dinámica en su desarrollo son: el de las diferencias finitas, el de los volúmenes finitos, el de los elementos espectrales, el de los elementos de contorno, el de Galerkin discontinuo y el de los elementos finitos.

El método de los elementos finitos se enfoca en la construcción de soluciones locales a lo largo de subdivisiones (o elementos) simples como triángulos, cuadriláteros, tetraedros, etc., de modo que cada una de estas aproximaciones satisfaga la EDP y como ensamble garantice continuidad en la solución global. El origen del método se atribuye al trabajo de cinco investigadores, R. Courant, J. H. Argyris (Universidad de Stuttgart), M. J. Turner, R. W. Clough (Universidad de California en Berkeley) y O. C. Zienkiewicz (Universidad de Swansea), aunque fue este último quien formalizó el método y abrió un campo de trabajo en el tema. El primer libro de elementos finitos, The Finite Element Method in Continuum and Structural Mechanics, fue publicado por O. C. Zienkiewicz en 1957.

Dada la amplia variedad de características y comportamientos de las soluciones de las EDP (lo cual está asociado con las características y comportamientos de los diferentes fenómenos físicos modelados), resulta difícil hablar de un método universal que permita construir aproximaciones robustas para todo tipo de problemas. Con frecuencia, las fortalezas de un método dentro de un tipo de solución en particular se convierten en debilidades cuando se trata de enfrentar otro tipo de EDP. No obstante, el método de los elementos finitos, sin lograr ser un método universal, posee una gran versatilidad, la cual ha permitido usarlo en una amplia gama de aplicaciones de la mecánica de sólidos, de la transferencia de calor, de la dinámica de fluidos, del electromagnetismo, entre otras muchas disciplinas.

El presente libro, en su contenido, estructura y edición, es resultado de varios años de trabajo, investigación y enseñanza en el tema de los elementos finitos, así como de las críticas objetivas y comentarios de alumnos en esta asignatura. Este texto tiene por objetivo sentar las bases del método de los elementos finitos para su uso en diferentes tipos de EDP: elípticas, parabólicas e hiperbólicas. El desarrollo de los temas combina una formulación matemática consistente con aplicaciones clásicas de ingeniería, revisando ejemplos en campos de la transferencia de calor, la elasticidad (mecánica de sólidos) y algunos problemas puntuales de la dinámica de fluidos. El análisis de las formulaciones por elementos finitos para esta variedad de problemas abrirá las puertas para el estudio y el entendimiento de soluciones de otro tipo de problemas o formulaciones.

El texto inicia retomando algunos aspectos básicos de análisis funcional, los cuales se aplican a problemas de aproximación de funciones, empleando el método de residuos ponderados-Galerkin. A continuación se extiende el uso de este método para construir soluciones numéricas a ecuaciones diferenciales ordinarias unidimensionales. Se formulan elementos finitos tanto lineales como de orden superior y se analiza la continuidad de las aproximaciones obtenidas, particularmente para el problema de la viga de Euler. Adicionalmente se hacen algunas consideraciones sobre el costo computacional asociado a las soluciones de alto orden, la condensación estática y la implementación de aproximaciones con elementos jerárquicos.

Posteriormente, los análisis desarrollados son empleados para la solución de ecuaciones diferenciales parciales en dos dimensiones. En este punto, se plantean las consideraciones particulares del método de acuerdo con la naturaleza de la ecuación a desarrollar, es decir, según sea de tipo elíptico, parabólico o hiperbólico.

Se inicia con el análisis de problemas elípticos estudiando, formulando e implementando soluciones para problemas de campo escalar (ecuaciones de Laplace y Poisson). Se construyen aproximaciones empleando elementos triangulares en coordenadas globales, para luego introducir y desarrollar aproximaciones elementales empleando coordenadas locales, tanto para elementos triangulares como cuadriláteros. En la parte final de esta sección del libro se presentan consideraciones para construir aproximaciones con elementos de orden superior, tanto lagrangianos como serendípitos y de características especiales.

En la siguiente sección se analizan problemas en estado transitorio (ecuaciones diferenciales elípticas). Se presentan diferentes técnicas de integración temporal: Forward-Euler, Backward-Euler, Crank-Nicolson y Galerkin, las cuales son construidas mediante la combinación de residuos ponderados para el dominio espacial, y diferencias finitas para el dominio temporal. Finalmente, se deducen y analizan las condiciones de estabilidad para cada uno de los esquemas de integración temporal presentados.

Seguidamente se analizan soluciones con elementos finitos para ecuaciones diferenciales con términos no autoadjuntos (ecuación hiperbólica de primer orden), analizando los efectos de este término sobre la estabilidad espacial de la solución. A partir de las observaciones realizadas, se deduce e implementa una modificación requerida al método de Galerkin convencional, denominada Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG).

En la última parte del contenido se analizan las soluciones a ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales no-lineales. Se presentan diferentes técnicas para la solución de los sistemas algebraicos no-lineales generados, como los métodos de Newton-Raphson, de Newton-Raphson modificado y de Broyden.

Al final del texto se incluye una bibliografía que permitirá al lector complementar o profundizar en algunos temas específicos. Así también se encuentran referencias a las páginas web de algunos proyectos de software libre de elementos finitos, los cuales seguramente serán de mucha utilidad para el estudiante y el profesional.

Los autores


CAPÍTULO

– 1 –

Aproximaciones usando residuos ponderados

 

Este capítulo inicia con la presentación de algunos conceptos fundamentales del análisis funcional, así como con una introducción al método de los residuos ponderados, el cual es empleado para la aproximación de funciones.

Posteriormente, se extiende el método de los residuos ponderados para la construcción de soluciones a problemas de condiciones de contorno, considerando inicialmente el dominio completo del problema (para lo cual son usadas familias de polinomios como Legendre, Hermite, Chebyshev, Laguerre, etc., o familias de funciones trascendentales, llegando a series de Fourier), para luego formular soluciones en dominios discretos (empleando como funciones base los polinomios de Lagrange).

A continuación se presentan las consideraciones necesarias para construir formulaciones empleando elementos de orden superior (polinomios de Lagrange de segundo, tercer y más alto grado) y elementos jerárquicos. Un análisis simple permitirá evaluar el costo computacional asociado al uso de dichos elementos y formular una técnica algebraica para su reducción, denominada condensación estática.

Al final del capítulo se hacen algunas reflexiones sobre la continuidad de las aproximaciones discretas construidas, tanto con elementos lineales como con elementos de orden superior, y se analiza el problema de la viga de Euler, construyendo soluciones elementales del tipo C1 usando polinomios cúbicos de Hermite.

1.1Funcio iduos ponderados

Dado que en muchas de las técnicas numéricas para la solución de ecuaciones diferenciales, como los elementos finitos y los elementos espectrales, entre otros, se usan combinaciones lineales de funciones (linealmente independientes) para la construcción de aproximaciones, resulta importante plantear las definiciones de producto interno, ortogonalidad, ortonormalidad, espacios funcionales y conjuntos ortogonales, así como mostrar algunas bases polinomiales típicas (polinomios de Legendre, Laguerre, Hermite, etc.) con el fin de sentar los fundamentos teóricos de los métodos discutidos más adelante.

1.1.1 Espacio euclídeo

Formalmente, el espacio euclídeo puede verse con un espacio vectorial (Rn) normado. Desde una perspectiva pedagógica resulta mucho más simple comenzar planteando conceptos de norma y ortogonalidad para vectores en tres dimensiones, para luego extrapolar estos conceptos a espacios funcionales.

Considérense los vectores [image: image] y [image: image] en R3 (figura 1.1), cuyas componentes en un sistema coordenado cartesiano están dadas por


[image: image]



[image: image]
Figura 1.1 Vectores en espacio R3



Bajo la consideración de espacio euclídeo, la norma (o longitud) de estos dos vectores se expresa como


[image: image]


respectivamente. Adicionalmente, el producto punto (o proyección escalar) entre estos dos vectores se define, de acuerdo con un sistema coordenado cartesiano, como


[image: image]


Hay que tener presente que el producto interno entre dos vectores mide el ángulo entre estos. Resulta claro, entonces, que estos dos vectores serán ortogonales si α = 90°; es decir, si el producto punto resultante entre estas dos cantidades es nulo.

1.1.2 Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert (en ocasiones denominado espacio preHilbert) es una generalización del espacio euclidiano. Formalmente un espacio de Hilbert (como por ejemplo los espacios ℓ2 y L2) se puede definir como un espacio vectorial completo formado por funciones cuadrado-integrables en relación con cierta suma o integral, es decir, por funciones con una norma asociada al producto interno,



	[image: image]	(1.1)




Para que esta operación sea considerada rigurosamente como un producto interno, debe cumplir con cuatro axiomas básicos:

■ Simetría: [image: image].

■ Escalado: [image: image]

■ Aditividad: [image: image].

■ No negatividad: [image: image]. Y vale [image: image], si y solamente si, [image: image] = 0.

De acuerdo con este producto interno, la norma del vector está definida por


[image: image].


Considérese ahora un vector [image: image] (en Rn) formado por los valores de una función f(x) evaluada en conjunto de n puntos discretos. Haciendo que el número de puntos discretos, en los cuales se evalúa la función, tienda al infinito y teniendo en cuenta algunas consideraciones de teoría de la medida, la norma de este vector R∞ puede escribirse, siguiendo la definición de espacio de Hilbert (L2), como en



	[image: image]	(1.2)




donde w(x) es una función de ponderación con w(x) ≥ 0, la cual en muchas ocasiones es igual a la unidad1. Dicho de otra forma, el espacio L2 es un espacio de funciones que se verifica completo con respecto a la norma referida arriba. El espacio L2 está formado por el conjunto de funciones cuadrado-integrables en [a, b], es decir, por todas las funciones con una norma acotada de acuerdo con la expresión (1.2).

De forma similar, es posible introducir el producto interno de dos funciones f(x) y g(x) contenidas en L2. Este espacio está definido de acuerdo con la siguiente integral:


[image: image]


1.1.3 Otros espacios funcionales

Una vez descrito de forma simple el concepto de un espacio de Hilbert, resulta importante precisar que existen otros espacios funcionales que son usados en aplicaciones. El espacio de Lebesgue (Lp), por ejemplo, se define como un espacio normado completo (espacio de Banach) con una norma definida como2


[image: image]


Por tanto, el espacio de Hilbert L2 es un caso particular del espacio de Lebesgue  Lp. El espacio L∞ también puede ser definido. Otro espacio funcional es el espacio de Sobolev, espacio vectorial normado que define la norma de una función empleando la expresión:


[image: image]


Este conjunto de funciones es un subespacio de  Lp, formado por (clases de) funciones tales que sus derivadas3, hasta orden q, pertenecen también a  Lp. Se nota que para el caso p = 2 estos espacios son también espacios de Hilbert con producto interno sugerido por la definición de la norma.

La figura 1.2 muestra un esquema de los diferentes espacios funcionales, desde los más generales como el espacio de Hilbert, hasta otros más restringidos como el espacio de Lebesgue.


[image: image]
Figura 1.2 Espacios funcionales



1.1.4 Funciones ortogonales. Conjuntos ortogonales

Acudiendo a la definición de ortogonalidad de vectores en espacio euclídeo, dos funciones f(x) y g(x) pueden ser consideradas ortogonales en el intervalo [a, b], si el producto interno entre ellas, dentro del intervalo dado, es igual a cero, esto es:


[image: image]


Adicionalmente, si la norma de cada una de las funciones ortogonales es igual a uno, entonces se dice que las funciones son ortonormales, en este caso se tiene,


[image: image]


De acuerdo con el producto interno en L2, para fm y fn dado por


[image: image]


un primer ejemplo de un conjunto de funciones ortogonales es dado por

{1, cos (x) , cos (2x), cos (3x), . . . }

dado que, dentro del dominio [–π, π], para todo m ≠ n se cumple que


[image: image]


En la figura 1.3 se presenta una ilustración de estas funciones:


[image: image]
Figura 1.3 Algunas funciones del conjunto ortonormal {1, cos (x) , cos (2x), . . .}



Nótese que para este caso particular la función de ponderación empleada para la definición del producto interno es w = 1. De hecho, este conjunto de funciones ortogonales forma una base ortonormal del espacio de funciones L2 definido en el intervalo [0, π], comúnmente usada para construir la transformada de Fourier de una función dada. Más adelante se retomará el concepto de base.

Retomando nuevamente los conceptos provenientes de los espacios vectoriales, una base de un espacio vectorial se puede definir como un subconjunto de vectores [image: image]n pertenecientes al espacio vectorial, que cumplen con las siguientes condiciones:

■ Todos los elementos de [image: image]n son linealmente independientes.

■ Cualquier elemento del espacio puede ser escrito como una (única) combinación lineal de elementos del conjunto de vectores [image: image]n.

Y por supuesto, estas definiciones pueden ser llevadas a los espacios funcionales. Así pues, una base funcional de L2 (o una base de un espacio de funciones tipo L2) se define como un subconjunto (generalmente infinito) de funciones fn pertenecientes a L2, las cuales son linealmente independientes entre sí (esto es, dos a dos) y que permiten expresar cualquier otra función f(x) del mismo espacio, como una combinación lineal de funciones (posiblemente con infinitos términos) de la base, es decir,


[image: image]


Dentro de estas bases funcionales se destacan los conjuntos de funciones ortogonales y ortonormales, pues debido al teorema de Gram-Schmith cualquier base puede ser llevada a una base ortonormal. Es necesario aclarar también que un conjunto de funciones linealmente independientes no son necesariamente ortogonales, y que un conjunto de funciones ortogonales son necesariamente linealmente independientes. Aquí radica la importancia de los conjuntos de funciones ortogonales.

Otros conjuntos de funciones ortogonales bastante empleados en aplicaciones son:

■ Polinomios de Legendre: estos polinomios pueden ser definidos a través de la fórmula de Rodrigues,



	[image: image].	(1.3)




Una muestra de estos polinomios, construidos partir de la ecuación (1.3), son listados en la tabla 1.1 e ilustrados en la figura 1.4. Los polinomios de Legendre tienen la característica de ser ortogonales en L2 en el rango [−1, 1], de acuerdo con el producto interno definidos por:



	[image: image].	(1.4)




Tabla 1.1 Polinomios de Legendre



	n	Ln(x)

	0	1

	1	x

	2	[image: image] (−1 + 3x2)

	3	[image: image] (−3x + 5x3)

	4	[image: image] (3 − 30x2 + 35x4)

	5	[image: image] (15x − 70x3 + 63x5)

	6	[image: image] (−5 + 105x2 − 315x4 + 231x6)

	…	…





[image: image]
Figura 1.4 Polinomios de Legendre



■Polinomios de Laguerre: estos polinomios, trazados en la figura 1.5, pueden ser definidos a través de la ecuación



	[image: image].	(1.5)




La tabla 1.2 contiene una muestra de los primeros polinomios de Laguerre, deducidos a partir de la ecuación (1.5). Estos polinomios tienen la característica de ser ortogonales en el rango [0, ∞], de acuerdo con el producto interno definido por (1.6), es decir,



	[image: image].	(1.6)




Nótese que para este caso la función de ponderación es w = e−x.

■ Polinomios de Hermite: estos polinomios, ilustrados en la figura 1.6, pueden ser definidos a través de la ecuación



	[image: image].	(1.7)




Tabla 1.2 Polinomios de Laguerre



	n	Ln(x)

	0	1

	1	1 − x

	2	[image: image] (2 − 4x + x2)

	3	[image: image] (6 − 18x + 9x2 − x3)

	4	1/24(24 − 96x + 72x2 − 16x3 + x4)

	5	1/120(120 − 600x + 600x2 − 200x3 + 25x4 − x5)

	6	1/720(720 − 4320x + 5400x2 − 2400x3 + 450x4 − 36x5 + x6)

	…	…




La tabla 1.3 contiene una muestra de los primeros siete polinomios de Hermite calculados a partir de (1.7). Estos polinomios tienen la característica de ser ortogonales en el rango [−∞, ∞], de acuerdo con el producto interno definidos por (1.8), usando como función de ponderación w = e−x2, esto da la siguiente ortonormalidad:



	[image: image].	(1.8)





[image: image]
Figura 1.5 Polinomios de Laguerre



Considerando los anteriores polinomios y las definiciones de producto interno de cada uno, es importante mencionar que se debe hacer un análisis del dominio del problema a trabajar, con el fin de seleccionar la base polinomial (o cualquier otro conjunto ortonormal adecuado) que mejor se adapte al problema. Por ejemplo, si se trata de trabajar dentro de dominios periódicos, puede ser mejor considerar funciones sinusoidales o cosinusoidales. Si el dominio es acotado, puede resultar apropiado seleccionar como base los polinomios de Legendre o Chebyshev; asimismo, si el dominio es semiinfinito, entonces los polinomios de Laguerre son recomendables. Un resumen de funciones base y los tipos de dominio donde mejor se adaptan se muestra en la figura 1.7. También existen muchos otros sistemas de bases ortogonales que pueden ser útiles a la hora de considerar algunas aplicaciones determinadas, por ejemplo, funciones tipo wavelets, entre otras.


[image: image]
Figura 1.6 Polinomios de Hermite



Tabla 1.3 Polinomios de Hermite



	n	Hn(x)

	0	1

	1	2x

	2	−2 + 4x2

	3	−12x + 8x3

	4	12 − 48x2 + 16x4

	5	120x − 160x3 + 32x5

	6	−120 + 720x2 − 480x4 + 64x6

	…	…




1.1.5 Aproximación de funciones

Una de las aplicaciones más importantes de las bases funcionales se encuentra en el planteamiento de la transformada de una función f(x), lo que en palabras m


[image: image]






	[image: image].	(1.9)
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1.1.6 Aproximación de funciones empleando el método de los residuos ponderados
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1.1.7 Ejemplo 1.1: aproximación de funciones
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1.1.8 Ejemplo 1.2: aproximación de funciones
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1.2 Solución de ecuaciones diferenciales empleando el método de los residuos ponderados
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	A(ϕ) = L(ϕ) + p = 0	(1.21)







	B(ϕ) = M(ϕ) + r = 0.
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1.2.1 Debilitación de la ecuación de residuos ponderados
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1.2.2 Ejemplo 1.3: solución de la ecuación de conducción de calor unidimensional empleando el método de los residuos ponderados
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	[image: image]	(1.34)







	[image: image]	







	[image: image]
 [image: image]	(1.35)
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1.2.3 Ejemplo 1.4: solución de la ecuación de conducción de calor unidimensional empleando el método de los residuos ponderados sin residuos de Dirichlet
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1.3 Solución de ecuaciones diferenciales empleando el método de los residuos ponderados con subdominios





1.3.1 Ejemplo 1.5: planteamiento de la ecuación de residuos ponderados en su forma discreta para la ecuación de conducción de calor
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1.3.2 Polinomios de interpolación de Lagrange
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1.3.3 Ejemplo 1.6: formulación de un elemento ﬁnito lineal para la solución de la ecuación de conducción de calor unidimensional
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