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    Prólogo


    AProgramação Matemática ou teoria de otimização é o estudo sistêmico da matemática que lida com metodologias para minimizar ou maximizar uma função, seja linear ou não linear, sujeita ou não a restrições lineares e/ou não lineares. Os primeiros trabalhos nessa área têm como alicerce a álgebra e os mecanismos matemáticos, desenvolvidos pelo islâmico Abu Ja’far Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (780-850 D.C.) – por isso o nome do mecanismo “Algoritmo”. Estes fundamentos estão na base dos métodos e processos utilizados na inteligência computacional, em computadores e na criptografia. A tecnologia atual talvez não existisse, da forma como é, sem as contribuições de matemáticos como Al-Khwarizmi.


    Existem diversas técnicas usadas na Programação Matemática e cada uma com métodos baseados na formulação do problema ou nas equações utilizadas. Além do que, envolve modelos de funções e suas variáveis com diferentes características, seja de natureza determinística ou aleatória e que podem ser escalares ou vetoriais. Entre estas abordagens, estão: as tradicionais, as em desenvolvimento e aquelas que ainda nem surgiram. Com efeito, essa teoria é um processo sempre em atualização, principalmente, devido às suas aplicações, disseminadas em todas as áreas do conhecimento técnico-científico.


    Quando inserida no contexto computacional, esta formalização e sua aplicabilidade, tem como base um modelo levado a um algoritmo matemático computacional, implementado em uma linguagem de programação. Neste horizonte, o conceito de otimização está relacionado ao cálculo, à geometria, álgebra, probabilidade e com a programação, tendo em vista uma solução ótima local nos arredores de um ponto, ou ótima global, avaliando todo o espaço de busca do problema. De fato, trata da otimização por modelagem de funções, sejam estas solúveis ou não solúveis analiticamente.


    No desenvolvimento desse Livro, a programação Python foi adotada como ferramenta computacional. Sendo assim, é usada na modelagem das exemplificações, através de uma técnica e seu respectivo método de solução. Na Programação Linear foi usado o método Simplex Primal e Dual. Na Programação Não Linear, usou-se o método Gradiente descendente. No entanto, devido à grande variedade de ramificações na otimização de funções que envolvem não linearidade, tratou-se esse problema com auxílio da formulação teórica e computacional por Matriz Hessiana e Multiplicadores de Lagrange. De modo igual, é apresentada uma introdução aos mecanismos que se baseiam em processo por métodos probabilísticos. Entre estas modalidades de estrutura, estão: a Otimização Evolutiva, com Enxame de Partículas e Algoritmo Genético; e, Otimização Bayesiana, por inferência bayesiana em métodos sequenciais, tais como, Árvore de Parzen, Pesquisa Aleatória e Processo Gaussiano.


    Nessa conjuntura, assume-se que tanto a função quanto suas restrições, caso existam, são escalares e contínuas no domínio de análise. A busca por valores de mínimos é chamada na maioria das vezes, observando que as definições de conjunto mínimo e conjunto máximo, de uma função, são semelhantes. Efetivamente, isto implica em poder reverter à direção da otimização, sempre que uma função tem um mínimo, então, um máximo é o negativo dessa métrica. No mais, a formulação teórica do problema de otimização, em alguns casos, estará embutida no modelo matemático utilizado na programação, seja na descrição do algoritmo ou em uma biblioteca Python, específica ao método utilizado.


    Este Livro é uma homenagem póstuma ao Professor Dr. Carlos Leonidas da Silva Souza Sobrinho, que dedicou toda sua vida à Ciência e foi o nosso maior incentivador para a realização dessa obra.
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    Capítulo 1 - Máximos e Mínimos


    Otimização é a arte de obter a melhor solução entre as soluções viáveis. Portanto, qualquer técnica, método, modelo e seus respectivos processos, com intuito de otimalidade, estão no âmbito da Programação Matemática como uma extensão da teoria de máximos e mínimos em funções de uma ou várias variáveis. Ademais, ao tratar com um problema de Programação Matemática, é preciso lembrar que uma função requer uma igualdade que descreverá seu comportamento através de uma equação para relacionar elementos entre conjuntos. Assim, muitos dos problemas recaem em solucionar uma equação ou um sistema de equações.


    As funções e suas equações correlatas sejam algébricas, trigonométricas, exponenciais, diferenciais, ou de qualquer outra natureza constituem, pelo menos do ponto de vista prático, a parte central das técnicas de otimização. Igualmente, qualquer problema que possa ser solucionado através de números, seja de maneira analítica ou computacional, certamente será tratado, direta ou indiretamente, através de equações. Por conseguinte, equacionar um problema na busca de solução ótima é colocá-lo em um mecanismo que na linguagem cotidiana é conhecido como algoritmo.


    Este Capítulo descreve os conceitos básicos e teoremas da Teoria de Máximos e Mínimos [1].


    1.1 Funções de uma Variável


    Considere-se a função f : R → R, uma função de valor real de uma única variável real. Seja x a sua variável em um conjunto fechado X{a ≤ x ≤b} e seja f(x) definida para todo x dentro deste intervalo. A partir disto, a busca de um ponto de máximo ou de mínimo pode ocorrer na fronteira ou no interior de X. Assim, seguem as afirmações:


    1. Se existir um ponto x1 → X, tal que f(x1) ≤ f(x), então, f(x1) é um mínimo global em X;


    2. Se existe um ponto x1 no interior de X, tal que f(x1) < f(x) para todo x, em x1 – δ < x < x1 + δ, exceto para x = x1, admitindo que a ≤ x1 – δ, x1 + δ ≤ b e δ > 0, então, o valor de f(x1) é de mínimo local, sem importar quão pequeno possa ser o valor de δ.


    Exemplo 1.1: A Figura 1.1 mostra o gráfico de f(x) =x2+ 1, com x → X. Esta função tem ponto mínimo em x1 = 0 e f(x1) = 1. Neste intervalo, f(x) apresenta um mínimo, tanto local quanto global.


    
      [image: ]
    


    Figura 1.1 – Gráfico de f(x) = x2 + 1, com x → X.


    Exemplo 1.2: A Figura 1.2 mostra o gráfico de f(x) = x, com x → X. Esta função tem um mínimo global em x1 = –1 e f(x1) = –1, pois se encontra na fronteira de X.
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    Figura 1.2 – Gráfico de f(x) = x, com x → X.


    Exemplo 1.3: A Figura 1.3 mostra o gráfico de f(x) = –x4 + x2 + 1, com x → X. Esta função tem um mínimo global em x1 = –1 e f(x1) = –1. Dentro do mesmo intervalo, f(x) tem um mínimo local f(x2) = 1, em x2= 0.
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    Figura 1.3 – Gráfico de f(x) = –x₄ +x2+ 1, com x → X.


    Exemplo 1.4: A Figura 1.4 mostra o gráfico da função modular ou valor absoluto [image: ] , submetida a X. Esta função apresenta ponto mínimo, tanto local quanto global em x1 = 0 e f(0) = 0.
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    Figura 1.4 – Gráfico de f(x) = |x|, com x → X.


    1.2 Funções de Várias Variáveis


    Considerem-se as funções em que f : Rn → R é uma função no campo escalar, de n variáveis reais pertencentes ao espaço Rn, e retorna um valor real. Posto isto, suas diferentes formas ou características que possam apresentar, são os objetivos de estudos relacionados com funções de várias variáveis. No decorrer dos próximos Capítulos, essas funções serão usadas no campo escalar real de n-dimensões, sem a preocupação com a álgebra vetorial.


    Seja uma função definida para todo x = (x1, x2, ..., xn), em que x1, x2, ..., xn são todas variáveis independentes, assumindo derivadas parciais contínuas, com x em um domínio fechado D no Rn. Mas, antes de dar início à busca de máximos e mínimos no espaço n-dimensional destas definições, é conveniente estabelecer alguns critérios básicos, a exemplo, aqueles relativos à derivada, gradiente e diferencial, devido sua relevância ao estudo dessas funções. Por questão de facilidade na visualização gráfica ou mesmo de entendimento de algumas propriedades, este estudo se concentrará, na maioria das vezes, para os casos de n = 2 e n = 3.


    1. Derivada: Descreve a taxa de variação de f(x) em relação a x, ou seja, é o coeficiente angular da reta tangente ao seu gráfico. Para f’(x)= [image: ] , a matriz linha 1×n representa a declividade, correspondente a cada uma de suas derivadas parciais, em um ponto específico do gráfico. A informação sobre a derivada da função permite alcançar o extremo com menor número de avaliações da função, portanto, com melhor eficiência computacional.


    2. Gradiente de f(x) ou [image: ] : É um vetor que relaciona a taxa de variação da função com a taxa variação de cada uma de suas variáveis independentes. A vantagem de usar gradiente em vez da derivada é poder explorar as propriedades geométricas de um determinado conjunto X no Rn, pelo fato do gradiente ser um vetor. Note-se a correlação entre o gradiente e a derivada: o gradiente é a representação da derivada como um vetor linha 1×n. A aplicabilidade do gradiente é uma das mais importantes para o estudo de valores ótimos em funções de várias variáveis. Ainda assim, é extremamente dependente da inicialização, problema comum aos métodos determinísticos, pois a função precisa ser avaliada em muitos pontos, o que implica em alto custo computacional.


    3. Diferencial de f(x) ou [image: ] : De forma mais clara, seja uma função y = f(x1) diferenciável em x1, i.e., dy = f’(x1) dx1, na qual f’(x1) = [image: ] . No geral, por definição, ∆y ≠ dy, mas, assumem valores próximos na medida em que ∆x tende a zero, i.e., |∆y – dy| → 0 quando ∆x → 0. Devido à similaridade de valores discretos com o diferencial, o uso dessa definição é fundamental na programação discreta. Valores discretos fornecem uma boa aproximação na busca de pontos ótimos de uma função. Contudo, a derivada é o vetor diretor da reta que melhor aproxima a determinação de um ponto no gráfico da função (um ponto ótimo, por exemplo).


    A partir dessas considerações, podem-se estender as definições de mínimos globais e locais, para funções de várias variáveis. Por exemplo, admita-se que x* é um mínimo global, com f(x) ≥ f(x*) para todo x pertencente a um domínio fechado D. Então, x* será um ponto de mínimo local interior a D, se f(x) ≥ f(x*) para |x – x*| < δ, sendo δ um número positivo, de tal forma que todos os pontos x estão em D e ainda, [image: ].


    Exemplo 1.5: Seja a função f(x1, x2)= x12 + x22 +1. Esta função tem um mínimo em (0, 0). Então, x12 + x22 + 1 ≥ f(0, 0), i.e., x12 + x22 +1 ≥ 1 = f(0, 0), portanto, um valor de mínimo global.


    Exemplo 1.6: Tome-se a função f(x1, x2) = (x1 – 1)2 + (x2 – 1)2 – 1. Esta função tem ponto mínimo em (1, 1). Observe-se que (x1 – 1)2 ≥ 0, assim como (x2 – 1)2 ≥ 0, ou seja, (x1 – 1)2 + (x2 – 1)2 ≥ 0. Subtraindo uma unidade, em ambas as parcelas, tem-se (x1 – 1)2 + (x2 – 1)2 –1≥ –1, logo, f(x1, x2) ≥ –1= f(1, 1) é um mínimo local.


    Em algumas situações, os extremos locais são, também, globais. De certa forma, esses resultados podem ser observados, apenas por simples inspeção. Uma maneira mais elegante de verificação consiste em analisar a convexidade da função, uma vez que de forma suficiente, esta propriedade pode garantir a existência de mínimos ou máximos, sejam locais ou globais [2-6].


    1.3 Conjuntos Convexos


    Em um conjunto convexo, uma função pode se caracterizar por ser convexa ou côncava. De uma forma geral, um conjunto C no Rn é dito convexo quando dados dois pontos x1 e x2, pertencentes a C, pode-se traçar um segmento de reta, de tal modo, que todo ponto x no seu interior varia conforme x = βx1+(1−β)x2, com o parâmetro β no intervalo fechado {0 ≤ β ≤ 1}. Uma excelente abordagem sobre esse assunto pode ser encontrada em [2].


    Considere-se uma função real f de classe C1 (f é de classe C1, se suas duas derivadas parciais são contínuas) definida em um conjunto C, para qualquer par de pontos x1 e x2 no domínio de f. Neste contexto, tem-se:


    f(βx1+(1-β)x2) ≤ (βf(x1)+(1-β)f(x2).


    Para esta inequação de igualdade, a primeira parcela representa os valores dos pontos, no segmento da combinação linear, avaliados na segunda parcela. Ou seja, o gráfico de f está abaixo do segmento de reta que une o ponto (x1, f(x1)) ao ponto (x
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    1.4 Teste da Segunda Derivada
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