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APRESENTAÇÃO

			Este livro surge da necessidade em contribuir para a Didática da Matemática na formação inicial e continuada de educadores matemáticos, buscando preencher lacunas entre a Matemática da educação básica e ideias presentes no pensamento matemático científico. Percebe-se que há uma lacuna entre conceitos abordados no discurso da Matemática científica durante a formação de professores e o discurso da Matemática como tradicionalmente ainda é abordada, majoritariamente, na educação básica. A proposta, resultado de pesquisas bibliográficas, com base na metodologia da complementaridade para a Matemática apontada pelo pesquisador Michael Otte, propõe uma abordagem semiótica para a Matemática. Para isso, destacamos possibilidades de interpretações de conceitos fundamentais da Matemática em diferentes níveis, propondo a complementaridade entre sentidos e significados para a didática da disciplina por estímulo à interpretação de ideias matemáticas.

			Assim, esta obra propõe aos estudiosos da Matemática, principalmente para os que desejam comunicar o pensamento matemático, investigar a relação entre os aspectos de desenvolvimento simbólico formal da Matemática em seus sentidos e significados nos diferentes contextos históricos e filosóficos, considerando também a subjetividade do sujeito humano para descobrir possibilidades de comunicação da Matemática em níveis de interpretações distintos. 

			Dessa forma, propomos uma abordagem semiótica para a Didática da Matemática por uma complementaridade na circularidade de interpretações e representações, sentidos e significados1, pois esta nos revela um método para abordar Matemática como atividade simbólica, tornando-se, assim, uma janela de observação que precisa ser explorada.

			A autora

			


PREFÁCIO

			Este trabalho apresenta uma proposta de abordagem semiótica para a Didática da Matemática, com referencial no estudo das interpretações das representações de ideias e conceitos matemáticos. 

			As interpretações e representações sobre os paradoxos de Zenão carregam possibilidades por exploração de ideias e conceitos intrínsecos ao pensamento matemático atual, como a ideia de espaço e os conceitos de infinito e de continuidade, e, dessa forma, as aporias de Zenão inspiram a produção de novos signos, sentidos e significados. 

			Com base nesses fundamentos e, também, na evolução simbólica da matemática incluindo a superação desse paradoxo, é possível compreender a cognição e o conhecimento como um processo semiótico, e, nesse sentido, segundo os autores, a matemática sendo considerada uma atividade semiótica, parece traçar, como consequência, o caminho da didática da matemática como atividade semiótica. 

			Assim sendo, é possível visualizar a atividade semiótica na didática da matemática, explorada na circularidade das interpretações e representações matemáticas, quando conduzidas pela metodologia da complementaridade, seja entre raciocínios: abdutivo, indutivo, dedutivo, entre interpretações nas representações das ideias e conceitos matemáticos, que entre outras combinações, também destacam as visões estáticas e dinâmicas dessas ideias e conceitos. 

			Boa leitura.

			Tânia M. M. Campos
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INTRODUÇÃO

			O estudo que apresentamos neste livro é de natureza teórica e trata de uma análise de algumas das interpretações encontradas sobre os paradoxos de Zenão (Zenão de Eleia, século V a.C.),2 desde a Antiguidade até os dias de hoje, buscando compreender como diferentes interpretações ou, mais geralmente, como um olhar para o desenvolvimento simbólico da Matemática, com base na Semiótica, podem contribuir para a educação matemática. 

			Esses paradoxos representam a expressão de uma crescente dialética em torno dos fundamentos da Matemática, base para o pensamento científico desde aquela época. Essas aporias ficaram como as mais conhecidas representações do pensamento defendido pela escola de Parmênides, que promovia os debates reveladores de contradições no pensamento predominante, que era da escola pitagórica.3

			Para o debate em torno do problema, acrescentamos que os problemas levantados por Zenão dizem respeito a questões relacionadas ao pensamento humano, ao desenvolvimento do conhecimento e à produção de novos signos, sentidos e significados. Assim, para essa contribuição, partiremos no encalço da compreensão de como essas aporias − ou seja, um núcleo de situações e interpretações que criam uma tensão lógico-retórica e impedem que o sentido de um texto seja único, fixo − podem contribuir para a formulação de propostas para a educação matemática. Nossa metodologia se desenvolve rumo à busca da compreensão4 do problema, sob o princípio da complementaridade, considerando diferentes perspectivas e representações em torno do problema.

			Para alcançar esses objetivos, percorreremos três eixos de observação: a relação entre signo e objeto,5 que será inicialmente investigada a partir da ideia de mundo platônico, da visão de mundo de Aristóteles e, também, da revolução científica do século XVII, descrita por Michel Foucault; a relação entre signo e interpretante, investigada pelo olhar de Charles Peirce e Michael Otte; a relação entre signo e ideia, a partir das experiências de Piaget; além de uma breve incursão às perspectivas de Hofstadter, Kant e Hegel.

			Esses eixos de observação se estruturam da seguinte forma: no primeiro capítulo – “Conhecimento e realidade” – para observação da relação entre signo e objeto, apresentaremos o resultado de uma pesquisa de Dehaene sobre a compreensão numérica no cérebro humano e sobre como bases filosóficas do pensamento platônico e aristotélico ofereceram e oferecem bases para nossa interpretação do mundo. Um histórico do conceito de continuidade e do conceito de função, na Matemática.

			No segundo capítulo – “Foucault e a revolução científica” −, ainda em busca da relação signo e objeto, discorremos sobre concepções de filosofia hermenêutica, a interpretação e a representação. 

			No terceiro capítulo – “Paradoxo de Zenão: diferentes interpretações” −, descrevemos as contribuições de alguns autores que se debruçaram a interpretar questões relacionadas a esse paradoxo, cada um tomando para si uma determinada perspectiva, proporcionada pela evolução simbólica na ciência e na visão de ciência, em momentos e áreas do conhecimento diferenciadas.

			No quarto capítulo – “Noções sobre espaço” −, destacamos as relações entre ideia e objeto, relatando como a noção de espaço permeia todo o desenvolvimento científico desde a Antiguidade e que, ainda hoje, mostra-se tão complexa quanto necessária para o desenvolvimento da ciência, em seus aspectos intuitivos e/ou formais. Nesse capítulo, no subtópico: “Zenão, o espaço e o significado das coisas”, ainda sobre relações sobre signo e ideia, apresentamos dados de uma pesquisa realizada por Piaget e seus colaboradores, abordando questões sobre o desenvolvimento de noções sobre o contínuo e o descontínuo, desde a infância. Destacaremos a importância dessa noção, seus aspectos intuitivos e formais, para a elaboração de ideias sobre o contínuo e o descontínuo formalizado.

			No quinto capítulo – “A interpretação e a abordagem semiótica” −, apresentamos a semiótica de Charles S. Peirce, as categorias de sua fenomenologia e seus interpretantes ou interpretações. Esses interpretantes se apresentam, segundo esse teórico, em diferentes níveis de compreensão, que vão desde o pensamento atribuído ao sentimento puro até uma abstração formal. Peirce é considerado o lógico da semiótica.

			No sexto capítulo – “Michael Otte: a complementaridade na Matemática e o método da complementaridade para a educação matemática” −, apresentaremos a concepção de complementaridade, proposta como metodologia para contribuir com a análise às relações apresentadas. Destacaremos a complementaridade presente em momentos distintos do desenvolvimento da Matemática, no desenvolvimento da ciência e, por isso, apresentada neste testudo como metodologia para a educação matemática. Propomos os processos semióticos abordados, considerando tanto os aspectos qualitativos quanto os quantitativos na origem da produção de signos.

			No sétimo capítulo – “Uma epistemologia semiótica para a educação matemática” –, apresentamos um diagrama que propõe um sistema que articula as complementaridades citadas. Propomos incorporar a complementaridade entre o pensamento intuitivo e conceitual, retórico, lógico, aritmético axiomático, experimental e teórico etc., não de forma hierárquica, mas em uma circularidade.

			No oitavo capítulo – “Considerações e expectativas” −, fazemos considerações gerais sobre a metodologia da complementaridade, perseguida em todo o estudo, por compreendermos que a comunicação de uma ideia e o pensamento sobre essa ideia não estão conectados diretamente. A comunicação e o pensamento constituem, de forma autorreferencial, sistemas fechados que são estruturalmente acoplados, em vez de manterem uma interação direta um com o outro. Assim, buscamos uma continuidade no processo da comunicação das diferentes complementaridades, objetivando avançar rumo a uma abordagem semiótica para a educação matemática.

			


CAPÍTULO 1

			CONHECIMENTO E REALIDADE

			As explicações sobre o conhecimento científico são julgadas a partir de uma dada perspectiva, ou visão de mundo, e no contexto de uma determinada linguagem. Os discursos constituídos mediante essas explicações se apresentam como uma conexão essencial entre o sujeito e o objeto. Para uma abordagem semiótica, na educação matemática, precisamos considerar que toda teoria é uma perspectiva sobre uma realidade. Assim, a perspectiva filosófica é tão importante quanto a precisão lógica ou alfabetização matemática.

			Na visão de alguns dos gregos antigos, a ideia matemática6 da divisibilidade infinita de uma reta, proposta pelos pitagóricos, era incompatível com a visão de mundo voltada para a percepção do mundo físico que sustentavam. Nessa época, as refutações à ideia da divisibilidade infinita tomaram forma em quatro principais versões do paradoxo de Zenão, que ficaram conhecidas como: a dicotomia; Aquiles; a flecha; o estádio. Essas refutações, em forma de argumento, ilustravam os grandes debates de sua época.

			O argumento de Zenão, citado por Aristóteles7 (384-322 a.C.), aparece da seguinte forma: “As primeiras afirmações da não existência de movimento em uma área do planeta estão em que aquilo que está se locomovendo deve atingir o estágio do meio do caminho antes de atingir o alvo”.8 

			Assim, o primeiro dos quatro argumentos dessa época se baseou no fato de que, ao se considerar a existência de infinitos meios do caminho, está se afirmando que “se existe movimento, é necessário que uma coisa se movendo atravesse completamente um número infinito de coisas em um tempo finito”,9 e ainda:  

			Dado que todo intervalo é divisível até o infinito, é necessário que uma coisa em movimento primeiro atravesse a metade do intervalo sobre o qual está se movendo, e então, do todo. Mas antes mesmo de atravessar a metade do total do intervalo, a coisa deve atravessar metade dessa primeira metade, e novamente, antes, a metade desta. Se, portanto, as metades são infinitas porque é impossível tomar uma metade de tudo que é tomado, é impossível atravessar um número infinito de coisas em um tempo finito. Isso Zenão costumava tomar como autoevidente.10 

			O argumento anterior ficou conhecido na história como a dicotomia. O segundo argumento de Zenão, encontrado em Aristóteles, conhecido como Aquiles, é exposto da seguinte forma: 

			[...] em uma corrida, um corredor mais rápido nunca ultrapassará um mais lento, se ao mais lento foi dada uma vantagem de intervalo à frente, uma vez que o perseguidor deve primeiro chegar ao ponto onde o perseguido começou, de modo que o mais lento deve sempre manter a liderança. Esse argumento é o mesmo em princípio daquele anterior que depende da bissecção, embora difira dele com relação aos espaços com os quais temos de lidar que não são divididos em metades. O resultado do argumento é que o mais lento não é ultrapassado, prosseguindo ao longo das mesmas linhas como no argumento da bissecção.11 

			O terceiro argumento, conhecido como a flecha, é um efeito do que foi argumentado anteriormente, o qual permite afirmar que “uma flecha voando está em repouso, que resulta da assunção de que o tempo é composto por movimentos. Se essa assunção não é admitida como verdade, a conclusão não se segue”.12 

			O quarto argumento, ou o estádio, trata de uma questão, no mínimo, intrigante, porque envolve o conceito de equivalência entre conjuntos infinitos descrito, dessa forma, muitos séculos depois e que à época se apresentava como um grande conflito, da maneira que se segue: 

			[...] corpos iguais que se movem em direções opostas ao lado de corpos iguais, com velocidades iguais, em um estádio – uns do final do estádio, os outros do meio – pelo qual, segue-se daí, que a metade do tempo é igual ao seu dobro. A falácia consiste em exigir que um corpo viajando em uma igual velocidade viaja por um tempo passado igual a um corpo em movimento e um corpo do mesmo tamanho em repouso. Isso é falso.13

			Para melhor compreensão do conflito que se apresentava, esse argumento do estádio pode ser interpretado da seguinte forma: tomemos três segmentos de reta de igual grandeza – o segmento a, b e c −, compostos pela mesma quantidade de elementos indivisíveis – esses segmentos se encontram em um estádio, paralelos uns aos outros, (Figura 1). O segmento a permanece imóvel, enquanto os outros dois se movimentam em sentidos opostos, paralelos uns aos outros. Quando os segmentos a, b e c se encontrarem na forma da Figura 2, perceberemos que os segmentos b e c, em um mesmo tempo, percorreram metade do segmento a.

			Figura 1 – Segmentos paralelos
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			Fonte:  Monteiro (2015, p. 19)

			Figura 2 − A quantidade de pontos na metade de um segmento é igual à quantidade de pontos em todo segmento

			
				
					[image: ]
				

			

			Fonte: Monteiro (2015, p. 19)

			No entanto, analisando o segmento b em relação ao segmento c, percebemos que o segmento b percorreu todo o segmento c e vice-versa, nesse mesmo tempo. O argumento, segundo Zenão, admitindo a hipótese finitista, sugere que se fizermos coincidir os pontos nos três segmentos com os pontos do tempo que durou o movimento, chegaremos à conclusão de que a metade é igual ao dobro, pois, “num determinado momento, suposto indivisível, um único e mesmo elemento espacial deve passar diante de um ou dois elementos espaciais e, por conseguinte, ser igual tanto a um quanto aos dois elementos”.14 

			De acordo com a concepção de Brochard,15 os dois primeiros argumentos – Aquiles e a dicotomia – são dirigidos contra a continuidade e a divisibilidade infinita do tempo e do espaço. Os outros dois – a flecha e o estádio − contra a hipótese finitista, segundo a qual o tempo e o espaço são compostos por elementos últimos e indivisíveis.

			Neste estudo, quando nos referirmos ao paradoxo de Zenão, estaremos nos remetendo, principalmente, às interpretações denominadas Aquiles e dicotomia, por entendermos se tratar das duas interpretações, dadas por Zenão, mais divulgadas. Mas também, pretendemos aguçar noções do pensamento intuitivo sobre os elementos últimos e indivisíveis – que acreditamos ser fundamentais para a compreensão e o processo de desenvolvimento da Matemática. 

			Para nós, os paradoxos são um caminho para uma eterna busca da compreensão sobre o conhecimento humano. Acreditamos que os paradoxos de Zenão tratam de um problema do pensamento, não apenas de uma questão da realidade do movimento ou ação! 

			Entendemos que Zenão foi um pensador eclético, e para Diderot,16 “os ecléticos são, entre os filósofos, os que os soberanos são sobre a superfície da Terra, os únicos que permaneceram no estado de natureza, onde tudo era de todos”.17

			Para formar seu sistema, Pitágoras utilizou os teólogos do Egito, os gimnosofistas da Índia, os artistas da Fenícia e os filósofos da Grécia. Platão se enriqueceu com os despojos de Sócrates, de Heráclito e de Anaxágoras. Zenão pilhou o pitagorismo, o platonismo, o heraclitismo, o cinismo.18 

			Para Koyré,19 as objeções de Zenão à ideia da divisibilidade infinita não dizem respeito ao movimento como movimento, mas se referem a ele apenas na medida em que o movimento se desenvolve no tempo e no espaço. São essas duas entidades que consideramos essencialmente contínuas, como ideia ou mesmo objeto, mas que geram paradoxos quando são representadas numericamente ou quando são interpretadas por símbolos que não são objetos em si, como o faz Bolzano,20 com relação aos infinitos que servem de base aos paradoxos de Zenão. 

			Podemos analisar o paradoxo eliminando o tempo e nos limitar a considerar apenas o espaço, ou seja, as distâncias espaciais, as trajetórias e suas respectivas relações. Outra maneira, ainda mais radical, de interpretar nos permite fazer abstração da própria espacialidade como tal e só reter, como objeto de estudo, o quantum contínuo ou o próprio contínuo. 

			Quais seriam, essencialmente, as duas principais objeções que encontramos no cerne dos argumentos de Zenão? Koyré nos apresenta a seguinte análise:

			1. A distância, o caminho – não o caminho percorrido, mas o caminho que deve ser percorrido − é divisível ao infinito antes de qualquer medida e de qualquer movimento. Ele contém uma infinidade real de pontos. Se “compusermos” a reta como a “soma” de uma infinidade de pontos ou, pelo contrário, se a tratarmos como uma unidade dada e primordial, limitando-nos a ressaltar nela os pontos a título de elementos secundários, o resultado é o mesmo. Nos dois casos, trata-se do infinito real. Não temos necessidade do movimento e do movente: a reta geométrica nos coloca, já, em frente a todas as dificuldades da dicotomia. 2. Podemos, em princípio, estabelecer uma correlação unívoca e recíproca entre todos os pontos das trajetórias diferentes de dois móveis ou, mais genericamente, entre todos os pontos de dois segmentos de linha de comprimento diferente. É certo que, não mais do que no primeiro caso, agora também não se trata do movimento e dos móveis, mas única e exclusivamente das relações entre objetos geométricos, entre grandezas matemáticas. Os paradoxos, portanto, não têm um significado e um valor puramente foronômicos. Seu campo de aplicação é muito mais amplo: podemos constatar que no fundo eles se ocultam em todo teorema geométrico, em toda fórmula algébrica, em toda proposição aritmética. Para nos convencermos disso, basta traduzir os paradoxos de Zenão em linguagem matemática e apresentar alguns exemplos elementares.21

			Para exemplificar a amplitude de possibilidades do paradoxo de Zenão na Matemática e, portanto, para a análise na Didática da Matemática, Koyré interpreta os paradoxos da seguinte maneira:

			a) A dicotomia – Tomemos uma variável X entre os limites O e A. O argumento da dicotomia consiste em ressaltar que a variável deve percorrer numa certa ordem todos os valores compreendidos entre O e A; b) Aquiles – Duas variáveis estão ligadas pela relação Y = AX. A cada valor de X corresponde um valor de Y e um só, e reciprocamente. Entretanto, Y cresce mais rapidamente que X, até que, em definitivo, Y = X + A; c) A flecha – Traduzindo em linguagem matemática, o argumento da flecha significa simplesmente isto: todos os valores de uma variável são constantes; d) O estádio – Esse argumento mostra apenas que se pode estabelecer uma relação unívoca e recíproca entre todos os pontos de dois ou vários segmentos de linha – independentemente de sua grandeza respectiva. Isso é expresso pela fórmula Y = AX.22

			A proposta de uma abordagem semiótica para a Didática da Matemática tem por objetivo comunicar a Matemática à maneira crítica. Acreditamos que analisar pensamentos como o de Zenão, em diferentes perspectivas, amplia a possibilidade da promoção de sentidos e significados.

			1.1 A realidade, conhecimento matemático e o cérebro humano

			Para Dehaene,23 os seres humanos têm sido dotados pela evolução de uma competência suplementar, que é a habilidade de criar sistemas simbólicos complexos, além disso, “apenas o cérebro do homo sapiens adulto tem o poder de reconhecer que 37 é um número primo, ou de calcular aproximações para o número π”.24

			Dehaene acredita que os números adquirem vida própria e se tornam desprovidos de qualquer referência concreta a conjuntos de objetos concretos. Os números, na mente humana, passam a contribuir com construções cada vez mais abstratas. 

			Nosso cérebro, ao ser confrontado com uma tarefa para a qual não estava preparado por evolução, tal como uma multiplicação de dois dígitos, recruta uma vasta rede de áreas cerebrais, cujas funções iniciais são completamente diferentes, mas que, juntas, podem alcançar o objetivo almejado, ou seja, buscar meios para executar a tarefa que, nesse caso, envolve um sofisticado uso de símbolos. Dehaene afirma: 

			Algumas áreas do cérebro que, em outros primatas, parecem ser dedicadas ao reconhecimento de objetos visuais, adquirem, no ser humano letrado, um insubstituível papel, especializado na identificação de letras e agrupamento de algarismos.25

			Ainda mais, essas formas de identificação e agrupamentos não são estáticas. A história da Matemática dá uma ampla evidência de que nossos conceitos de número não estão congelados, ao contrário, estão em constante evolução. Mas se, por um lado, alguns objetos matemáticos, agora, parecem muito intuitivos só porque sua estrutura está adaptada a nossa arquitetura cerebral, por outro, por exemplo, muitas crianças encontram dificuldade em aprender frações, porque sua maquinaria cerebral resiste diante de uma concepção que, para elas, ainda é contraintuitiva. O que precisamos aprofundar são os pontos fortes e fracos de nossos circuitos cerebrais para potencializar nossas habilidades de promover desenvolvimento, considerando um contexto ou uma época. Dehaene acrescenta que, para otimizar as experiências de aprendizagem nas crianças, especificamente, precisamos considerar o impacto da educação, ademais, a maturação do cérebro está organizada por representações mentais, por isso, não podemos negligenciar seu componente cultural.

			Com relação aos nossos circuitos cerebrais, Dehaene apresenta a seguinte experiência com comparação de números com dois dígitos:

			Suponha que você tenha que decidir se 71 é menor ou maior do que 65. Uma abordagem racional seria, inicialmente, examinar apenas os dígitos mais à esquerda, 7 e 6, e notar que 7 é maior do que 6, concluindo que 71 é maior do que 65, mesmo sem considerar os dígitos mais à direita. Na verdade, esse tipo de algoritmo é utilizado pelos computadores para comparar números. Mas não é assim que o cérebro humano faz. Quando se mede o tempo que se leva para comparar vários números de dois dígitos com 65, uma curva contínua suave é encontrada. O tempo de comparação aumenta quando os números a serem comparados se tornam cada vez mais perto do número de referência, digamos 65. Ambos os dígitos da esquerda e da direita contribuem para este aumento progressivo. Assim, é preciso mais tempo para descobrir que 71 é maior do que 65 do que para chegar à mesma decisão no caso da comparação entre 79 e 65, embora o dígito mais à esquerda 7 seja o mesmo em ambos os casos. Além disso, as respostas não são desproporcionalmente retardadas quando as dezenas são alteradas: comparar 69 com 65 é apenas um pouco mais lento do que comparar 71 com 65, o que deveria ser muito mais difícil se estivéssemos considerando de forma seletiva, como dissemos inicialmente, apenas o dígito mais à esquerda. [...] A única explicação que posso dar é que o nosso cérebro apreende um numeral de dois dígitos como um todo, e transforma-o mentalmente em uma quantidade interna ou magnitude. Como nesta fase, ele esquece os dígitos precisos que levaram a essa quantidade.26  

			Há um componente intuitivo nas operações de comparação, feitas por seres humanos, que não é possível reproduzir nos computadores. É como se existisse em nosso cérebro um dispositivo que abstrai e lê a quantidade, que vai além do significado imediato dos símbolos. Esse autor se preocupa em investigar que nosso aparato biológico nos diferencia de computadores e, também, iguala-nos a alguns animais, como chimpanzés, na capacidade inata para a percepção de quantidades a uma forma própria.  

			Um sentido de espaço parece estar relacionado à percepção numérica presente na organização dos números em nosso cérebro. Alguns espaços intuídos podem proporcionar uma percepção mais ampliada ou não. 

			A reta de números que usamos para representar quantidades suporta claramente uma forma limitada de intuição sobre números. Ela codifica apenas números inteiros positivos e as suas relações de proximidade. Talvez esta seja a razão não só para a nossa compreensão intuitiva do significado de inteiros, mas também para a nossa falta de intuição a respeito
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