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	APRESENTAÇÃO

			Este trabalho nasceu da descoberta, como discente, da presença das transformações geométricas nas formas, nas imagens, nos volumes do dia a dia. Também da inquietação como docente, de levar os aprendizes a verem, neste mesmo cotidiano, a aplicação dos conteúdos teóricos ministrados em sala de aula.

			Assim, no ano de 2003, por meio do Proensino, programa para a melhoria dos cursos de graduação da então Proacad, iniciamos o Projeto “O Ensino da Geometria Projetiva através de Situações Práticas e com o Apoio de Ambientes Virtuais de Ensino”, no qual começamos a elaboração de textos e atividades que apresentassem aos alunos exemplos de utilização das transformações geométricas no mundo que nos cerca, além da geração de recursos para o uso em ambientes virtuais.

			Dando continuidade ao trabalho para uma aprendizagem significativa e contextualizada da geometria projetiva, então, participando do Programa de Apoio à Melhoria dos Cursos de Graduação, da Pró-reitoria de Graduação da UFPE, com o projeto “Analisando a Adequação dos Recursos de Ensino da Geometria Projetiva ao Estilo de Aprendizagem dos Alunos”, trabalhamos com discentes do curso de licenciatura em Expressão Gráfica (na época, denominado licenciatura em Desenho e Plástica), com o objetivo de pesquisar os processos de ensino e aprendizagem relacionados à construção do conhecimento sobre geometria na formação do licenciando, a partir da análise da adaptação ao Estilo de Aprendizagem (EA) dos alunos à utilização de recursos materiais, tecnológicos, humanos e culturais, dentro, ainda, da disciplina de Geometria Projetiva. Nele ainda se buscava conhecer a repercussão dessa melhoria para a aprendizagem em outras disciplinas, como a Perspectiva, que tem seu embasamento teórico fundamentado nas transformações projetivas. Esse projeto teve a duração de quatro anos e, a partir dele, muito se acrescentou a este conteúdo agora apresentado.

			Faço justa alusão de que o enxergar da utilização da teoria na prática deu-se durante as aulas ministradas pelo professor Paulo Vaz, na disciplina de Perspectiva. As dúvidas e indagações sobre os traçados da perspectiva eram respondidas pelo citado mestre, respaldadas na geometria projetiva e na geometria descritiva. Assim, a conexão teoria/prática tomava corpo.

			Ainda mencionamos a grande contribuição aos conhecimentos das homologias e seus produtos à orientação da monografia de conclusão de especialização — As Relações Projetivas no Sistema Cônico — realizada pelo Dr. Mário Duarte Costa.

			Destacamos que, quando estudamos, a partir do olhar teórico da geometria, as leis ou regras das transformações aplicadas às formas geométricas, damo-nos conta de como essa geometria está presente nas obras de arte, na arquitetura, na engenharia, no design. Os profissionais que lidam com essas áreas do conhecimento humano buscam a harmonia, a beleza e a plasticidade em suas criações. De modo intuitivo, eles fazem uso dessas transformações geométricas que dão, às imagens, aos objetos e às construções, o resultado procurado por esses indivíduos criativos e criadores do nosso cotidiano, do mundo que nos cerca.

			Neste trabalho, cada conteúdo teórico é abordado e ilustrado com aplicações do dia a dia. Também colocamos QR Code para dar o acesso ao leitor para desenhos realizados em geometria dinâmica por meio do software GeoGebra, a fim de que os conhecimentos sejam sedimentados a partir da comprovação da manutenção de propriedades das figuras nas respectivas transformações geométricas.

			O ano de 2022 é muito representativo por marcar os 200 anos de publicação do trabalho de Poncelet — Traite das Propietés Projectives dês Figures, em 1822 —, no qual ele revoluciona a geometria com sua observação de que certas propriedades das figuras se mantêm constantes, quando as figuras sofrem deformações por projeções. Essas propriedades são abordadas no nosso livro e dão conta da sua usabilidade para as perspectivas cônicas.

			Nesse mesmo ano, serão cumpridos os 150 anos da elaboração da classificação das geometrias de Félix Klein, feita em relação aos graus de generalidade crescente, conforme os grupos de transformações estudados, proposto em seu famoso “Programa de Erlangen”, de sua defesa de livre docência, em 1872, na Universidade de Erlangen.

			Esperamos, com este material, que os usuários passem a ver, no mundo real que os cerca, as transformações geométricas presentes na geração/concepção de imagens e/ou volumes nas mais diversas atividades de produção humana.

			Sandra de Souza Melo

			Recife, 2022
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			TRANSFORMAÇÕES GEOMÉTRICAS

			As transformações geométricas ocorrem no dia a dia do homem, sendo utilizadas por ele desde os tempos mais remotos, ainda que intuitivamente, sem uma teoria que as respaldasse.

			Os estudiosos — geômetras/matemáticos — perceberam e sistematizaram essas utilizações, ressaltando, verificando e comprovando suas propriedades.

			Hoje em dia existe uma tendência para estudar Geometria projetiva somente no campo teórico e, como outrora, muito associada a Geometria Analítica. Seus conceitos básicos de transformações projetivas, relações de secância têm tido trato mais analítico. (Bustamante, 1994, p. 42).

			No entanto, essas transformações geométricas das formas, dos objetos, são utilizadas no cotidiano, em trabalhos de design, em construções arquitetônicas, e estudá-las ligadas à prática é mais motivador para o docente e para o discente.

			Na organização espacial usada pelo ser humano, verificamos a existência de padrões de repetição/transformação das mais variadas formas.

			A cada momento, o homem busca as leis que regem a forma e suas possibilidades de transformações. Essas transformações, muitas vezes, têm como finalidade formar estruturas organizadas, que embelezam e estruturam o espaço e o bidimensional.

			As malhas bidimensionais também podem ser tratadas como formas de transformação de figuras por rotação, translação, rebatimento. Da mesma maneira, malhas tridimensionais podem ser consideradas como transformação de elementos.

			A Programação Visual classifica os elementos pelas igualdades e semelhanças: isometrias, homeometria, singenometria, catametria, heterometria e ametria (Arruda, 1981). As geometrias são classificadas, segundo Klein (1872), pelo seu grau de generalidade e estudam as seguintes transformações da forma: isometrias, semelhanças, afinidades, projetividades e transformações topológicas. De modo que essas classificações apresentam similaridades, se não na nomenclatura, na forma de seus elementos.

			1.1 Conceito de transformação

			Encontramos transformações no mundo em que vivemos a cada momento. Quando você pega um objeto qualquer e o move para qualquer outro lugar, há uma transformação geométrica que descreve o movimento da antiga posição para a nova (universidade federal do rio de janeiro, 2009). Essa transformação estabelece a relação entre a posição antiga e a nova. Salientamos que, na transformação, as figuras são consideradas “iguais”, [...] no entanto, isso não significa que a forma como o significado a ser atribuído à palavra “igual” é decidido seja completamente arbitrário: o critério de comparação pode mudar, mas as “regras” que o regem não mudam (XLA TANGENTE, 2008, p. 38, grifos do original).

			Segundo o Dicionário Aurélio (1993, p. 543): “Transformar v.t. 1 – dar nova forma, feição ou caráter a; mudar, modificar, transfigurar [...]”. Ainda podemos mencionar que o termo transformação, numa acepção semiológica ampla, pode ser entendido como uma função que, aplicada sobre um ente (abstrato ou concreto), resulta um novo ente, modificado (em sentido amplo) relativamente ao estado original. Nessa compreensão ampla, o novo estado pode eventualmente coincidir com o estado original (Wikipedia, 2003). Para o nosso objetivo em relação à geometria (algébrica e gráfica), é a correspondência unívoca (ou injetora) entre dois lugares geométricos, sendo equivalente na álgebra à função. O lugar geométrico transformando é o objeto da transformação, e o lugar geométrico transformado é a imagem.

			1.2 Notação

			Uma função é um caso especial de uma relação. Relação é um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento do par pertence a um dos conjuntos relacionados. Nas relações, não existem restrições quanto à lei de correspondência entre os elementos dos conjuntos. Já para as funções, é costume introduzir restrições, ou seja, uma lei. O conceito de uma função é uma generalização da noção comum de “fórmula matemática”. Funções descrevem relações matemáticas especiais entre dois elementos (objeto e imagem), x e y, onde y = f (x). O elemento x (objeto) é chamado o argumento ou domínio da função f, e o elemento y (imagem) que depende de x é chamado imagem de x pela função (transformação). Intuitivamente, uma função é uma maneira de associar a cada valor do argumento x um único valor da função f (x). Isso pode ser feito especificando por meio de uma fórmula, um relacionamento gráfico entre diagramas representando os dois conjuntos, e/ou uma regra de associação ou mesmo uma tabela de correspondência pode ser construída (PINHEIRO, 1974; Wikipédia, 2013). No caso gráfico, dizemos que o lugar geométrico A transforma-se em outro lugar geométrico B pela ação de uma transformação T e escrevemos simbolicamente: T (A) = B (T aplicado a “A” resulta em “B”), onde A será o objeto, e B, a imagem dessa transformação.

			1.3 Transformação bijetora

			Os tipos de funções podem ser classificados de acordo com o seu comportamento com relação à regra “uma única saída para cada entrada” (PINHEIRO, 1974). Desse modo, podemos ter funções ou transformações dos tipos: injetoras, sobrejetoras e bijetoras. As injetoras são as que cada elemento da imagem está associado a apenas um elemento do objeto, isto é, uma relação um para um entre os elementos do objeto e da imagem. No entanto, ressalta-se que pode haver mais elementos na imagem que no objeto da função. As sobrejetoras são as que todos os elementos da imagem estão associados a algum elemento do objeto. Em outras palavras, isso significa que o conjunto imagem é igual ao conjunto objeto. As transformações estudadas aqui são equivalentes a uma função bijetora, onde a função (transformação) é, ao mesmo tempo, sobrejetora e injetora, isto é, se todos os elementos do objeto estão associados a todos os elementos da imagem de forma “um para um e exclusiva”. Somente as funções bijetoras apresentam uma transformação INVERSA, pois qualquer número do objeto tem um único correspondente na imagem (injetora), e esse tem todos os seus valores relacionados uma única vez (sobrejetora). Assim, podemos estabelecer uma relação inversa, transformando a imagem em objeto, e o objeto em imagem. A expressão que representa essa troca é chamada de função inversa, representada por f -1(x) (Wikipédia, 2003). No nosso caso, a inversa de uma transformação T será chamada T-1, logo, se:

			T(A) = B, T-1 (B) = A

			Destacamos aqui que Pinheiro (1974) faz a observação de que: se dois conjuntos, J e L são iguais, isto é, se J ⊂ L e L ⊂ J, toda função bijetora f que associa os elementos de J e L é uma função bijetora em si mesma. Diz-se, então, que f é uma permutação em J. Tal transformação será vista em seguida.

			1.4 Transformação identidade

			É o processo que transforma um lugar geométrico em si mesmo. Todos os pontos do objeto correspondem a pontos sobrepostos da imagem gerada pela transformação aplicada à figura inicial, coincidindo em forma, medida e posição. É denominada I, logo:

			I x I –1 = I

			1.5 Produto de transformações

			Podemos aplicar, sucessivamente, várias transformações a um mesmo ponto ou objeto. Essa aplicação sucessiva pode ser chamada de produto ou combinação de transformações. Como as transformações deslocam objetos no plano ou no espaço, consequentemente, a posição final do objeto poderá ser, inclusive em alguns casos, obtida por meio de uma única transformação. Porém, devemos observar também se a ordem em que as transformações são efetuadas alteram a posição final do objeto, pois o produto de uma transformação, geralmente, não é comutativo. Para que o produto de transformações seja comutativo, é necessário que as transformações realizadas estabeleçam uma relação entre os elementos relacionados que seja, ao mesmo tempo, reflexiva, simétrica e transitiva (PINHEIRO, 1974).

			Logo, dados três lugares geométricos A, B e C se T1 (A) = B e T2 (B) = C, o produto de T1 por T2 é T3 tal que T3 (A) = C. Escrevendo-se T2 . T1 = T3, normalmente T1 . T2 = T4, tal que T3 ≠ T4.

			A regra adotada para que se estabeleça a ordem de aplicação das transformações ao objeto é que a primeira transformação fator que se aplica à figura objeto deve ser a última que se escreve na notação.

			Escrevendo-se T2.T1(A), como T1(A) = B, resulta T2 (B) = C. Logo T2.T1 (A) = C.

			Observe-se que T.T-1 = I, quaisquer que sejam T.

			Nessa combinação de transformações, podemos aplicar uma transformação T, n vezes a partir de uma figura objeto. Nesse caso, dizemos que temos uma transformação elevada a uma potência, e o resultado é Tn, potência n-ésima de T (Sanchez-Marmol; Perez-Beato, 1945; Pinheiro, 1974).

			Quando Tn = I, a transformação T é cíclica de período n, pois a combinação dessas transformações faz com que a imagem final volte a coincidir com a figura objeto

			
			
			
			
			
			
			
					o produto de TA . TB, quaisquer que sejam TA e TB dentro do conjunto, seja equivalente a uma transformação TT pertencente ao conjunto;

					as inversas de todas as transformações do conjunto também pertençam ao conjunto.
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