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				Prefacio

				A principios de 1988 llegué al Centro Atómico Bariloche (cab) con una beca de la Comisión Nacional de Energía Atómica (cnea) vin-culada a un proyecto tecnológico que, luego, cambió a una beca de doctorado. Mientras transitaba ese período, José (Pepe) Abriata, entonces jefe de grupo, me propuso que estudiara difracción de rayos X. Fue a partir de ese momento que fui periódicamente a la biblioteca a buscar la bibliografía pertinente y que no era abundante. 

				El lugar de trabajo tenía un muy amortizado difractómetro de rayos X de polvos marca Philips, y al poco tiempo quedé vinculado a él con algún grado de responsabilidad. Recordaba que en el sexto año de mi carrera de Licenciatura en Química en la Universidad Nacional de La Plata (unlp) había hecho un trabajo práctico de un día con un difractómetro del Centro de Investigación y Desarrollo en Ciencias Aplicadas (Cindeca, La Plata), aunque esa experiencia, en relación con aquel momento en el cab, solamente tenía el valor de resultar ser una simpática coincidencia. 

				El estudio de la difracción de rayos X requería un conocimiento de cristalografía, de modo que esa disciplina también fue incluida en mis estudios. En aquellas épocas, el furor ocasionado por los superconductores de alta temperatura era muy reciente, y los estu-dios de ciencia de materiales en muchos ámbitos de trabajo en el cab habían obligado a adentrarse en la cristalografía de compuestos cerámicos y de todo tipo de compuestos en general. Posiblemente la tradición cristalográfica estaba fundamentalmente atada a los estudios de metales y aleaciones. 
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				En 1989 fui a La Plata para tomar un curso de cristalografía en el Departamento de Física (unlp) con el profesor Dr. Oscar Piro, y eso resultó un factor muy relevante, por cuanto me permitió orientar mejor mis estudios personales futuros. Aprender cristalografía y difracción se consolidó como una verdadera necesidad que hasta la fecha es una pasión, que suele transformarse en obsesión frente a los fracasos. Otra de mis pasiones es la enseñanza, de modo que a medida que transcurrieron los años e iba aprendiendo (o creía que lo había hecho), trataba de transmitir a los miembros del grupo dichos conocimientos. Y hasta se llegaron a realizar unos pocos semina-rios internos en los que yo contaba todo aquello que me resultaba interesante e importante. 

				A uno de esos seminarios, durante 1995, asistió el Dr. Jorge Alberto González, proveniente del Instituto de Investigación en Tecnología Química (Intequi, San Luis), quien estaba haciendo una corta estan-cia en el grupo. Y me preguntó si podía ir a la Universidad Nacional de San Luis (unsl) a dar un curso de cristalografía y difracción, lo cual en ese momento quedó como una expresión de deseo de ambas partes. A principios de 1996, di cinco clases del tema «simetrías cris-talinas», como parte del Curso «Cristalografía de rayos X», dictado en el Instituto Balseiro (ib, Universidad Nacional de Cuyo) por el Dr. Oscar Piro. A mediados del mismo año, finalmente, dicté en la unsl el curso «Introducción a la Cristalografía (geométrica, estructural y de rayos X)». Posteriormente, en 1999, di en el IB por primera vez la materia de posgrado «Introducción a la Cristalografía y a los Métodos de Difracción», que continuó brindándose, casi de manera anual, hasta la fecha. También tuve la posibilidad de dictar cursos similares en la unsl (2002, 2009, 2016 y 2019) y en el (entonces) Instituto de Ciencias Básicas de la Universidad Nacional de Cuyo (2011). 

				En el transcurso de mi tarea de estudio, los apuntes manuscritos terminaron «cristalizando» en un apunte sobre cristalografía, cuya primera versión fue terminada en 2005 y que luego fue objeto de algunas correcciones hasta 2017. Este apunte fue concebido como notas para mí mismo, aunque fue compartido con los estudiantes. En él pude plasmar la estrategia de mi autoaprendizaje que, desde sus inicios, recurrió a un estudio previo y bastante completo de la 
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				cristalografía bidimensional (y, en paralelo, una difracción bidi-mensional). Mi recorrido por Planilandia fue llevado al extremo y no solamente como ocasional analogía. 

				Durante los últimos años, consideré la posibilidad de que el apunte se transformara en un texto que bien puede emplearse para estudio, consulta o para basar en alguna medida el dictado de cursos bajo el enfoque didáctico mencionado (incluso, para diseñar alguna asigna-tura especial de grado en carreras afines). Viendo ahora cercano el retiro laboral (formal), creo que ha llegado el momento de finalizar el extenso trabajo que supone esta empresa. Si bien el apunte fue la base, el presente texto tiene una estructura renovada. He deci-dido tratar temas fundamentales con algo de detalle, mientras que otros temas más complejos son introducidos con poco alcance con el objetivo de mostrar solo la vinculación conceptual y temática, a la vez que servir de estímulo para algunas profesiones particulares dentro del área de la ciencia de los materiales. Como elemento de motivación, he elegido para el trayecto lógico aquel que parte de la observación de la morfología de los cristales, para luego presentar el sustento desde las concepciones estructurales. 

				En cuanto a los destinatarios, el presente texto es apropiado para todas aquellas personas que estén vinculadas con disciplinas que necesiten de la visión estructural de los sólidos, que actualmente, además de áreas como la física, la química, la mineralogía, también abarca las disciplinas de la vida como la biología y la medicina. Lectores de diferentes disciplinas podrán encontrar, además de las bases conceptuales generales, la introducción a algún tópico específico.

				Deseo agradecer a todos los colegas y estudiantes, por obra de quienes he aprendido muchas cosas y he podido corregir algunos errores conceptuales. Espero que el lector de este libro encuentre algo útil en él. Aunque más no sea un simple pasaje esclarecedor. Ya con eso me doy por satisfecho.

				J. J. A. G.San Carlos de Bariloche, 1 de julio de 2022.julio.andrade.gamboa@gmail.com
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				Introducción

				Bajo ciertas condiciones, tanto en procesos sintéticos como natura-les, los sólidos pueden formar cristales. Los cristales son objetos de forma poliédrica (Figura 1), es decir, exhiben un conjunto de caras planas. Estas caras, además, se muestran prolijamente dispuestas exhibiendo simetrías. Los cristales naturales provienen de diver-sos minerales de la corteza terrestre, han llamado la atención de la humanidad desde siempre y pueden encontrarse en algún stand de una feria callejera.

				Figura 1. Algunos ejemplos de cristales: pirita (a), cuarzo (b) y calcita (c)

				El término cristal proviene del vocablo griego krýstallos (κρύσταλλος), en cuya lengua significaba antiguamente hielo. Se empleaba también para designar al cuarzo, ya que se creía que se trataba de agua conge-lada a temperatura ambiente. La disciplina que estudia los cristales 

				
					[image: ]
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				se llama cristalografía,1 y abarca muchos ámbitos de conocimiento: mineralogía, matemática, física, química, etc. Suele clasificarse, de acuerdo con el aspecto particular que trate, en geométrica (estudio de la forma externa de los cristales), estructural (descripción de la simetría del arreglo interno), química (descripción de la disposición y naturaleza de las unidades estructurales) y física (interpretación de las propiedades físicas de los materiales cristalinos).

				Morfología externa de los cristales (un poco de historia)

				La existencia de cristales como cuerpos poliédricos sugiere la inter-vención de alguna «fuerza directora». No es posible creer en una simple casualidad de la naturaleza. Mucho menos aún puede ser casualidad la existencia de formas simétricas. A su vez, otros com-portamientos de los sólidos cristalinos –sus propiedades mecánicas, eléctricas, ópticas, etc.– también exhiben un comportamiento simé-trico. Entonces, no cabe duda de que el origen de estas características se debe no solo al tipo de unidades estructurales sino también a una particular disposición espacial de ellas. El hielo posee las mismas unidades estructurales que el agua líquida (moléculas H2O) y, sin embargo, solo el primero muestra propiedades que dependen de la dirección, debido a cierto ordenamiento de las moléculas, en contraste con la distribución caótica en el líquido. Por otro lado, para algunos sólidos también puede haber distribución irregular de las unidades estructurales. Estos son los sólidos no cristalinos o amorfos.

				Antes del reconocimiento de la teoría atómica de la materia, se suponía que las unidades estructurales de los cristales eran objetos muy pequeños. En 1665, Hooke2 propuso que se trataba de glóbulos 

				
					1	El primer uso del término cristalografía relacionado con el estudio de los cristales se debe al médico y químico suizo Maurice Cappeller (1685-1769), en 1723. 

					2	Robert Hooke (1635-1703). Científico inglés.
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				esféricos. En 1690, Huygens3 sugirió que la mínima porción de un cristal era un elipsoide de revolución, mientras que, en 1783 Haüy,4 luego de arrojar intencionalmente –y simulando un accidente– un cristal de calcita de la colección de un amigo (Phillips, 1972), planteó que los romboedros de ruptura, obtenidos de manera sucesiva y de tamaño decreciente, indicaban que la mínima porción sería un romboedro infinitamente pequeño (Figura 2). Él generalizó para otros tipos de minerales que la unidad estructural mínima era un paralelepípedo compatible con la geometría externa del cristal. En ese entonces, mientras Haüy fundaba las bases geométricas de la cristalografía –y perdía amigos–, estaba naciendo con características científicas modernas la teoría atómico-molecular. De aquí que Haüy haya denominado a sus paralelepípedos moléculas integrantes. Esta idea tuvo mucha aprobación, dado que las distintas morfologías cristalinas podían reproducirse por apilamiento de cubitos, prismi-tas, etc. Por ejemplo, la intuición nos da una rápida comprensión de cómo construir un cubo grande con cubos pequeños y, con un poco de ingenio, con cubitos se pueden construir tetraedros y octaedros (Figura 3). Pues entonces, y en relación con la mínima porción de un cristal, ¿quién podría haber pensado en otra cosa?

				Figura 2. Ruptura de cristales de calcita (a). Haüy con un cristal de calcita en sus manos y midiendo el ángulo entre caras con un goniómetro de contacto (b)5

				
					3	Christiaan Huygens (1629-1695). Astrónomo, físico, matemático e inventor neerlandés.
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				Figura 3. Construcción de morfologías de cristales a base de «moléculas integrantes» cúbicas. A la izquierda, un octaedro; a la derecha, un tetraedro

				Cuando, a mediados del siglo xix, la teoría atómico-molecular logró la aceptación por parte de la comunidad científica, los cristalógrafos tuvieron que…  pensar en otra cosa. Fundamentalmente, debieron aceptar que algo tan compacto como un sólido, a nivel submicros-cópico estaría lleno de espacios vacíos, a raíz de que la estructura debería formarse por apilamiento de objetos muy diferentes a los paralelepípedos de Haüy. 

				Por fortuna, y más allá de toda interpretación antigua sobre la composición íntima de los cristales, los desarrollos de la cristalografía geométrica, previos a los avances de las concepciones estructurales modernas, constituyen una base vigente para la cristalografía actual.

				En este texto vamos a presentar los aspectos introductorios de la cristalografía, tomando como partida la cristalografía geométrica y como destino principal las concepciones estructurales.

				La cristalografía posee un marco de argumentación complejo, que es la teoría de grupos. El enfoque elegido aquí para el desarrollo de los conceptos no empleará de manera muy formal y abstracta esta teoría matemática y, fundamentalmente, se apoyará en justifica-ciones geométricas simples. 

				Queda el lector invitado a iniciar un recorrido por los conceptos básicos de la cristalografía.

				4	René-Just Haüy (1743-1822). Mineralogista francés, considerado el padre de la cristalografía. Su apellido se pronuncia auí.

				5	Imagen de dominio público (https://library.si.edu/image-gallery/73037) Smithsonian Libraries. Portrait of René Just Haüy. Engraving by Riedel, published by Gebr. Schumann. After Felix Massard, 1773.
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				Planilandia
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				El estudio de la cristalografía exige el manejo de la geometría del espacio tridimensional, tarea que, al principio, puede resultar algo dificultosa. Afortunadamente, la gran mayoría de los con-ceptos de la cristalografía se pueden desarrollar en dos dimensiones. De más está decir que el estudio de una cristalografía 2-D, para nosotros (seres 3-D), es mucho más sencillo. Por lo tanto, en esta primera parte (capítulos 1 a 3), y como estrategia didáctica, antes de entrar al mundo tridimensional vamos a realizar una extensa visita a Planilandia.1

				
					1	Edwin A. Abbott (1838-1926). Profesor, escritor y teólogo inglés. Nos referimos a su obra Fatland: A Romance of Many Dimensions (1884). Edición en español: Planilandia, una novela de muchas dimensiones (1999). Traducción de José Manuel Álvarez Flórez. Palma de Mallorca, José J. de Olañeta Editor. Novela de ciencia ficción –quizás una de las primeras del género– en la que el autor realiza una crítica a la sociedad inglesa de su época a base de castas sociales de un mundo bidimensional.
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				1Cristalografía geométrica en Planilandia

				1.1. Empecemos de cero

				En Planilandia podemos encontrar cristales, ya sea los formados en la naturaleza, los obtenidos en los laboratorios de los científicos planilandeses o los de los estudiantes que participan en los concursos de crecimiento de cristales. Dichos cristales son figuras que exhiben aristas en disposiciones simétricas, formando bonitos polígonos, como se ejemplifica en la Figura 1.1. 

				Figura 1.1. Algunos cristales planilandeses
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				Un completo estudio de la cristalografía geométrica bidimensional permitió establecer que, si bien las formas geométricas pueden ser infinitamente variadas, no existen infinitos tipos de cristales desde el punto de vista de la simetría. Cada tipo de simetría da lugar a una clase cristalográfica. Veamos cuántas y cuáles son estas clases.

				1.2. Clases cristalográficas 2-D

				La simetría es una propiedad de la que todos tenemos alguna idea. Por ejemplo, en la Figura 1.1, advertimos que el cristal «b» puede dividirse con una línea horizontal por los puntos medios de los segmentos verticales para generar dos partes, que son, cada una, imagen especular de la otra. Esta línea, o un plano perpendicular al cristal y que lo corte en dicha línea, es un elemento geométrico que permite definir la operación de simetría de reflexión. El plano men-cionado es, entonces, un plano de reflexión. La operación de reflexión permite obtener una situación idéntica a la inicial. En general, una operación de simetría es un movimiento en el espacio, real o ficticio, al cabo del cual se obtiene una imagen indistinguible de la inicial. Así, si el cristal «e» de la Figura 1.1 se rota 180° alrededor de su centro (punto de intersección de las diagonales), se logra la misma vista. Esta operación de simetría es una operación de rotación y puede imaginarse en virtud de la existencia de un eje perpendicular al cristal pasante por su centro. Asimismo, el cristal «d» de la Figura 1.1 muestra la existencia de un eje (perpendicular al plano) pasante por su centro, alrededor del cual los movimientos de rotación de 90° generan vistas totalmente equivalentes. Este cristal también exhibe planos de reflexión pasantes por el centro, unos perpendiculares a las aristas y otros pasantes por los vértices. 

				Los movimientos involucrados en las operaciones de simetría están restringidos a las dos dimensiones del espacio planilandés. Quedan «prohibidas» operaciones –que bien podríamos hacer nosotros– empleando la dimensión restante del espacio tridimen-sional, pero que, por otro lado, estarían fuera de la comprensión de los planilandeses. 
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				Las operaciones de simetría de rotación involucran diferentes ángulos. En general, se define el orden n de un eje de rotación, si el ángulo de giro es de 360°/n. El caso de rotación trivial es el correspondiente a n = 1, y que, por ejemplo, es la única operación de simetría realizable sobre el cristal «c» de la Figura 1.1. A partir de estas pocas consideraciones, en la Figura 1.1 también podemos advertir que los elementos de simetría del cristal «a» –dos planos de reflexión perpendiculares y un eje de rotación de orden 2 en la intersección de estos– son los mismos que los del cristal «f». A pesar de su diferente geometría, se dice que ambos cristales pertenecen a la misma clase cristalográfica. 

				El trabajo sistemático de clasificación de cristales en clases arrojó un resultado empírico llamativo: nunca se han encontrado cristales que exhiban simetría rotacional de tipo pentagonal, heptagonal, octogonal, etc. Es decir, no se han observado cristales que muestren ejes de rotación de orden 5, 7 o superior: solo es posible n = 1, 2, 3, 4 y 6. Este hecho restringe el número posible de clases a un valor finito, tal como se anticipó al término de la sección anterior. Para establecer cuáles son las clases cristalográficas 2-D, es necesario considerar que, si bien un cristal puede poseer más de un elemento de simetría, quizás no toda combinación de elementos de simetría dé una posible descripción para un cristal. Para trabajar en esto es conveniente adoptar representaciones gráficas para los elementos de simetría. La Tabla 1.1 muestra las representaciones convencio-nales de los elementos de simetría permitidos por la naturaleza planilandesa. El símbolo de un eje de rotación se coloca en el punto de su intersección con el plano de Planilandia. 

				
					Tabla 1.1. Representación gráfica de los elementos de simetría 

				

				
					Elemento

				

				
					Representación

				

				
					Eje de rotación de orden 2
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					Eje de rotación de orden 3
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					Eje de rotación de orden 4
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					Tabla 1.1. Representación gráfica de los elementos de simetría 

				

				
					Elemento

				

				
					Representación

				

				
					Eje de rotación de orden 6
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					Plano de reflexión
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				A los efectos de encontrar alguna característica abstracta –es decir, no material– asociada a los elementos de simetría de un cristal, tomemos como ejemplo la clase del cristal «e» de la Figura 1.1 y analicemos –obviando al cristal «e»– el efecto, sobre los puntos del espacio de Planilandia, de la sola presencia de un eje de orden 2 perpendicular al plano. 

				Figura 1.2. Efecto sobre un punto del plano de un eje de orden 2

				Esto se muestra en la Figura 1.2. Si se aplica una rotación de orden 2 al punto A, se obtiene el punto B y viceversa. Se dice que A y B son equivalentes por simetría de rotación. Si usamos el número de orden n para representar la operación de simetría –en virtud de la exis-tencia del eje de rotación–, e indicamos como np(A) la acción de la operación de simetría de rotación sobre un punto A, tendremos que 21(A) = B y 21(B) = A. De aquí se deduce que 21(21(A)) = A, por lo que la aplicación sucesiva de dos rotaciones de orden 2 es equivalente a la operación trivial de no realizar ningún movimiento. Toda operación de este tipo se llama identidad, E, y la combinación de rotaciones sucesivas se describe como producto: 21×21 = 22 = E. Esta situación de poseer elementos (operaciones de simetría) y una ley de interacción 
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				(multiplicación) entre ellos, permite construir la llamada tabla de multiplicación.1 Para el caso de la Figura 1.2, dicha tabla es:

				
					2

				

				
					E

				

				
					21

				

				
					E

				

				
					E

				

				
					21

				

				
					21

				

				
					21

				

				
					E

				

				En esta tabla de multiplicación se han colocado en filas y columnas las operaciones de simetría y, en las intersecciones, los resultados de la combinación (multiplicación) de operaciones. Cuando es posible escribir una tabla de multiplicación –es decir, cuando definido un conjunto de operaciones de simetría, las combinaciones de estas también pertenecen al conjunto–, se dice que se posee un grupo2 –en sentido matemático– de operaciones de simetría. De manera un poco más formal:

				Dados a1, a2, a3,… elementos pertenecientes a un grupo G,

				Si ai y aj pertenecen a G, entonces ai×aj = ak pertenece a G.

				Existe el elemento identidad E. 

				Existe ai−1 (el elemento inverso) tal que ai×ai−1 = E.

				y la correspondiente tabla de multiplicación es:

				
					G

				

				
					a1

				

				
					a2

				

				
					…
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					a1

				

				
					a12

				

				
					a1×a2

				

				
					…

				

				
					a1×an

				

				
					a2

				

				
					a2×a1
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					…

				

				
					a2×an

				

				
					:

				

				
					:

				

				
					:

				

				
					:

				

				
					:

				

				
					an

				

				
					an×a1

				

				
					an×a2

				

				
					…

				

				
					an2

				

				
					1	También llamada tabla de Cayley, en referencia al matemático inglés Arthur Cayley (1821-1895).

					2	La naturaleza de los elementos de un grupo es variada. Por ejemplo, los números naturales y la suma como interacción entre ellos forman un grupo.
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				Cada clase cristalográfica tendrá asociado un grupo de operacio-nes de simetría. Por lo tanto, la búsqueda de cuáles son las clases cristalográficas se puede realizar desde un enfoque puramente abstracto: encontrar cuáles elementos de simetría, y/o combinaciones de elementos de simetría, generan grupos de operaciones de simetría. 

				Figura 1.3. Un plano m y la tabla de multiplicación de sus operaciones de reflexión
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					E

				

				
					m

				

				
					E

				

				
					E
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					m
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				En la Figura 1.3 se representa la operación de reflexión sobre un punto y se muestra la correspondiente tabla de multiplicación. Los puntos A y B de la Figura 1.3 son equivalentes por simetría de reflexión. Las operaciones de simetría correspondientes a la sola presencia de un plano de simetría forman un grupo: hemos obtenido otra clase cristalográfica, lo cual está ratificado por la existencia de cristales como el «b» de la Figura 1.1. 

				Figura 1.4. Un eje 4 y la tabla de multiplicación de su grupo de operaciones de rotación
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				La Figura 1.4 muestra el grupo de operaciones de simetría asociado a la única presencia de un eje de orden 4. Las potencias de 4 indican el número de rotaciones de 90° para una dada operación. Así 41(A) = B, 
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				42(A) = 41(B) = C, 43(A) = 42(B) = 41(C) = D. Por convención, el sentido positivo de rotación es el antihorario. La tabla de multiplicación de la Figura 1.4 certifica la existencia de otra clase cristalográfica, y que es debida a la sola presencia de un eje de orden 4. De igual manera, se puede demostrar que la única presencia de cada uno de los ele-mentos de simetría restantes da origen a un grupo de operaciones de simetría. Entonces, tendremos las siguientes clases cristalográficas: 1, 2, 3, 4, 6 y m. Dado que cada uno de estos grupos de operaciones de simetría aplicadas al espacio deja inmóvil al menos un punto, se denominan grupos puntuales. También, dada la restricción impuesta por la inexistencia de cristales que muestren ejes de rotación de orden 5, 7 o superior, es que el conjunto de grupos a obtener es un subconjunto de los infinitos posibles y se denominan grupos puntuales cristalográficos. 

				
					Comentario 1.1: las notaciones de la cristalografía se destacan por su economía. Así, para hacer referencia a un eje de rotación de orden n, simplemente se suele referir como «eje n». Por otro lado, las clases cris-talográficas se denominan simplemente mediante los elementos de simetría que dan lugar a las operaciones de simetría.

					Comentario 1.2: la palabra elemento se ha usado con dos significados. Por un lado, un elemento geométrico de simetría es un objeto geométrico (eje o plano). Por otro lado, las operaciones de simetría son elementos de un grupo en el sentido matemático. Es importante advertir que son las operaciones de simetría –y no los elementos geométricos– los que forman un grupo. 

					Más allá de esta sutileza, clase cristalográfica (o simplemente clase) y grupo puntual cristalográfico se toman como sinónimos.
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					Comentario 1.3: se ha empleado el orden n de un eje para representar tanto el elemento geométrico de simetría de rotación como las operacio-nes de rotación –afectados, si es necesario, por las potencias que indican la operación que es el resultado de sucesivas rotaciones–. Por otro lado, se ha usado la letra m (cursiva) para representar los planos de reflexión, mientras que con la letra m (no cursiva) se ha representado la operación de reflexión. La denominación de cada grupo hace referencia a los ele-mentos de simetría presentes y la notación mencionada se denomina de Hermann-Mauguin.3 También se la conoce como notación cristalográfica, para diferenciarla de la que emplean los espectroscopistas para las tres dimensiones, denominada notación de Schoenflies,4 como se muestra más adelante en la Tabla 4.4.

					Comentario 1.4: el adjetivo cristalográfica que modifica a la palabra clase se origina sobre la base de la observación de los aspectos morfológicos de los cristales. El adjetivo cristalográfico que modifica a la frase grupo puntual destaca que dentro de los infinitos grupos puntuales, aquellos sujetos a las restricciones rotacionales macroscópicamente observadas son los necesarios y suficientes para la descripción de la simetría de los cristales. Más allá de esta sutileza, clase cristalográfica (o simplemente clase) y grupo puntual cristalográfico se toman como sinónimos.

				

				Para finalizar con la búsqueda de clases, veamos las combinaciones permitidas de elementos de simetría. Por ejemplo, analicemos el resultado de combinar un eje de orden 2 y un plano m. Para tener chance de encontrar un grupo puntual, el plano de reflexión debe contener al eje (así el punto de intersección quedará inmóvil).

				Figura 1.5. El producto de la operación de reflexión y la rotación de orden 2

				
					3	Carl Hermann (1898-1961). Profesor de cristalografía alemán. Charles-Victor Mauguin (1878-1958). Profesor de mineralogía francés.

					4	Arthur Schoenflies (1853-1928). Matemático alemán.
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				De esta manera se obtiene el esquema de la Figura 1.5. Las ope-raciones que vinculan los puntos mostrados son 21(A) = B, m(A) = D, m(B) = C, 21(C) = D. Las operaciones de simetría señaladas no dicen si existe una vinculación directa entre los puntos B y D, por un lado, y entre los puntos A y C, por otro. Un instante de análisis permite establecer que estos pares de puntos se relacionan por una reflexión a través de un plano que contiene al eje de orden 2 y que es perpen-dicular al primer plano. Es decir, la existencia de un eje de orden 2 y un plano de reflexión que lo contiene genera otro plano de reflexión, por lo que la representación final debe ser la de la Figura 1.6, en la que también se ha incluido la tabla de multiplicación que permite certificar que estos elementos de simetría generan un grupo puntual de operaciones de simetría.

				Figura 1.6. Grupo puntual 2mm
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				La notación de Hermann-Mauguin para este grupo es 2mm y en ella se destaca la existencia de los tres elementos de simetría. Para ver más claramente la aparición del plano de reflexión adicional, pode-mos hacer una construcción similar a la de la Figura 1.5 remplazando el punto A por un número 7, como se muestra en la Figura 1.7. Por otro lado (ver tabla de la Figura 1.6), dos planos m perpendiculares generan el eje 2 en la intersección de ellos). 
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				Figura 1.7. Ídem Figura 1.5 (el producto 21×m = mꞌ)

				Mediante un procedimiento análogo al anterior, se puede deducir que la combinación de un eje 3 y un plano m da origen a otro grupo puntual, como se resume en la Figura 1.8. La notación para este grupo (3m) hace referencia a un plano de reflexión.

				Figura 1.8. Grupo puntual 3m
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				Cabe preguntarse por qué, si la combinación de un eje de orden 3 y un plano de reflexión (m) que lo contenga da origen a dos planos adicionales (mꞌ y mꞌꞌ), la notación no es 3mmm. La aplicación sucesiva de la operación de rotación de orden 3 (31 y 32) a todos los puntos del plano m origina los puntos que conforman a los planos mꞌ y mꞌꞌ. Es decir, 31(m) = mꞌꞌ y 32(m) = 31(mꞌꞌ) = mꞌ. Los tres planos son, entonces, equivalentes por simetría de rotación (y eso es lo que se destaca con una única m en el símbolo). Por el contrario, para el grupo 2mm (Figura 1.6), el plano mꞌ adicional no aparece por aplicación de una rotación de orden 2 al plano m sino como resultante de la combinación 
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				(multiplicación) de las operaciones 21 y m. Si se aplica la operación 21 a los puntos del plano m, se obtiene nuevamente dicho plano con orientación opuesta. En este caso hay solo equivalencia de los dos sentidos de orientación del plano m, pero m y mꞌ en el grupo 2mm no son cristalográficamente equivalentes. Estas equivalencias de elementos de simetría (objetos geométricos) debidas a la acción sobre ellos de otros elementos de simetría no significan que haya equivalencia de las operaciones de simetría debidas a cada uno de ellos sobre un mismo punto del espacio. 

				
					Comentario 1.5: se ha usado la notación 31(m) para representar el efecto de aplicar la operación de rotación de orden 3 a todos los puntos del plano de reflexión m. No se debe confundir con la notación 31×m (con eme no cursiva), que significa el producto de las operaciones de simetría de rota-ción de orden 3 y la reflexión. Así se cumple 21×m = mꞌ y 21(m) = – m. Con el signo menos se quiere indicar, de una manera no muy rigurosa, un sentido contrario para la intersección de m con el plano de Planilandia. Con esta sutil distinción, también es posible evitar la confusión con la notación para el grupo puntual, para el que no se usan paréntesis, las emes son cursivas y solo se denotan los planos de reflexión no equivalentes.

				

				Con la metodología expuesta se puede establecer que, además de los seis grupos puntuales cristalográficos asociados a un único elemento de simetría, existen cuatro combinaciones posibles (las ya vistas 2 con m, 3 con m, y las no vistas 4 con m y 6 con m), lo que da un total de 10 grupos puntuales cristalográficos bidimensionales. Quiere decir que, y retornando desde lo abstracto a lo concreto, en Planilandia todo cristal debe poder clasificarse dentro de una de estas 10 clases cristalográficas. La Figura 1.9 muestra la representación gráfica, a base de los elementos de simetría, de todos los grupos puntuales bidimensionales y su notación de Hermann-Mauguin (en el Apéndice 1, se muestran las tablas Cayley de los 10 grupos puntuales 2-D).
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				Figura 1.9. Los 10 grupos puntuales cristalográficos bidimensionales

				1.3. Una aclaración (más que) importante

				Si pensáramos en un eje de orden 5 como el único elemento de sime-tría de un espacio bidimensional, arribaríamos a que las combina-ciones de las rotaciones de (360°/5) = 72° forman un grupo puntual de simetría. También la combinación de un eje 5 y un plano m da origen a otro grupo puntual de simetría (5m, la simetría de un pen-tágono regular, la estrella pitagórica, etc.). La naturaleza también da testimonio de esa última simetría, al mostrarnos una flor de 5 pétalos o una estrella de mar. Y esto no está en contradicción con lo dicho anteriormente. Los grupos 5 y 5m son grupos puntuales no cristalográficos, cuyas simetrías –como cualquier otra no cristalo-gráfica– no son adoptadas por ningún cristal planilandés.

				1.4. Los sistemas cristalográficos

				Las 10 clases cristalográficas pueden, a su vez, ser distribuidas dentro de sistemas cristalográficos de acuerdo con el sistema de coordenadas que resulta más apropiado para la descripción del cristal. El sistema de coordenadas apropiado es aquel que simplifica la descripción a base del aprovechamiento de los elementos de simetría del cristal. Así, por ejemplo, los cristales de las clases 4 y 4mm pueden ser des-criptos mediante un sistema de ejes ortogonales. A su vez, dado que lo que se describa según un eje es lo mismo que lo correspondiente al otro eje –ya que esas dos direcciones son equivalentes por la rotación 
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				de orden 4–, ambos ejes son equivalentes. Si se quiere, incluso, se puede decir que ambas son la misma dirección.

				Figura 1.10. Subclasificación de las clases en sistemas cristalográficos

				Por otro lado, si bien las clases m y 2mm también admiten un sis-tema de ejes ortogonales, la simetría subyacente no permite que ambos ejes sean equivalentes. La equivalencia o no equivalencia de los ejes en un cristal posee un fundamento físico, ya que, en defi-nitiva, según los ejes se describirán propiedades cristalográficas, las que serán, según esas direcciones –o sentidos–, equivalentes o no. Si por un momento se busca una equivalencia de ejes de tipo geométrico, un sistema ortogonal de ejes equivalentes puede aso-ciarse a la geometría de un cuadrado. Por este motivo, el sistema cristalográfico correspondiente se denomina sistema cuadrangular. De forma similar, el sistema de coordenadas de ejes ortogonales 
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				no equivalentes da origen al sistema cristalográfico rectangular. Las 10 clases cristalográficas están distribuidas entre 4 sistemas cristalográficos, hexagonal, cuadrangular, rectangular y oblicuo, como se consigna en la Figura 1.10. Para el sistema hexagonal, también se ha graficado un eje u a 120° de los ejes x e y, que, si bien no es independiente, sí es equivalente a estos últimos.

				La elección de los sistemas de coordenadas5 que da origen a los cuatro sistemas cristalográficos 2-D permite establecer la orienta-ción de los elementos de simetría, lo cual va a permitir describir de manera exacta los símbolos de los grupos puntales que ya fueron presentados sin mayor justificación. 

				Figura 1.11. Esquema para la notación de los grupos puntuales bidimensionales (=: perpendicular, //: paralelo)

				La Figura 1.11 muestra un esquema en el que se describe el símbolo de grupo puntual a base de tres posiciones. La primera posición corresponde al eje de simetría perpendicular al plano. La segunda y tercera posiciones –que no necesariamente para todos los grupos están «ocupadas» con un símbolo– se refieren a orientaciones res-pecto de los ejes x e y (y u, para el sistema hexagonal) y dependen de cada sistema. Así, para el sistema hexagonal, cuando en la segunda posición figura una m, se debe entender que representa tres planos de simetría, cada uno perpendicular a las tres direcciones x, y, u. Una m en tercera posición representa tres planos de simetría, cada uno paralelo a las tres direcciones x, y, u. Para este sistema, además, 

				
					5	La convención cristalográfica describe siempre al eje y como horizontal y de sentido positivo hacia la derecha y el sentido positivo del eje x hacia abajo.
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				la primera posición puede estar ocupada por un 6 o por un 3, lo cual denota la existencia alternativa de esos ejes. 

				Para entender los símbolos del resto de los sistemas, es suficiente recurrir a la Figura 1.11. Solo es necesaria una aclaración adicional. Para el sistema rectangular se han consignado dos opciones para el eje de simetría: 2 y 1. La segunda opción se aplica al grupo inicialmente denominado m, y que por analogía con el resto de los grupos debería representarse 1m, ya que, en ausencia de ejes de otros órdenes, se puede interpretar la existencia de un eje 1 como operación trivial. Es de destacar además que, para este grupo puntual, la tercera posición no lleva asociado ningún plano (no hay un plano m perpendicular al eje y), y que convencionalmente el plano m existente es horizontal. Esto es acorde con la convención mencionada en la nota al pie 5.

				Con todas las consideraciones hechas, los símbolos de los gru-pos puntuales son los denominados completos. Existe una notación reducida que omite parte de la información que sería redundante. Así, una notación 2m es la versión reducida6 para el grupo 2mm, ya que es la mínima información que es necesario conocer: un eje 2 y un plano m originan el otro plano perpendicular al primero (Figura 1.6). La Tabla 1.2 contiene la notación completa y reducida para los 10 grupos puntuales bidimensionales (para algunos casos, ambas notaciones coinciden).

				
					Tabla 1.2

				

				
					Notación completa

				

				
					Notación reducida

				

				
					6mm

				

				
					6m

				

				
					6

				

				
					6

				

				
					3m

				

				
					3m

				

				
					3

				

				
					3

				

				
					4mm

				

				
					4m

				

				
					4

				

				
					4

				

				
					2mm

				

				
					2m

				

				
					6	Originariamente, la notación reducida fue mm pero, en 1983, la Unión Internacional de Cristalografía cambió esta notación a 2m para que sea homogénea con las de los otros grupos que contienen ejes y planos.
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					Tabla 1.2

				

				
					Notación completa

				

				
					Notación reducida

				

				
					1m

				

				
					m

				

				
					2

				

				
					2

				

				
					1

				

				
					1

				

				
					Comentario 1.6: los límites planos de los cristales 3-D se denominan caras. En Planilandia, esos límites son aristas, pero vamos a emplear también el término caras para referirnos a ellos (quizás, en Planilandia, la parte anterior de la cabeza de las personas, que es lineal, se denomine cara). En general, hemos elegido usar una nomenclatura 3-D para Planilandia, y entonces decimos que hay planos de simetría, en lugar de líneas de simetría, y hemos empleado la tercera dimensión para señalar los ejes de rotación, en lugar de hacer referencia al punto de intersección con el plano como punto de rotación. Todo esto tiene como objetivo ayudar a la transición futura al espacio 3-D. Por otro lado, si bien la orientación de un plano perpendicular al plano de Planilandia se establece unívocamente por la inclinación de su intersección con el espacio 2-D, para la cristalo-grafía 3-D la única forma de establecer inequívocamente la orientación de un plano es mediante la orientación de su normal. Por lo tanto, en la descripción de las orientaciones de los planos de simetría para los diferen-tes sistemas cristalográficos y cuando fue posible, se prefirió indicar que es la perpendicularidad del plano con el eje lo que marca su pertenencia a la orientación según dicho eje.

				

				1.5. Subgrupos y supergrupos

				A partir de la tabla de multiplicación de la Figura 1.6, se observa que el grupo puntual 2mm incluye a los elementos de los grupos puntuales 2 y m. Es decir, de la tabla de multiplicación del grupo 2mm se pue-den construir las tablas de multiplicación de los grupos puntuales 2 y m por simple eliminación de las filas y columnas encabezadas por los elementos sobrantes. Esta propiedad se expresa diciendo que los grupos 2 y m son subgrupos del grupo 2mm y que el grupo 2mm es un supergrupo de los grupos 2 y m. 
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				Figura 1.12. Relaciones grupo-subgrupo para los grupos puntuales cristalográficos 2-D

				El esquema de la Figura 1.12 muestra las relaciones grupo-subgrupo entre los 10 grupos puntuales bidimensionales. En dicho esquema, también se han clasificado los grupos puntuales por el número de orden, que es el número de operaciones de simetría que compone al grupo. Dado un grupo puntual, un subgrupo del mismo posee menor número de orden (o cada supergrupo de un grupo posee mayor número de orden que este último). Así, por ejemplo, los subgrupos de 4mm son 4, 2mm, 2, m y 1; y los supergrupos de m son 4mm, 2mm, 6mm y 3m. En la Figura 1.12 se puede observar que las relaciones subgrupo-supergrupo pueden involucrar sistemas cristalográficos diferentes y que, para un sistema cristalográfico dado, todos los grupos puntuales asociados son subgrupos del de mayor simetría. 

				Las relaciones subgrupo-grupo-supergrupo se clasifican de acuerdo con un índice, que es el cociente orden del supergrupo/orden del subgrupo. Por ejemplo, el índice del grupo 6mm es 12 y el del sub-grupo 2mm es 4. Entonces, el índice es (12/4) = 3. Se dice que 6mm es supergrupo de orden 3 de 2mm y que 2mm es subgrupo de orden 3 de 6mm. A su vez, cuando H es subgrupo de G y no existe un sub-grupo de G que sea supergrupo de H, se dice que H es un subgrupo máximo de G. Por otro lado, cuando G es un supergrupo de H y no 
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				existe un supergrupo de H que sea subgrupo de G, se dice que G es supergrupo mínimo de H. Se cumple que, si H es subgrupo máximo de G, entonces G es supergrupo mínimo de H. Estas relaciones par-ticulares se destacan con líneas gruesas en la Figura 1.12.

				Las relaciones subgrupo-grupo-supergrupo tienen importan-cia en la descripción de transformaciones de fases, transiciones orden-desorden, propiedades físicas y químicas en general y en la derivación de los grupos espaciales (Capítulo 2).

				1.6. Leyes fundamentales de la cristalografía geométrica

				La observación sistemática de cristales permitió generalizar dos leyes fundamentales: la ley de constancia de ángulos y la ley de raciona-lidad de los índices. Vamos a describir sucintamente ambas leyes.

				1. Ley de constancia de ángulos

				Un cristal de una dada sustancia puede encontrarse en la naturaleza o ser sintetizado en el laboratorio de manera que exhiba o no su simetría puntual. En ocasiones, una sustancia a la que claramente se la ha clasificado en su clase correcta puede haberse formado ocul-tando algún elemento de simetría, por lo que, si sus cristales fueran encontrados por primera vez, podrían ser clasificados erróneamente en una clase de menor simetría. Por ejemplo, la Figura 1.13 muestra dos cristales de una sustancia perteneciente a la clase 2mm. El cristal de la izquierda muestra la simetría correspondiente, pero el de la derecha solamente exhibe uno de los planos de simetría (ver, más adelante, el texto relacionado con la Figura 1.18). No obstante, las caras, a pesar del diferente desarrollo, forman los mismos ángulos. 
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				Figura 1.13. Dos cristales de la misma sustancia con diferente morfología

				2. Ley de racionalidad de los índices

				Esta ley surge de la necesidad de nominar las caras de un cristal para poder decir, por ejemplo, que el par de caras que forman el ángulo α es el mismo en los dos cristales de la Figura 1.13.

				Figura 1.14. Procedimiento para nominar las caras de un cristal

				Para describir el procedimiento, veamos la Figura 1.14, en la que se ha representado una porción de un dado cristal exhibiendo la orien-tación relativa de las caras A, B, C y D. Para establecer un sistema de referencia, se toman dos caras –por ejemplo, A y D– para definir dos ejes de un sistema de coordenadas. Luego se marcan en estos ejes las intersecciones de las otras caras –o sus prolongaciones–, a partir de las cuales se pueden buscar relaciones del tipo

				 (1.1)
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				las cuales definen índices relativos para las caras. Lo interesante es que en Planilandia siempre se ha podido obtener, para todo par de caras de todo cristal, s y t enteros. Es decir, las relaciones de índices son racionales. (A decir verdad, la precisión en la medición de ángulos y distancias sobre un cristal hace que sea imposible demostrar de manera absoluta esta ley). Si se elige una de las caras –por ejemplo, la C– como cara unidad –es decir, se toman sus intersecciones como unidades de longitud–, las intersecciones del resto de las caras serán un par ordenado (s,t) de números enteros, que son los índices de cada cara. La cara unidad, obviamente, posee índices (1, 1). Estos son los llamados índices de Weiss.7

				No hay duda de que la mejor elección de los ejes y de la cara unidad debe corresponder al sistema cristalográfico al cual pertenezca el cristal. Por ejemplo, en la Figura 1.15 se muestra un ejemplo de un cristal perteneciente al sistema rectangular. Las caras elegidas como referencia para fijar los ejes coordenados son acordes con el sistema cristalográfico (el sentido de los ejes se ha puesto de acuerdo con la convención cristalográfica). La cara elegida como unidad define las intersecciones a las que se referirán las intersecciones del resto de las caras, las que quedarán identificadas con los pares de índices de Weiss (si,ti).

				
					7	Christian Samuel Weiss (1780-1856). Mineralogista alemán.
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				Figura 1.15. Determinación de índices de Weiss de un cristal

				En ocasiones, la elección de los ejes se corresponde con caras inexis-tentes en el cristal particular pero imaginadas a base de conside-raciones de simetría (para el cristal «f» de la Figura 1.1, se hubiera hecho la misma elección de ejes que para el de la Figura 1.15). En la Figura 1.15 se ve que algunas caras poseen índices negativos. También, ciertas caras poseen intersecciones en el infinito. Así, por ejemplo, la cara E posee índices (∞, tE) y a la cara G le corresponde el par de índices (sG,∞). 

				Hagamos ahora un par de cambios convenientes. Como lo que interesa de una cara es su orientación respecto del sistema de coor-denadas, traslademos el origen del sistema al punto por el que pasa el eje de orden 2 (Figura 1.16). El cambio adicional es tomar los recí-procos de las intersecciones con los ejes. Estos nuevos índices hk se llaman índices de Miller.8 Un plano de índices hk se representa como (hk). De esta manera, si la cara F se considera como unidad, será la (11), y las caras H, B y D se denotarán (1), () y (1̄1),9 respectivamente. Luego, las caras E, A, G y C se identificarán como (0kE), (0E), (hG0), (G0) respectivamente. De acuerdo con la ley de racionalidad de los 
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					8	William Hallowes Miller (1801-1880). Mineralogista galés.

					9	Por convención, para un índice de Miller negativo, el signo menos se coloca sobre el índice.
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				índices, hG y kE son números enteros (o, en un caso más general, pueden ser fracciones racionales). La orientación de estas caras no cambia si ambos índices (hk) se multiplican o dividen por un mismo entero que los transforme en el par de enteros más peque-ños, de modo que las caras E, A, G y C pueden identificarse con los índices de Miller (01), (0), (10), (0). Es importante destacar que la cara unidad (11) posee intersecciones con los ejes de igual longitud solamente para el sistema cuadrangular. De ahora en más, solo se emplearán los índices de Miller.

				
					[image: ]
				

				Figura 1.16. Ubicación del cristal de la Figura 1.15 en el sistema de coordenadas

				Las dos leyes fundamentales de la cristalografía, junto con la ausencia de simetrías pentagonales, heptagonales o de orden superior, van a ser claramente interpretadas en los desarrollos esenciales de la cris-talografía estructural (y para lo que hay que esperar al Capítulo 2). 

				1.7. Forma y hábito

				Para finalizar con los aspectos de cristalografía geométrica, vamos a relatar brevemente algunos conceptos útiles para la descripción de la geometría de los cristales y sus propiedades. Si observamos el cristal de la Figura 1.16, advertimos que la simetría impone que, dada la cara A, deba existir la cara E; que dada la cara B, deban apa-recer las caras D, F y H, y que dada la cara C, debe existir la cara G. Se dice que las caras que son equivalentes por simetría pertenecen 
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				a la misma forma.10 Es decir, para un grupo puntual, dada una cara, el conjunto de caras generadas a partir de ella, debido a las operaciones de simetría del grupo, integran una forma. Esta definición permite obtener las diferentes formas de una manera puramente abstracta. 

				Figura 1.17. Formas de la clase 2mm

				Así, en la Figura 1.17 se ha representado un sistema de coordenadas y elementos de simetría correspondientes al grupo rectangular 2mm. Si se dibuja un plano infinito de índices (01), la aplicación de todas las operaciones de simetría da origen al plano (0). De manera genérica, este conjunto de planos se representa {01}. Las llaves indican que se hace referencia a todos los planos equivalentes por simetría al plano (10). Los planos (01) y (0) constituyen la forma {01}. La existencia del plano (10) da origen al par de planos que integran la forma {10}, y dado un plano genérico (hk), serán cuatro los planos que consti-tuyen la forma {hk}. En los casos en los que los planos se orientan según algún elemento de simetría, se llaman formas especiales. Y en el caso en que no guarden ninguna orientación especial con los elementos de simetría, se denominan formas generales. De manera más rigurosa, una forma general se define como el conjunto de caras generales relacionadas por simetría, siendo una cara general aquella que se transforma en sí misma solo por la operación identidad; y una forma especial se define como un conjunto de caras especiales relacionadas por simetría, siendo una cara especial aquella que se transforma en sí misma mediante al menos una operación de sime-tría del grupo puntual, diferente de la identidad. Además, cuando el conjunto de planos que integra una forma encierra un espacio, 
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					10	Aquí, la palabra forma no debe entenderse como en su acepción usual. 
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				se denomina forma cerrada. Cuando no se encierra un espacio, la forma es abierta. En el ejemplo de la Figura 1.17, las formas {10} y {01} son abiertas y la forma {hk} es cerrada. 

				Cada cara de un cristal pertenece a una forma dada. Incluso, una cara puede ser única integrante de una forma. Entonces, la morfología o geometría de un cristal se puede describir como una combinación de formas. Esta combinación se denomina hábito cristalográfico. Un cristal puede exhibir solamente una forma, en el caso en que la misma sea cerrada. El hábito del cristal de la Figura 1.16 es una combinación de las tres formas descriptas en la Figura 1.17. En particular, y luego de una medición, se deben establecer los índices de la forma {hk}. Por ejemplo, {12}. 

				El concepto de forma tiene consecuencias más universales. Las caras pertenecientes a la misma forma poseen las mismas pro-piedades. Así, si la adsorción de moléculas de un gas sobre la cara E del cristal de la Figura 1.16 muestra un cubrimiento máximo de θm = 0,8; el cubrimiento máximo sobre la cara A también debe ser de 0,8. Por otro lado, si bien se puede predecir que θm(C) = θm(G) y que el θm(B) = θm(D) = θm(F) = θm(H), no se puede afirmar que los θm asociados a las distintas formas serán iguales o diferentes. En principio, se puede afirmar que deberían ser diferentes, aunque en algunos casos las diferencias pueden estar fuera de la precisión de las mediciones. 

				Una propiedad importante de las caras de los cristales es su velocidad de avance en un proceso de crecimiento, proceso que se inicia con la formación de pequeñísimos cristales, llamados núcleos, y continúa con el crecimiento de ellos. La velocidad de avance de cada forma no es necesariamente la misma, y cuando las diferen-cias son detectables experimentalmente, el hábito final del cristal es consecuencia de dicha situación. Para comprender el efecto de la diferente velocidad de crecimiento sobre el hábito cristalográfico, recurramos a la Figura 1.18.
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				Figura 1.18. Crecimiento de las caras de un cristal

				En ella se representa una secuencia temporal en el crecimiento de tres caras de un cristal, para el que la cara B crece a una velocidad mucho mayor que las caras A y C. El avance de cada cara con dife-rente velocidad durante suficiente tiempo provoca una disminu-ción de la importancia morfológica de B (contribución al hábito), hasta su eventual desaparición. Las caras que van a subsistir al final serán aquellas de crecimiento lento y su importancia morfológica es recíproca de su velocidad de crecimiento. El hábito de un cristal es la exhibición de las formas de crecimiento lento. El hábito del cristal de la izquierda de la Figura 1.13 es la combinación de las formas {01} y {hk}. El cristal de la derecha ha crecido con el hábito alterado por factores externos, de manera que la cara (01) ha sufrido una disminución en el aporte de material para su crecimiento (el crecimiento se pudo haber interrumpido por haber encontrado un obstáculo material, como las paredes del recipiente en un experi-mento de cristalización en el laboratorio). El hábito característico de un cristal se adopta cuando no ocurren estas interferencias. Es decir, el suministro de material para el crecimiento no es el proceso limitante. Cuando así ocurre, se puede decir que el cristal crece bajo condiciones de control cristalográfico. Como la homogeneidad en el suministro de material desde todas las direcciones es esencial para garantizar el control cristalográfico, los cristales suelen crecer sin ocultar simetrías desde fases fluidas, o sea, en procesos gas-sólido o líquido-sólido. También, experimentalmente, se ha observado que el hábito de un cristal está constituido por formas cuyos índices de Miller normalmente no son superiores a 5, y el fundamento de esta observación se describe en la sección 2.2.8.2). 
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				En términos generales, recordemos que la diferenciación que se hizo entre un sólido cristalino y uno amorfo residía en la anisotro-pía que suelen manifestar los primeros. Es decir, las propiedades eléctricas, ópticas, mecánicas, etc., pueden tener una dependencia con las direcciones y/o sentidos en un cristal. El grupo puntual de simetría de un cristal está relacionado con la simetría de las propie-dades macroscópicas. Existe un postulado de la cristalofísica, cono-cido como principio de Neumann,11 que establece que los elementos de simetría de una dada propiedad deben incluir a los elementos de simetría del grupo puntual del cristal. Dicho de otro modo, el grupo puntual del cristal debe ser subgrupo del grupo puntual de la propiedad macroscópica (como un grupo es subgrupo de sí mismo, los grupos puntuales del cristal y de la propiedad pueden coincidir). Un detalle importante es que el grupo puntual de la propiedad no necesariamente es cristalográfico. Por ejemplo, para un cristal cuadran-gular no hay equivalencia cristalográfica entre el eje x y la diagonal, pero la dilatación térmica no tiene dependencia con la orientación (su grupo puntual es el no cristalográfico ∞m).12 Es decir, un cristal cuadrangular es, para esta propiedad, isótropo. Tal como establece el principio de Neumann, todo grupo puntual cuadrangular debe ser subgrupo de ∞m, lo cual es correcto. Lo que no se debe inferir es la situación contraria, es decir, que todo cristal cuyo grupo puntual es subgrupo de ∞m será isótropo a la dilatación térmica. Si no, los cristales de todas las clases cristalográficas deberían ser isótropos, y no lo son.

				Por ejemplo, la dilatación térmica de un cristal perteneciente al sistema rectangular no es la misma para sus dos direcciones cris-talográficas. Así, si se tallan dos cristales, uno cuadrangular y otro rectangular, para que adopten forma circular, y luego se los calienta, el cristal cuadrangular se expandirá manteniendo la forma circu-lar, mientras que el rectangular se elongará adoptando una forma 

				
					11	Franz Ernst Neumann (1798-1895). Físico y matemático alemán.

					12	En este caso, el símbolo ∞ representa el orden de un eje que, entonces, admite un ángulo de rotación infinitamente pequeño. La letra m da cuenta de los infinitos planos de reflexión. Un círculo posee esta simetría no cristalográfica.
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				elíptica, con los ejes de la elipse coincidentes con los cristalográficos. Este experimento, no obstante, no permite diferenciar entre clases del sistema cuadrangular o entre clases del sistema rectangular. 

				El principio de Neumann tiene, entonces, una consecuencia sobre la determinación de la clase cristalográfica de un cristal: no nece-sariamente el estudio de una única propiedad macroscópica va a develar el grupo puntual del cristal –ya que la propiedad puede ser de mayor simetría–, y es la combinación del estudio de propiedades la que da mayor chance de llegar a la verdad. En particular, el hábito cristalográfico es una propiedad macroscópica cuya simetría coin-cide con la simetría puntual del cristal, por lo que permite establecer la clase cristalográfica siempre y cuando el cristal haya tenido chance de exhibir el mínimo número de formas características. 

				1.8. Direcciones cristalográficas

				Además de la identificación de los planos mediante índices de Miller, hk, también suelen indicarse direcciones. Para ello se emplean un par de índices u, v, que son, respectivamente, las coordenadas rela-tivas x e y de un vector, con base en las unidades marcadas por la cara unidad (referir a la Figura 1.15) y llevados a los números enteros más pequeños. Las direcciones se indican empleando corchetes, es decir, [uv]. Puede que la normal a un plano (hk) no coincida con ninguna dirección [uv]. 

				1.9. Formas cristalográficas de clases polares

				En cristalografía, la no equivalencia entre los dos sentidos para una dada dirección se denomina polaridad, con un significado general, no necesariamente eléctrico o magnético. Por ejemplo, para la clase m, la dirección y –es decir, la dirección paralela al plano m– es una dirección polar, ya que no hay ninguna operación de simetría que transforme el eje y en su sentido opuesto (el plano m transforma al 
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