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Avant-propos

En seconde année les interrogations orales n’engendrent plus d’appréhension. On sait que
cette spécificité du systéme des classes préparatoires aux grandes écoles participe grande-
ment aux progres des étudiants. Cependant, cette seconde année est courte et a I'assimila-
tion réguliére du cours s’ajoute I'aspect de 'entralnement a l'oral.

Dans I'objectif d’'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :
 Les « exercices axés sur le calcul ». Souvent application quasiment directe du cours, ils ont
pour objectif, via la pratique calculatoire, de vérifier la connaissance et la compréhension
des notions du cours.

¢ Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer I'assimilation des concepts.

» Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices amenent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Plutot que I'originalité ou la difficulté, nous avons privilégié des exercices qui nous ont paru
formateurs. Néanmoins certains exercices, signalés par une ou deux étoiles, sont d un niveau
plus élevé.

Les corrections des exercices figurent apres la liste des énoncés. Chaque exercice est entie-
rement corrigé parfois de plusieurs maniéres lorsque cela nous a semblé utile.

En début de chaque chapitre se trouve une figure, généralement réalisée par M. Pantigny,
qui illustre soit une notion, soit un exercice. Nous encourageons le lecteur a faire le plus
souvent possible ses propres représentations.

Nous remercions les étudiants qui nous ont transmis leurs retours d’oraux dont certains
figurent dans cet ouvrage.

En espérant que ce livre participe efficacement a leur préparation aux concours, nous adres-
sons nos veeux de réussite aux lecteurs de ce livre.
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Quelques
classiques de
premiere année

D:y=x+1
exp
Ary=x
D':y=x-1
1 %ln
1

Deux inégalités a connaitre: e* > 1 + x et In(x) < x — 1 (ou encore In(1 + t) < t).

Autre inégalité utile |sin(x)| < x|



Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

1) Justifier I'équivalent tan(x) ~o X
X—

2) Préciser le développement limité de tan au voisinage de 0 a 'ordre 5.

Soitn € N*. On pose :

P = H(Zk) =24 (2n—2)(2n)
k=1

n-1
qn = H(Zk +1)=1-3---2n-3)2n—1).
k=0

Exprimer, pour n € N*, p,, et q,, a 'aide de factorielles.

Somme et produit des racines d’un polynéme, transformation de ' ¢ + 1
Soitn e N*.Onnote B, =1+ X+ - + X™
1) Justifier que B, admet n racines éventuellement confondues dans C.

2) Préciser le produit et la somme de ces racines.

3) Résoudre P,(z) = 0. Contrdler les résultats du 2).

n+1

n
4) Déduire de P(1) la valeur de [] sin (k—n)
k=1

#F Exercices axés sur le raisonnement

1) Montrer que pour tout x € [0, +oo] :
X n
lim (1 + —) =e*.
n—-oo n

2) Montrer que ce résultat est valable pour tout x € R.

Montrer que si f est continue de [0, 1] a valeurs dans [0, 1], alors f admet un point fixe.



Quelques classiques de premiére année

Soit h une fonction dérivable sur un intervalle / s’annulant en p points distincts de /.
Montrer que h' s’annule au moins p — 1 fois.

Moyenne géométrique et arithmétique

Montrer que pour tous réels positifs x et y :

x +
Vxy < Zy'

Formule du binéme, unicité des coefficients d’un polynéme

n
2
Pourn € N,onnote S, = ). (Z) )
K=0

Déterminer la valeur de S, en utilisant le coefficient de X" dans (1 + X)™(1 + X)™

Etablir pour tout x € ]0, +oo[ :
t. + t. ! =I
arctan(x) + arctan =7

Que devient ce résultat pour x < 07?

1) Soitx € [—1,1].
On pose 8 =  — arccos(—x). Calculer cos(8).
2) En déduire:
Vx € [—1,1], arccos(x) + arccos(—x) = m.

3) Retrouver ce résultat a I'aide de la dérivation.

* %
Soitz € C.Onposez=a+ibouaeth € R.
1) Soitn € N*,

n
Déterminer le module de (1 + i) en fonction de a, b et n.

n
Pour n > —a, déterminer un argument de (1 + %) en fonction de a, b et n.
2) En déduire :
VA n
lim (1 + —) = e%,
n—oo n

D’apres Centrale 2 PSI 2013



Chapitre 1

Soit f une fonction continue sur R telle que :

vx€R,  f(x) = f(x?).
1) Vérifier que f est paire.
2) Montrer que pour toutn € N* ettoutx > 0ona f(x) = f(xz_n).
3) Montrer que f est constante sur R.

& Exercices avec questions ouvertes

Soit f une fonction dérivable sur R a valeurs dans R.
1) Sif est T-périodique, f' est-elle T-périodique?
2) Quedire de f' quand f est paire?

Polynéme divisible par son polynéme dérivé.
Soit n un entier naturel non nul. Existe-t-il des polynémes P de K[X] de degré n qui soient
divisibles par P'? Si oui lesquels?

Pendant une balade d’une heure en forét, un promeneur a parcouru exactement 6 Kilo-
meétres.
Existe-il un intervalle de temps de 30 minutes durant lequel il a parcouru 3 kilometres?

Corrections

EX Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
sin(x) x

1) On sait que sin(x) o X et )lci_r)% cos(x) = 1, donc tan(x) = cos(0) 10 1

2) On pourrait utiliser les développements de sin et cos et faire un quotient, mais les calculs
sont pénibles. Pour retrouver rapidement le développement de tan, on préfére obtenir
les développements successivement a I'aide de la dérivée :

e Ordre 1
D’apres I'équivalent précédent (ou la formule de Taylor-Young al'ordre 1), on a:
tan(x) = x+o0(x).
x—0

—
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e Ordre 3
Or, tan’(x) = 1 + tan?(x), donc tan’(x) = 1+ x2+0(x?),
X

puis par « primitivation », tan(x) =, tan(0) + x + §x3 +0(x®).Donc:
X

1
tan(x) = x+ §x3 +o(x%).

e Ordre 5 )
' _ 1.3 3 _ 242 4 4
taIT x) x:01.+.(.x+. X +o(x )) o 1+x°+ X +o(x ),
puis par « primitivation » :

1 2
tan(x) = x+ §x3 + 1—5x5 +o0(x°).

Exercice 2
Soit n € N*. Pour p,,, on factorise par 2 dans chaque facteur :

Pp=24-(2n—-2)2n) =21 -2 (n—1)(n)) = 2"n!.
Pour g, tous les facteurs sont impairs, on introduit les facteurs pairs de 2 a 2n et on divise
parpy :

1-2-3--(2n—-1(2n) _ (2n)!
2-4--(2n—2)(2n) ~ 2"n!’

Gn=1-3-(2n-3)2n—-1) =

Remarque

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

On peut ne pas rédiger en extension :

n

n
Py = H(Zk) =2 [k =2nm,
k=1

k=1
ﬁ
n-1 k
_ k= @)
In = H(Zk D= pn 2!

k=0

Exercice 3

1) Onadegh, = n, donc P, admet n racines (éventuellement confondues) dans C.
n
2) On a, en notant z4, zy, ..., Z, les racines de B,, B, = 1 [[ (X — z;), car le coefficient domi-
k=1

nant de P, est 1.
En notant s et p la somme et le produit de ces racines, le cours assure que :

Py =X"—sX" 1 4. 4+ (=1)"p.

Dong, par unicité des coefficients d’'un polynéme, s = —1etp = (—1)".



Chapitre 1

1—zn+1

3) Onsait que 1 n'est pasracinede B, etquepourz # 1,1 +z+ -+ 2" = (somme
de termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison z). Donc :

P(2)=0 & (z"l1=1letz#1).
Par conséquent, les racines de P, sont les z;, = exp ( ) pour k € [1,n].

En notant w = exp (—1) Onaw # 1,z = w* et ™! = 1. D’ou les calculs suivants :

n n
Pzt
Zy = (IJ = -1,
k -—w 1-w  1-
k=1 k=1
n n
n(n+1)
p=| |z = | | ok =t = T2 =exp(inn) = (D™
=1 k=

4) Par la forme developpee deP,onaPF, (1) =n+1.

Par la forme factorisée de P, ona P,(1) = ﬁ (1 —ex (M))
o n k=1 p n+1//)"

Comme 1 — el? = e/2(—2j sin(9/2)), on en déduit en notant 6, = %

n+1 :
1_[ (e¥/2(=2i)) = (- Zl)n cif/2
> b — ea+b
k 1

= (- Zl)n

n n(n+1)
_( 21)” inm/2 ngl
= (=2i)n(i") Jovr =i
Qiz =-1
= 2"

Donc:

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4
n
1) Soientn € N* etx € [0, +oo[. Notons f,(x) = (1 + %) .
X X
Onal+ - > 0, donc ln(fn(x)) = nln(l + ;).
Oru=2>— Oetln(14+u) ~ u,donc:
n n-oo u-0

nln(l + %) ~ nf =Xx.

n-c N

Donc lim 1n(fn(x)) = x, puis par continuité de I'exponentielle, lim f,(x) = e*.
n—oo n—oo
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2) Soitx < 0. lim (1 + %) =1 > 0. Doncil existe un rang n, tel que pourn > ny, 1+ % > 0.
n—-oo

Remarque
Onapourx <Oetn €N:

x
1+;>0 o n>—x © nx|—x|+1.

On pouvait choisir ng = |—x| + 1.
La fin de la démonstration de la question précédente est valable a partir du rang n, et on
obtient lim f,(x) = e*.
n-oo
Finalement :
X n
Vx €R, lim (1 + 5) = e*,

n—oo

Exercice 5
Pour toutx € [0,1] :

fx)=x & f(x)—x=0.

Notons g : x = f(x) — x.

La fonction g est continue sur [0, 1], g(0) = f(0) > 0,g(1) = f(1) — 1 < 0, donc d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un ¢ € [0, 1] tel que g(c) = 0.

Donc f admet un point fixe.

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Exercice 6
On note, en les rangeant dans I'ordre strictement croissant, x; < x, < --- < x;, des points
de I ol h s’annule.
Soit k € [[1,p — 1]. Comme xj, et x,, appartiennent a l'intervalle I, on a [xy, Xx4+1] € I.
Donc la fonction h est continue et dérivable sur [xy, x;41]- De plus, h(x;) = h(xy41), donc
d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢, € Jxy, xi41[ tel que A’ (¢) = 0.
En choisissant un de ces points ¢, dans chacun des intervalles Jxy, x;41[, on obtient des
points distincts, car :

x1 <C1<X2 <C2 <x3 <"'<xp_1<Cp_1<xp.
La dérivée h' s’annule au moins p — 1 fois.
Exercice 7

Soient x et y des réels positifs.
Onax+y—2xy = (Wx —¥)* > 0,donc x + y > 2,/xy. Par conséquent :

X+
Vxy < 2y'
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2 Remarque
3 Le nombre /xy est la longueur d’'un c6té du carré qui a la méme aire xy qu’un rectangle
s de cotés de longueurs x et y. Ce nombre s’appelle la moyenne géométrique de x et y.

2 Le nombre £ est la moyenne arithmétique de x et y. Ce nombre est la longueur d’'un
s 2 coté du carré qui a le méme périmétre qu’un rectangle de cotés de longueurs x et y.

Ce résultat montre que la moyenne géométrique est toujours inférieure a la moyenne
s arithmétique.

Exercice 8
D’apres la formule du bindme de Newton :
n 2n
n 2n
a+x)"= Z (k>xk et (1+X)"= Z ( p )X".
k=0 k=0
) L 2 2n
D’une part, le coefficient de X™ dans (1 + X)?" est ( " ).

n
D’autre part, le coefficient de X™ dans le produit (1 + X)"(1 + X)"est ¥ (1)(,",)-
k=0

De plus, on sait que (nfk) = (Z), donc par unicité des coefficients :

n

Z n 2_ 2n

k)] \n)
k=0

{ Remarque

2 Ce résultat est obtenu autrement a 'exercice 8 du chapitre 22.

Exercice 9
Posons ¢ : x = arctan(x) + arctan (;_14)

Par addition et composition, w est dérivable sur I'intervalle ]0, +oo[.

1 1 1 1
Pour x € ]0, +oo[, ' (x) = 1+x2 T 1+_ Tl T X 0

La dérivée étant nulle sur I'intervalle ]0, +00[ la fonction vy est constante sur 0, +oo[.

2 Remarque

2 Il estimportant que ]0, +oo[ soit un intervalle pour ce point. D’ailleurs, la dérivée de 1 est
2 nulle sur R* et la fin de I'exercice montre que i n’est pas constante sur R*.

Or, ¥ (1) = arctan(1) + arctan (%) = % + g = g Onadonc:

1 T
Vx >0, arctan(x) + arctan (;) =3

La fonction arctan étant impaire, 1 'est aussi, donc on obtient :

1 T
Vx <0, arctan(x) + arctan (;) =3



Quelques classiques de premiére année

Exercice 10
1) Soitx € [—1,1]. On pose § = m — arccos(—x).
6) = - -
cos(6) cos(n arccos( x)) Qcos(a + 1) = — cos(a)
= —cos(— arccos(—x)) o
Q parite

Qdéfinition de arccos

- cos(arccos(—x))

= X.

2) Soitx € [—1,1]. Posons 8 = m — arccos(—x).
Par définition, arccos est a valeurs dans [0, ], arccos(—x) € [0, ] et 8 € [0, ] aussi. De
plus, on a vu que cos(8) = x. Compte tenu de ces deux informations, on a 8 = arccos(x).
On a montré que :

Vx € [-1,1], arccos(x) + arccos(—x) = m.

3) Posons W : x — arccos(x) + arccos(—x). Par addition et composition, ¥ est continue sur
le segment [—1, 1] et dérivable sur 'ouvert |—1, 1] et :

) = —— — L —
Pourx € |-1,1[[¥'(x) = e e 0.
Donc W' est nulle sur |—1, 1], La fonction W étant continue sur [—1, 1] et de dérivée nulle

sur |—1, 1[, ¥ est constante sur [—1, 1].

Or, ¥(0) = arccos(0) + arccos(0) = % + % =, donc on retrouve le résultat précédent.

Exercice 11

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

2
1) Soitz' =1+ 2.0naz =1+ 2 +i2, donc|z'|? =(1+E) +=:
n n n

n

a\% b2
|Z’| = (1+—) +—2.
n n

Sin > —a, alors la partie réelle de z’ est n—::a > 0. On peut choisir un argument 6,, de z’
dans l'intervallle ]—g, g[ :

n+a .b '
— +i-=z

n n 2 forme trigonométrique
= |Z’|e19n

= |z'|(cos(8y) + isin(6y)
= |z'| cos(6,) +i|z’| sin(6,).

) Q définition de e'r

Donc tan(6,,) = Im@z) _ b Or, 6, € ]—%, %[, donc:

Re(z') ~ n+a’
(7+3)
0,, = arctan .
n+a

1
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2) Soitng = |—a| + 1.Pourn > ng,onan > —a.

2 2
- f b b
Ainsi, en posantr, = (1 + E) + — et 8, = arctan (—), ona:
n n n+a

zZ\" .
<1 + —> = einn,
n

D’une part, on sait que arctan(u) ~ uetqueb/(n+a) — 0, donc:
u—-0 n—oo

ng, ~ n ~
n-o N+ @ n-oo

D’ou lim n@, = b, car deux suites équivalentes ont la méme limite. Puis :
n—-oo

e"0n = cos(nb,) + isin(nb,)

Q continuités de cos, sin

—— cos(b) + isin(b)

n-oo g ib
) Q définition de e

N elb_

n—oo

D’autre part:

ln(r,{l) = nln(n,)

= %1n((1+%)2+2—2>

a®+b?

n ) >ln(1+u) ~ u
u-0

= 21n(1+29+
2 n

2 2
~ 2(224_“”’)
n

n—oo 2 n2
2 2
a“+b
~ (a+ 52).
n—oco 2n

In(n)) —a
n—oo

Donc:

> continuité de exp
nm— e,

On déduit de ces deux résultats que :

Z\" )
lim (1 + ;) = g%l = ¢,

n—-+oo

Exercice 12

1) Pourtoutx € R, (—x)? = x2, donc f(—x) = f(x?) = f(x).

2) Pour n € N, notons P, la proposition « Va > 0, f(x) = f(x*7") ».
e Initialisation

Soitx > 0.0na (\/E)Z = x, donc f(vx) = f(x). Cela donne f(x) = f(x¥ ).

Donc P, est vraie.
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o Hérédité
Soitn € N*. On suppose que P, est vraie.

Onaalors:
) = () ]
n > d’aprés P, pour le réel x2 "
=7 (x ) Q d’apres P,
= f(x).

Donc %, est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N*, f(x) = f(xz_n).
3) Soitx > 0. lim 27" = 0, donc lim x2™" = 1. Par continuité de f, lim f(x?™") = f(1).
n-oo n—-oo n—-oo

Donc f est constante sur |0, +oo[. Par continuité, f est constante sur [0, +oo[.
Par parité, f est constante sur R.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13
1) Si f est T-périodique,ona:

Vx€ER, f(x+T)=7f(x).

7))
=
o
-
v
(11]
e
e
o
v

La fonction f étant dérivable sur R, x = f(x + T) I'est aussi et par dérivation :

Vx €ER, f'(x+T)=f"(x).

Donc f' est T-périodique.
2) Sif est paire,ona:

VxeR, f(—x)=/f(x).

La fonction f étant dérivable sur R, x = f(—x) 'est aussi et par dérivation d’'une fonction
composée :

vx eR, —f'(—x)=f"(x).
Donc f' est impaire.

Remarque
On montre de méme que la dérivée d’'une fonction impaire est paire.

13
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Exercice 14
Montrons que les polynémes P de degré n et divisibles par P’ sont les polyndmes ayant une
unique racine d’ordre de multiplicité n.
e Condition suffisante
Soita € K*eta € K.OnposeP = a(X —a)".Ona P’ =na(X —a)" ! et P’ divise P.
e Condition nécessaire
On suppose que P est de degré n et que P’ divise P.
Puisque deg P’ =n — 1, P = P'Q ou Q est un polynéme de degré 1.
Le coefficient dominant de Q devant étre Tll, il existe a € Ktel que Q = %(X —a).
Ainsi a est racine de P. Notons k € [1,n] son ordre de multiplicité.
Il existe un polynome Q, tel que P = (X — a)*Q, et Qy(a) # 0.
Onaalors P’ = k(X — a)*¥"1Qy + (X — @)*Q¢. En reportant dans P = %(X —a)P',ona:

(X — @)¥Qo = = (X — @) (k(X — )*"1Qy + (X — a)*Qy)

= T(X ~a)*Qo + (X —)**1Q;.

On peut simplifier par (X — a)¥, car un produit de polynémes est nul si, et seulement
si, 'un des facteurs est nul * et on obtient :

k
Qo = ~Qo + (X — Q.

Comme Qqy(a) # 0, on en déduit k = n.
En notant « le coefficient dominant de P, on a prouvé que P = a(X — a)™

Exercice 15
Montrons que la réponse est positive en supposant que la fonction d : [0,1] = [0, 6] qui, a
un temps t exprimé en heures, associe la distance en kilometres parcourue entre les instants
0 et t, est continue.
Notonsd : t » d(t +1/2) —d(t) — 3.
Onad(0) =d(1/2)—3etd(1/2) =6—-d(1/2)—3 =3 —-d(1/2). Donc ces deux nombres
sont de signes opposés. La fonction § étant continue (par composition), le théoreme des
valeurs intermédiaires montre que § s’annule sur [0, 1/2].
Il existe donc ty € [0,1/2] tel que d(ty + 1/2) —d(ty) = 3. Entre les instants ty et ty +1/2,
le promeneur parcourt exactement 3 kilomeétres.

n n
Attention Y, ax, = a ), x,
k=1

k=1
n

mais [] (ax;) = a™ [] x.

* R N
Pour les ex-MPs, 'anneau est intégre.
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y
M(z,)
|ZO| TRl
\ ‘~‘~~
N ‘\\
N \\\\
N .
N S
N ~
N \\\
\ \\
\ N
N N
N R
N \
N \
S \
N \
s \
M(Zl)‘\ N
\\ \\
\\ \\
N \‘
S .
N \
N \
N \
M(z,) 4 \
N |
» \
N
\
M(ZS). AN ‘|
M o H
4 1
M Zg)®
0

N

o
La figure ci-dessus illustre géométriquement la suite étudiée a I'exercice 7.

N
La relation z,, 44
'origine).

1 e .
E(Z” + |zn|) donne que le point d’affixe z,,,4 est le milieu du segment
joignant les points d’affixes respectives z, et |z,| (qui sont sur un méme cercle centré a

15
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ES Exercices axés sur le calcul

Convergence quadratique

Soient £ € C, k € ]0, +oo[ et (u,)ney une suite d’éléments de C telle que :
pourtoutn € N, |u,4q — €| < klu, — 2%

Montrer que pour toutn € N :

1 n
[t — 1 < - (k 1o = 1)

Classique

Soit @ € ]—g, %[ On pose pour toutn € N,

Pn = cos(0) cos(6/2) -~ cos(8/2™).
1) Si@ = 0, que dire de la suite (pp)nen?
2) Dans les questions suivantes, on suppose que 6 # 0.
a) Vérifier que pour toutn € N, sin(8/2™) # 0.
b) Montrer que pour toutn € N :

_ cos(8)sin(0)
Pn = onsin(e/2m)”

c) Déterminer la valeur de lim p,.
n—oo

Soit (u,)nen une suite de réels strictement positifs telle que :

pour toutn € N, ln(u"“) (D™

1) Préciser u, en fonction de n et de u,.

2) Préciser les limites éventuelles de %/u,, (racine n-iéme de u,) et de i
n

D’apreés Navale
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soit 6 € [0, 27t[. Pour n € N, on pose :

e, = einf
n .

1) Dans cette question uniquement, on suppose 6 = .
Préciser les suites extraites (€;,)nen €t (e2n+1)nen-

2) Préciser les éventuelles valeurs de § € [0,2x[ pour lesquelles la suite (eing)neN est
convergente.

3) Soit# €10, x[ U |x, 27].

a) Montrer que la convergence de 'une des suites (cos(n8)),ey ou (sin(nf)), ey entrai-
nerait celle de I'autre.

b) Conclure quant a la nature de ces suites.

Convergence d’une suite d’entiers
Soit (U, )nen Une suite de nombres entiers convergente.
1) Montrer qu'il existe un rang ny a partir duquel |u,.1 — u,| < 1/2.

2) En déduire que la suite (u,),ey est stationnaire.

Etudier la convergence de la suite (u,,),cy déterminée par u, € R et pour toutn € N :

Tl’
—— cos(uy).

Uu =
n+1 3\/§

** | Classique
Soit z; € C. On se propose d’étudier la suite (z,),ey telle que :

1
pourtoutn € N, z,,, = E(Z" + Iznl).

1) Que dire de la suite (z,;) ey Si Zg est un réel?
2) On suppose désormais z, & R.
a) Justifier que pour toutn € N, il existe p, > 0 et 6, € |-, [ \ {0} tels que :
Zp = ppeifn.

b) Montrer que (z,),en CONvVerge.
D’apreés CCINP

17
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* %k

On note (Z) les coefficients binomiaux et pour n entier naturel, on pose :

n
NG
U, = -
k=0 (k)
Montrer que (u;,),ey tend vers 2.
Indication : On pourra observer les lignes du triangle de Pascal.
D’apres CCINP

Pourn € N* et x € R,, on note:
fu(x) = x4 x™ 4+ 2x — 1.
1) Soitn € N*. Prouver que I’'équation :
x4 x"+2x—-1=0

possede, dans R,, une et une seule solution, que I'on notera x,,.
2) Soitn € N*. En utilisant f,,(1/2), comparer x,, et 1/2.
3) Montrer que la suite (x,),en+ €St monotone.

4) Déterminer lim x,.
n—-+oo

Une démonstration du théoreme de Cesaro dans le cas croissant
Soit (u;,)nen+ Une suite croissante de limite £ € R.
n
* 1
Pour toutn € N*, on pose v,, = - > U
k=1
1) Montrer que la suite (v;,),en+ €St croissante.

2) Montrer que pour toutn € N*, vy, > "";u".

3) En déduire que v, — *.
n—oo
D’apreés Mines-Télécom & CCINP

& Exercices avec questions ouvertes

*

Pour un réel x, | x| désigne sa partie entiére. On pose pourn € N :
U, = Vi — |Va).

1) Montrer que la suite de terme général u,, est bornée.

2) La suite est-elle convergente?



Suites numériques

Pour n € N*, on pose :
n
_Nan(P
Uy, = sin z)
p=1

La suite (u,)ney est-elle convergente?
D’aprés CCINP

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Pour n € N, notons P, la proposition « |u,.1 — | < k |u, — 2% ».
e [nitialisation o
2
Pourn = 0,2°% =1, donc %(k lug —#1)" =1-|ug — £|. En particulier, 7, est vraie.
o Hérédité N
N 2
Soitn € N. On suppose P, vraie c’est-a-dire : |u,, — #| < %(k lug —21)" .
Onaalors:

2
[ — 21 < kluy — 4|

7))
=
o
-
v
(11]
e
e
o
v

. - > d’apres P,
on+1 > car2™-2 = 2n+1

1
< ;(k luo —£1)

Donc %, est vraie.
On a ainsi montré par récurrence que %, est vraie pour toutn € N.

Exercice 2
1) Si@ = 0, alors pour toutn € N, p,, = 1 (tous les cosinus valent 1).
2) a) Pourtoutn € N,0/2" € —%, %[\ {0}, d’ou sin(6/2™) # 0.

b) Pourn € N, notons H,, la proposition «p,, = %
e Initialisation

Pourn = 0, py = cos(6) et
e Hérédité

Soitn € N. On suppose H,, vraie. On a alors :

cos(6)sin(8) _ cos(0)sin(8)
20sin(6/2°) ~  sin(@)

= cos(0). D’ou H, est vraie.

cos(6) sin(8)

2msin@ 2 5/ 2.

Pn+1 = Pn COS(6/2n+1) =

19
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On asin(8/2™) = 2sin(8/2™*1) cos(8/2™*1), car sin(2x) = 2 cos(x) sin(x).
On en déduit apres simplifications :
cos(6) sin(0)
Pn+1 = 2n+1sin(9/2n+1)’

Donc H,,, 1 est vraie.
On a montré par récurrence que #,, est vraie pour toutn € N.

¢) Avecl'équivalentsin(x) ~ xutiliséavecx =6/2" (qui tend bien vers 0), on obtient
X
sin(8/2™) ~ 6/2™ donc lim 2"sin(@/2") = 6.
n-o n-oo
. sin(@)  cos(0)sin(0)
lim pp =po—p— = A :

n—-oo

Exercice 3
1) Comme In (u,41) — In (u,) = (—1)™, on obtient en faisant la somme :

n—-1

n-1
1—-(=D" 1— (="
In (i) = 10 (ug) = ) (10 () = In () = D (~1)F = 1_((_3) _ <2 "
k=0

k=0

On en déduit donc :
(1 — (—1)")
Uy = Ug EXP — )

2) Ona?t/u, = u(l,/n exp (%) — 1, mais UZZI = exp((—l)") diverge (elle prend la

valeu ou ngs pairs et e”* pour les rangs impairs).
aleur e pour les ra airsete™? 1

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4

1) Sif =m, e, =™ = (—1)™
La suite (e;,)nen €St constante égale a 1 et (e,,41)ney €St constante égale a —1.

2) En utilisant e"? = (eie)n, on voit une suite géométrique de raison ¢ = e'. Comme
|gl = 1, cette suite converge si, et seulement si, elf =1,
Or, 8 € [0, 27|, donc finalement : (eing)nEN converge si, et seulement si, 8 = 0.

3) On utilise les formules d’addition et le fait que sin(8) # 0.
a) Si (cos(n@))nEN converge, alors de cos((n + 1)8)= cos(n8) cos(8)— sin(nh) sin(6),

on déduit (car sin(8) # 0) :
1

sin(nf) = sin(0)

(Cos(nH) cos(8) — cos((n + 1)9)).



Suites numériques

Donc la suite (sin(n@))nEN admettrait une limite réelle.
De méme, si on suppose (sin(n@))nEN convergente, en écrivant :

sin((n + 1)9) = cos(nf) sin(8) + sin(nf) cos(H), on déduit (en divisant a nouveau
par sin(@) # 0) que (cos(né)))neN est convergente.

b) Comme (eine)nEN diverge, au moins 'une de ces deux suites diverge (partie réelle et
imaginaire). En conclusion :

Quand 8 € 10, 7[ U ]m, 27[, les deux suites (cos(né)))nEN et (sin(né’))nEN divergent.

% Remarque
Si 6 = m, cos(nm) = (—1)™ (diverge) et sin(nm) = 0 (converge).

Exercice 5

1) Lasuite (uy)ney étant convergente, (U1 — Uy )nen tend vers 0.
Donc il existe un rang n, a partir duquel |u,; — u,| < 1/2.

2) Or, up,,q etu, étant entiers, |u,.; — uU,| est un entier naturel.
Dong, a partir du rang ng, [up41 — Up| = 0 et Uy g = Uy
On prouverait par récurrence u, = Uy, pour n > n,.

Exercice 6

7 a1 T
On commence par une étude en utilisant la courbe y = VG cos(x).

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

On conjecture que la fonction f : x - % cos(x) n’a qu'un seul point fixe € et que la suite

converge vers ce point fixe sans étre monotone.

e Pourtoutx € R, |f(x)]| < 3—35 < g Donc tous les termes de la suite sont bien définis
et a partir du rang 1, ils appartiennent a [—m/2, /2] (on pourrait étre plus précis sans
peine).

21
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e Point fixe de f
Notons g : x = f(x) — x.
Pourx € [-1/2,7/2],g9' (x) = —3—35 sin(x) —1 < 0, car |—% sin(x)| <1
Donc g étant continue et strictement décroissante sur [—m/2, /2], g réalise une bijection
e [-m/2,m/2] sur l'intervalle image [g(7/2), g(—n/2)] = [—r/2,7/2] qui contient 0.
Donc f admet un unique point fixe dans [—7/2, /2] puisque g n’a qu’un seul zéro.
On remarque que cos (g) = ? donnef(%) = % . g = %.
Le seul point fixe de f est £ = %'

e La fonction cos est dérivable sur R et |cos’| = |—sin| < 1
D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a pour tous x et y réels :

|cos(y) — cos(x)| < 1|y —«|.

Donc pour toutn € N :

i
6 .

/s
Upsq — 6| 3\/_|cos(un) cos( >|

Ennotant k = \/_, on en déduit par récurrence que pour toutn € N :

lun — /6] < k™ [ug —1/6].

e On vérifie que k € [0, 1[, donc k™ — 0.
Le théoreme d’encadrement permet de conclure que la suite (u,) ey converge vers /6.

Exercice 7

1) Sizy estun réel, la suite est stationnaire :
e si zy > 0, on remarque que z; = Zz,, puis que z, = Zz, (par récurrence sur n sans
difficulté);
e sizy < 0,onauraz; =0, puis z, = 0 a partir durang 1.
2) On suppose désormais z, ¢ R.
Lillustration graphique page 15 permet de conjecturer la convergence vers un réel posi-
tif.

a) Pourn € N, notons @, la proposition « z,, € R».

o [nitialisation
Puisque z; € R, Q, est vraie.

o Hérédité
Soit n € N. Supposons Q,, vraie. Montrons par I'absurde que z,,, n’appartient pas
non plus a R.
Si z,, 41 était un réel, on déduirait de z,, = 2z,,1 — |z,| que z,, estréel, ce qui contre-
dirait Q,,.
Donc z,4+1 € R, Q441 est vraie.



b)
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Finalement, on a montré par récurrence que pour toutn € N, z,, € R.

En particulier, z, # 0, donc p,, = |z,| > 0 et on peut choisir un argument 6,, de z,
dans ]—m, 7. De plus, 8,, # 0, car z,, n’est pas un réel positif et 6 # 7, car z, n’est pas
un réel négatif.

Donc pour toutn € N, il existe p,, > 0 et 8,, € |—m, [ \ {0} tels que:

Z, = ppe'fn.

On a ainsi :

1 0 elfn +1

Zny1 = 5 (Pne"" + pp) = pn ’

2 2

puis en factorisant par en/2 :
_ elfn/2 4 o=i6n/2 .
Zn+1 = pnelen/z— = pne10n/2 cos(6,/2).

2

En particulier, les modules sont égaux :
Pn+1 = Pn |COS(9n/2)| .
Compte tenu des choix faits sur les arguments, on a cos(6,,/2) > 0, d’ou :

Pn+1 = Pn €0S(6,/2).

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

On en déduit que p,,+1 < pn, (car cos(8,,/2) < letp, > 0).

La suite (p,,)nen €st décroissante et minorée par 0, donc convergente. Sa limite £ est
un réel positif.

D’autre part, exp(i6,41) = exp(if,/2), donc 6,,,, = 6,,/2 [2m]. Or, ils appartiennent
tous les deux a ]—m, [, donc :

On+1 = On/2.

La suite (6,,),en est donc géométrique de raison 1/2. Or, |1/2| < 1, donc 1},1—>nc}o 6, =0.
On aura donc exp(if,) = cos(6,,) + isin(8,) —— 1 +i0 = 1 (par continuité de cos
et sin en 0). e

Finalement, par produit, la suite (z,,),en converge vers £ - 1 = £.

Remarque

Ona 8, = 6,/2", donc pp1 = ppcos(8,/2) = p,cos(fy/2™1). Donc p, = %pn
0

ol (Pn)nen est la suite étudiée a l'exercice 2, donc p, — Po sin(6y)/6,.

23
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Exercice 8
Observons le triangle de Pascal :
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Onremarque dans une ligne du triangle la valeur 1 des deux termes extrémes (g) = (2) =1,

etlasymétrieduea (}) = (,",)- On conjecture aussi que les coefficients (}}) pour k € [[0,n]]
croissent, puis décroissent.

Démontrons cette derniere observation. Soitn € N. Pour k € [[O,n — 1], on a:

n _ n! _n k n! _n k
(k+1)_ k+Dn—k—-1! k+1 ki(n—k)! k+1<k>'

T (M o PR o oakenot
k+1)% \k k+1° SnT s

Cela montre que la séquence (suite finie) ((',D)

Donc:

croit, puis décrofit.
ke[on] P

Onadonc:
n-1

> 1
n
k=1 (k)
et (n) =nestle plus petit des termes (”) pour k € [[1,n — 1]). Ce qui permet de majorer la

n-1
somme Z (,11) par — L x n—-1) (11 y an — 1 termes tous plus petits que — ) mais cela n’est

u, =1+

pas assez prec1s pour conclure.

On améliore en écrivant :
n-2
—24ly Z !
n = n my:
n k=2 (k)
Eton a, puisque (}) estle plus petit des (}) pour k € [2,n — 2] :

n—2

kzz G

2(n—3)

<(n- 3)( ) _—n(n—l)'

n-2

2n=3) 0, dod, par encadrement, Z % — > O etdonc (up)ney tend vers 2.

"nn-1) noo
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Exercice 9

1) Soitn € N*. Notons f, : x = x™1 + x™ + 2x — 1.

Pour toutx > 0, f;; (x) = (n + Dx™ + nx""1 + 2 > 0, donc f;, est strictement croissante
sur R,.

fr est continue et strictement croissante sur R, donc elle réalise une bijection de [0, + o]
sur [fn(O),xl_i)er fn(x)[ = [—1, +00[, ce qui prouve qu’elle s’annule une fois et une seule
sur R,. On note x, 'unique zéro de f,, c’est-a-dire I'unique réel positif vérifiant :

xﬁ+1+x,’{+2xn—1=0.

2) Soitn € N*. f(3) =
croissance de f;,.

+m 22 -1=

1
2""’1 2n+1 > 0 = fn(xy), donc x, < 2 d’apres la

3) De méme:
fn+1(xn) = xnn+2 + xnn+1 +2x, - 1= xnn+2 - xnn = xnn(an - 1) <0= fn+1(xn+1)-
Donc x,, < x,41 d’apres la croissance de f;, ;1.

La suite (x,)nen+ €St croissante.

4) La suite (x;,)en+, Croissante et majorée par 1/2, converge vers une limite £ < 1/2.

Pour toutn € N*,0 < x, < 1/2,donc 0 < x! < 1/2™ Or, 1/2™ — 0, donc par
encadrement, xJ — 0.0On a alors x?*! = x, - x? — £-0 = O A partir de la

relation x7*1 + xt + an — 1 = 0, on obtient, par unicité de la limite, 0 + 0+ 2 —1 = 0.
La suite (xp,)nen converge vers 1/2.

Exercice 10
1) Soitn e N*.Ona:

n+1 n
4+ Dvpyr = Z U = (Z u ) t Uni1 =NV, + Upyg.

k=1 k=1
Donc:
v —v _nvn+un+1_v _ Unt1 — U
n+l o n+1 n n+1

n

Comme la suite u est croissante, pour tout k € [1,n], u < Up4q.-Donc Y uy < nuyyq.
k=1
On en déduit que v, < Up41, puis que v,4 — v, > 0.

La suite (v,,)nen+ €St croissante.
2) Par croissance de u, on a aussi, pour toutn € N*:

nu, < Z Uy = Z Uy — Z Uy = 2NVy, — NV,

k=n+1
ce qui peut s’écrire :
vp + Uy

Uon > 2

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v
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3) La suite u étant croissante de limite ¢, elle est majorée par #.
Donc pour tout k € N*, u;, < £ et on en déduit:

nt’_

vneN’, v, < L.

n
Ainsi, (v,)nen st croissante et majorée par €. Donc elle est convergente de limite ¢’ < ¢
N e e . . 2/ +¢
En passant a la limite dans 'inégalité de la question 3), on a aussi ¢’ > 22 donc ¢ > ¢.
2

On a ainsi égalité et on conclut :

lim v, = 4.
n—-oo

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 11
1) Rappelons que, par définition, on a pour toutréel x : |x] < x < |x] + 1. En particulier :

0<u, =vn—|vn| < 1.

La suite de terme général u,, est bornée.
2) Pourketn € N,ona:

k=|Vn| © k<Vn<k+1 & k¥ <n<(k+1)>2

Donc k = |yn| pourn € [k?, (k + 1)? — 1]. D’ou I'idée d’utiliser des suites extraites :
e Avecn = k2, on a une premiére suite extraite (ukz)kEN qui est constante, égale a 0.
o Avecn = (k + 1) — 1 = k? + 2k (le plus grand n tel que |[vVn| = k) :

U2y = VK? + 2k — k

2
(VkZ32k) k2
T VkZ2k+k 2
(k?+2K)— k2 en utilisant (V)" =u
Vk2+2k+k
2k

VkZ+2k+k
2

> .
1+E+1

On en déduit que ug2,,, — 1.

k—o0

On a une deuxiéme suite extraite (Uy)nen, 1a suite (Ugz42x) oy qui tend vers 1.
La suite (u,,),ey €st divergente.

a®-b?

a+b

> en utilisanta — b =

Remarque

Pour la seconde suite extraite, on aurait pu utiliser I'équivalent (1 + u)¥/?2 —1 ~ -u:

u—02
2 1 2 .
uk2+2k=k 1+;—1n_:;ook-z.;=1_D0ncll1_[)120uk2+2k=1_

o o o o oo e e eae
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Exercice 12
n
On pose classiquement G, = ), exp (i%) pour avoir u,, = Im(G,) et l'utilisation d'une
r=1
somme de termes d’'une suite géométrique de raison exp (1;) :

(%)

Gn

p=1 n q—qntt
1 L1 \Nnt1 Z qp = 1—
i— ( 1—2) p=1 a
enz —|en
1—e'n? L
. factorisation
L 1—¢'n
=ent —
1—enZ . .
4 ) elf — 1 = el9/22isin(0/2)
L .
i 1 e2n Sln(z)
=e'n — ‘on’/
oz sin( L )
e 2n? ¢ _ qi(a-b)
.1 ab
L1 Sln(—)
_ = i 2n
= e 2n2 e 2n ——=—, w
1
sin(= =
2n o
En prenant la partie imaginaire : -
(9]
1]
.1
11y sin(3) o
U, = Sin —an + E -7 < o
Sll’l(m v
En utilisant ’équivalent sin(x) ~,von obtient :
X
1 1)\ 5 1
2n
Uy, ~ |z==S=+=—|5F ~ —Xn=—-
" now <2n2 Zn) 1 nsw 2n 2

Doncu, — 1/2.
n—-oo

Remarque
Une autre (bonne) idée (inspirée de sin(x) ~ X puisque tous les arguments sont petits)
X—

n
serait d'introduire a,, = Y, %. On peut ainsi espérer montrer que la différence entre u,
r=1
1 n
et a, tend vers 0. L'intérét étant que a,, = =z Yp=
r=1

Pour majorer simplement |u,, — a,|, on peut utiliser la majoration (obtenue par inégalité
de Taylor-Lagrange) :

1
1 nm+1) _ 1+
n? 2 -2 n-ooco 2

1
|sin(x) — x| < 3 lx|?.

27






Espaces vectoriels
normes

1
Bw(0,2) c B,1(0,1) c B, (0,1)
1 2
lIxlleo < llxllx < 2[1x]leo
1
Ew(o,ﬁ) c B,(0,1) € Bw(0,1)
1 2
lxlleo < 1112 < V2[1%]loo
1
Bo(0,2) © By(0,1) < B>(0,1)
1 2
llxllz < llxlly < V201l
Ces figures illustrent le fait que, dans R?, les normes || - ||1, || ||z et || - |loo SOnt deux a deux

équivalentes (en fait, sur R?, toutes les normes sont équivalentes).
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ES Exercices axés sur le calcul

Soient (uy)nen et (Vp)nen deux suites réelles vérifiant :

1
“Un t+
3 n
v

3 n

1
Up+1 = gun +
vn €N,

WlRL N

1
Uny1 = Eun +

On poserapourn € N, X,, = (un) et pour une colonne C = (a), ICIl.. = max(|a|, |b|).
Un b 5]
1) Préciser une matrice carrée A et une matrice colonne B telles que :

vneN, Xp., =AX,+B.

2) Déterminer 'unique matrice colonne L vérifiant AL + B = L.
3) Montrer que pour toute colonne X, on a [|AX]| , < §||X||Oo.

4) Montrer que pour toutn € N :
5 n

P 4 1
5) En déduire que (u,)nen CcOnverge vers - et (Vn)nen converge vers —-

Pour (x,y) € R?, on pose :
N(x,y) = max(|xl, |x + ).

1) Montrer que N est une norme sur R2.
2) Représenter la boule unité centrée a I'origine pour cette norme.

3) Ennotant Ny, (x,y) = max(lxl , Iyl), démontrer pour tout (x,y) € R?:

N(x!Y)<2NOO(x'y) et NOO(x!y)<2N(x1y)

Soit (E, I ||) un espace vectoriel normé.
Montrer que pour tous x et y dans E :

Xl + Iyl < llx =yl + llx + yll.
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Soient (E, I ||) un espace vectoriel normé, x et y deux vecteurs non nuls de E.
Montrer :
X Yy

xll vl

2
Il

< Il = yII.

*

Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles de classe C* sur [0, 1]. Pour f € E, on note :

x€[0,1]

1
N(f)=|f(0)|+f0|f'(x)|dx et Ne(f) = max |f(x)|

1) Montrer que N est une norme sur E.

2) Pourn € N*, on définit f,, sur [0, 1] par:
1
vx € [0,1], fu(x)= - sin(mnx).

a) Calculer Ny, (fy,) et N(f,,) en fonction de n.

b) Vérifier que la suite (f,),en converge vers O pour la norme N, et ne converge pas
vers Og pour la norme N.

3) Montrer qu’il n’existe pas de constante C telle que :
Vf €E, N(f)<CNo(f).

4) Montrer que :
Vf€E, No(f)<N().

Indication : On remarquera que pour x € [0,1], f(x) — f(0) = foxf’(t) de.

#E Exercices axés sur le raisonnement

Soit (E, I ||) un espace vectoriel normé. Pour une partie 4 de E, on note A 'ensemble des
points intérieurs a A.
1) Pour toutes parties A et B de E, montrer que si A C B, alors AcB.

2) Pour toute partie A de E, montrer que A estun ouvert.
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Soient a et b deux éléments d’un espace vectoriel normé (E, I ||).

On note B(a, r) la boule fermée de centre a et de rayon r > 0.
Montrer que pour tousr et R € ]0, oo :

Ib-—al|l<R-r <& B(ar)cB(b,R).

D’apreés Centrale-Supélec

*

Soient (E, d) un espace métrique et F un fermé de E. Pourn € N*,onnote 4,, = U B(x, %)
XEF

1) Montrer que pour tout n € N*, A,, est un ouvert contenant F.

2) Montrerque F = N A,.
nenN*

*

Soit (E, I ||) un espace vectoriel normé, soit A une partie non vide de E.
Pour x € E, on pose §,(x) = ig£||x — a|| (appelée distance de x a A).
a

1) Montrer que pour x € E,ona:
84(x) = 05si, et seulement si, x est adhérent a A.
2) Montrer que &4 est 1-lipschitzienne de (E, || ||) dans (R, | |).

3) Vérifier que les questions précédentes entrainent en particulier que I'adhérence de A est
une partie fermée de E.

& Exercices avec questions ouvertes

Soit (E, I ||) un espace vectoriel normé.
L'adhérence d’'une boule ouverte de rayon r > 0 est-elle la boule fermée de méme centre et
méme rayon?

Soient U et VV deux ouverts non vides de R.
Montrer que U X V est un ouvert de R?. La réciproque est-elle vraie?
Qu’en est-il avec des fermés non vides?



Espaces vectoriels normés

Soient E un espace vectoriel normé et (u, ),y une suite d’éléments de E.
On envisage les trois propositions suivantes :

(i) «la suite (u,),en converge »

(ii) «les deux suites (Uzp)nen €t (Uznt1)neny cONvVergent »

(iii) « les trois suites (Uyn)nen, (Uznt1)nen €t (Usn)neny CONvergent »

1) Les propositions (i) et (ii) sont-elles équivalentes?
2) Les propositions (i) et (iii) sont-elles équivalentes?

D’aprés Mines-Ponts

Soitn € N\ {0, 1}. Existe-t-il une norme || || sur M,,(R) vérifiant :
lABI| = [IAllIBII

pour toutes matrices A et B de M,(R)?

*

Soient E un espace vectoriel réel, N; et N, deux normes sur E et B; (resp. B,) laboule fermée
de centre O et de rayon 1 au sens de N; (resp. By).

1) Les propositions « B; = B, » et « N; = N, » sont-elles équivalentes?

2) A-t-on la méme conclusion avec des boules ouvertes?

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1) Avec A = 2

etB = , Jonapourtoutn €N, X, = AX, + B.

3
2) Onrésout AL + B = L, d’inconnue L = 2) :

N|RO|R
Wk W|kr

—20 4 Sl = — —20 + Sl = —
(A-DL)L=-B < 1 2 1, . 7 2
E‘fl — gfz = 3 2 Lat2l, —Efl + 032 = -3
On en déduit que 'unique solution est L = 71
T4

33
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1 1

-a+=b

3) AvecX = <Z>, onadX = ? :i’ ,donc [|AX]| , = max(|la + lb| , |la + lb|).

Sa+ 5b 6 3 2 3
Rappel : Pour tous réels a, b et m, on a I'équivalence suivante :

m < max(Jal, [b]) & (m<la| et m< b

En utilisant 'inégalité triangulaire :
|za+ 2| < lal+ 5161 < (3 +3) IXIl,, = 511X1l, < Z1X1l,0
|7a+ 3| < Slal+ 3161 < (5 +3) IXIl,, = 211X,
Donc, pour toute colonne X = (Z), |1AX]|,, = max(|%a + §b| , |%a + %bD < §||X||OO.

4) Pour toutn € N, onnote B, : «||X, — L|| , < (%)n [[Xo — Ll| ,, »
e Initialisation
P, est vraie, car (5/6)° = 1.
o Hérédité
Soitn € N. Supposons P, vraie.
OnaX,;; —L=A4X, + B—(AL+B) = A(X,, — L), d’ou || X1 — L], < §||Xn —LJ|
d’apres la question précédente.

[oo]

, . 5 /5\" 5 n+1
Donc d'apres P, : [Xpe1 = Lll,, < 2 (2) X0 = Lll, = (2) X — L,

6
Par conséquent, P, est vraie.
On a ainsi démontré par récurrence que %, est vraie pour toutn € N.

5) Ona lim (5/6)™ = 0, car 5/6 € [0, 1], donc par encadrement ||X,, — L|| , — 0.
n—-oo n—-oo

Dol X,, = (’;Z) — L= _ZL), donc u,, — 4/7 etv, — —1/14.

Exercice 2

1) Soient € R, u et vdans R? Onnoteu = (x,y),v = (x',y").
e Positivité et cas de nullité

N) = max(|x|, [x + yl) >0,car 0 < |x| < max(lxl, [x + y|).
SiN(u) =0, alors (Jx] < Oet|x+y| <0),doncx =0, puisy = 0. D’out u = Ope.

e Homogénéité
Au = (Ax, Ay) et max(|2]|x|, |A||x + ¥]) = |2 max(|x], |x + y|), car [A] > 0.
Donc N (Au) = |A| N(w).

e Inégalité triangulaire
u+v=_(x+x,y+y’) doncNu+v)=max(|x +x'|,|x +x' +y +y']).
O |x +x'| < x|+ |x'| < N(w) + N(v)
etlx+x' +y+y|<|x+y|l+|x' +y'| <N + NQ).
Donc N(u +v) < N(u) + N(v).

On a montré que N est une norme sur R?,



