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Introduction générale

Cet ouvrage traite des probabilités au niveau L (licence) et s’adresse aussi bien aux
étudiants de licence que d’IUT ou de BTS. Il regroupe des exercices par théme, comme le
schématise la figure ci-dessous.

Chaque chapitre est constitué de rappels de cours puis d’exercices de difficulté crois-
sante. Certains d’entre eux sont traités avec I’aide de la programmation en langage python3.
Les deux derniers chapitres sont exclusivement construits autour de la thématique python.

Nous supposons que le lecteur est familier de ce langage. Vous trouverez de nombreux
codes python dans le corps du texte. Ils sont aussi accessibles sur le site de Dunod.

Ce livre s’adresse aux étudiants qui veulent se spécialiser en mathématiques ou en
informatique, ainsi qu’a ceux qui s’orientent vers la physique, la chimie, voire la biologie.

probabilités programmation

-

L

Chapitre 1 : dénombrements

L1 Chapitre 2 : probabilités générales L1

Chapitre 3 : lois de probabilité discrétes

Chapitre 4 : lois de probabilité continues
Chapitre 5 : théorémes limites

Chapitre 6 : moments et fonctions caractéristiques
L2 et L3 L2 et L3

Chapitre 7 : méthode de Monte-Carlo

Chapitre 8 : générateurs congruentiels linéaires et hasard

FIGURE 1 — Une organisation possible des chapitres selon les années L1/L2/L3 avec la
dominante probabilités / programmation



8 INTRODUCTION

Les programmes ont été développés et testés a la fois sous les environnements linux et
windows 7 :

— avec geany et scite en linux mint,

— avec spyder3 en windows 7.

La simplicité d’usage de python3 permet de sortir des sentiers battus des calculs de pro-
babilité, et de tester des problémes moins habituels : trés grands dénombrements, probléme
de Monty Hall, générateurs congruentiels linéaires, méthode de Monte-carlo, en faisant un
large usage des représentations graphiques.

Le lecteur ne trouvera pas de chapitre dédié aux chaines de Markov, par manque de
place. Cette omission sera peut-étre corrigée, dans une future édition, si la présente ren-
contre un large public.

On peut considérer que les chapitres 1, 2 et 3 correspondent plus & un programme de
probabilité de premiére année, tandis que les suivants peuvent s’étager sur les années 2 et
3 de la licence et du BUT (Bachelor Universitaire de Technologie).

Nous souhaitons bon courage et bonne programmation au lecteur, la probabilité n’est
pas nulle que vous vous amusiez, peut-étre autant que ’auteur.



Chapitre 1

Les dénombrements

1.1 Dénombrements et théorie ensembliste

Dénombrer les cas possibles c’est mettre en correspondance ’ensemble E des événe-
ments qui nous intéresse avec une partie de I'ensemble des entiers naturels N. Le cas le plus
simple est lorsque ’ensemble F est fini :

1. On dit que l'ensemble E est fini si on peut le mettre en bijection avec un sous-
ensemble fini de N. Autrement dit, on peut numéroter de 1 jusqu’a n les éléments
distincts de E.

2. Le cardinal de E est son nombre d’éléments n, ce que l'on note |E|.

3. L’ensemble formé de tous les sous-ensembles de E est appelé 'ensemble des parties
de E, ce que l'on note P(E). Par exemple, si E contient deux éléments distincts :
E = {z,y}, Pensemble des parties de E posséde quatre éléments :

P(E) = {{z},{y}, {z,y}, 2}
On note ici @ 'ensemble vide (c’est-a-dire ’ensemble qui ne contient rien).

4. Si A est une partie de F, son complémentaire A est I’ensemble des éléments de E qui
n’appartiennent pas a A.

Le complémentaire de 'ensemble E tout entier est 'ensemble vide @ : FE = @.

5. La réunion (ou union) de deux ensembles A et B est notée AU B, elle est formée des
éléments qui appartiennent & A ou B.

On dit que U est une loi de composition interne (dans I’ensemble des parties de
E) car si A et B appartiennent a P(E), alors AU B € P(E).

On liste les propriétés suivantes de la loi de composition interne U :

— AU(BUC)=(AUB)UC = AUBUC (propriété d’associativité de la loi)
— AUB = BU A (propriété de commutativité de la loi)

— AU@ =0UA=A (@ est 'élément neutre de la loi)

— AUA = A (U est dite idempotente)

6. L’intersection de deux ensembles A et B est notée AN B, elle est formée des éléments
qui appartiennent & A et B en méme temps. On peut vérifier que N est aussi une
loi de composition interne pour P(E), et posséde des propriétés similaires & 'union.
(Cette fois F est I'élément neutre de la loi de composition interne N).



10 CHAPITRE 1. LES DENOMBREMENTS

7. Une famille finie de parties non vides (4;) (avec ¢ = 1,2,...,n) d'un ensemble E
réalise une partition de E si et seulement si deux conditions sont remplies :

Vi#j, AiNAj =0

8. Si F est un ensemble fini comportant n éléments, alors on sait que le cardinal de
Pensemble des parties P(E) de E est :

|P(E)| = 2"

9. Si une famille finie de parties non vides (4;) (avec i = 1,2,...,n) d’un ensemble E
est une partition de E, alors on a :

B[ = 14l
i=1

1.2 Permutations, arrangements et combinaisons

1.2.1 Permutations

On dispose d'un ensemble E contenant n > 1 éléments. On considére un réarrangement
des n éléments (supposés discernables). Ce réarrangement est aussi appelé permutation des
n éléments. Il y a en tout n! =n x (n—1) X (n —2)... X 2 x 1 permutations possibles pour
un ensemble de n éléments.

On dit aussi qu'une permutation de I’ensemble E est une bijection de F dans E.

On rappelle aussi que 0! =11 =1

1.2.2 Arrangements (on tient compte de ’ordre du tirage)

On dispose d’'un ensemble E contenant n > 1 éléments distincts. On choisit p < n
éléments parmi les n éléments et 'ordre dans lequel on les obtient est important. On
considére qu’il n’y a pas de répétition, c’est a dire que le tirage est sans remise.

On appelle arrangement la liste ordonnée obtenue, et le nombre total d’arrangements
distincts est noté AB.

Lorsqu’on tire le premier élément, il y a n choix possibles, pour le deuxiéme élément il
v a n — 1 choix possibles et ainsi jusqu’au p-ieme tirage. On a donc la relation :

AP =px(n—1)x (n—2)... x (n— )= ———
L= nx(n= 1) x (=2 x (- pt ) =
On dit aussi que A}, est le nombre d’injections d’un ensemble & p éléments vers un ensemble
a n éléments.
Remarque : la formule des arrangements se généralise aussi au cas p = 0.



