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Préface

Préfacer la huitieme édition de ce traité technique a I'origine en deux tomes
est un redoutable honneur.

D’abord parce que le livre en question doit étre un ouvrage indispensable pour
justifier un intérét si constant, ensuite parce que I'auteur et ses préfaciers sont
des personnages trés importants. Quant a Il'objet de I'ouvrage, en tant
gu’engrenagiste et fabricant de réducteurs et multiplicateurs, je suis obligé de
confesser que c’est un sujet passionnant et fondamental.

L’auteur, Monsieur Georges Henriot, est un des péres fondateurs mondiaux de
la théorie de I'engrenage. Il a été reconnu sur tous les continents, comme un
de ceux qui ont permis la vulgarisation claire et simple de la technologie et sa
mise & la portée du plus grand nombre. A ce titre, il a méme recu le prix spécial
de la fondation allemande Sew Blickle décerné aux personnes ayant le plus
contribué au développement de I'industrie de I'engrenage. Il est trés significatif
aussi que le Recteur Capelle, Iui qui fut a I'origine des Instituts d’enseignement
supérieur, ait été son premier préfacier. La contribution de Monsieur Henriot
est immense en tant que somme la plus compléte et la plus accessible du
savoir nécessaire pour calculer, fabriquer, construire des engrenages ou des
ensembles a la base d’engrenages.

Bien sar, son passage chez Maag lui a donné I'accés aux clés du temple, mais
c’est son expérience, pratique d’ingénieur des Arts et Métiers, a la SEIE et
d’industriel chez Citroén, Messian, Durand, qui a donné a son ouvrage cet
aspect simple, direct et pratique qui en fait son succes. Tous les bureaux
d’études de mécanique disposent de ce traité. Il existe méme encore de tres
grandes sociétés comme EDF qui font toujours systématiquement référence a
la méthode Henriot. C’est dire si ses calculs sont fiables.

Au moment ou les filieres scientifiques n’attirent curieusement plus autant de
jeunes, nous nous apercevons tous les jours que l'existence de ces traités
complets dans une technique évolutive est un outil précieux indispensable
pour les ingénieurs et techniciens de I'engrenage.

Et nous sommes bien 1a au cceur de la mécanique ; ’engrenage n’est-il pas le
symbole le plus fréquent des entreprises ou associations opérant dans la
mécanique ?

Dans ce métier du calcul et de la conception des engrenages ou personne
n’aboutit exactement a la méme solution, ou la détermination du module, du
nombre de dents, du déport de denture, de I'hélice, de la largeur de la denture,
des traitements thermiques, confine a I'art, le recours a un ouvrage tel que
celui-ci permettra aux jeunes de mieux comprendre les paroles de Monsieur



Naegli, grand spécialiste des calculs chez Maag : « de méme que vous ne
confiez pas vos dents a n’importe quel dentiste, ne confiez pas vos dentures
a qui que ce soit autre qu’un véritable engrenagiste ».

Ainsi, les mécaniciens pourront se référer a votre bible. Les linguistes ont le
Larousse, nous autres mécaniciens nous avons le Henriot.

Et que vive linvolute !

Jacques Boisset

Président de I'Unitram

Union nationale des industries
de transmissions mécaniques
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Avant-propos

Comme pour la septieme édition, nous avons procédé a une modification
fondamentale, consistant a ne présenter qu’un seul volume au lieu de deux.
L’ouvrage actuel est donc naturellement trés important. Il est divisé en trois
parties, couvrant tout le domaine de I’engrenage :

— premiere partie : conception des engrenages ;
— deuxieme partie : fabrication et contrdle ;

— troisiéme partie : exemples de réalisation d’ensembles a engrenages, récep-
tion et maintenance.

La premiere partie reprend la plupart des éléments des éditions précédentes,
relatifs a la conception de base que nous appellerons théorique : nous avons
conservé le caractere pédagogique permettant la compréhension fondamen-
tale des différents types d’engrenages. Nous retrouvons évidemment les
méthodes de calcul de résistance : elles sont basées sur les derniéres recom-
mandations 1ISO que nous avons mises a jour par rapport a la 7° édition, ce
qui est trés important. Nous avons insisté sur les méthodes industrielles simpli-
fiees et suffisamment précises dont nous sommes l'auteur, a la suite d’une
expérience de plus de cinquante ans dans les principales firmes d’engrenages,
dans des domaines trés variés et de haute performance, et d’un contact cons-
tant et trés fructueux avec les spécialistes francais et étrangers a I'ISO et
'AGMA.

Nous avons également insisté sur une évolution actuelle des dentures, par
exemple les dentures dites HCR (High Contact Ratio), qui ont de plus en plus
la faveur dans la lutte contre le bruit et les vibrations.

Le chapitre consacré aux trains planétaires est également trés développé,
étant donné I'importance accrue de ces ensembles dans les transmissions
modernes.

Nous avons introduit un chapitre important consacré aux matériaux et aux
exigences pour certains procédés de traitements thermiques.

La deuxiéme partie est consacrée aux principales méthodes de fabrication des
engrenages, pour les différents types, avec les machines les plus récentes a
commande numérique, pour le taillage, la rectification, le shaving et le honing.

Le chapitre consacré au contrble est tres développé. Il comporte non seule-
ment la revue des différents critéres de qualité des dentures, mais également
les différents documents ISO concernant les tolérances des classes de qualité
proposées. Les appareils de controle les plus modernes sont également
décrits, la plupart d’entre eux étant d’ailleurs a commande numérique.



La troisieme partie de I'ouvrage est consacrée aux ensembles a engrenages.

Nous indiquons les réalisations les plus intéressantes et modernes dans les
domaines suivants :

— mécanique générale ;

— industrie du ciment ;

— industrie sidérurgique ;

— ensembles a grande vitesse ;

— transmissions de marine ;

— ensembles a engrenages a vis sans fin.

Nous mentionnons quelques aspects fondamentaux comme par exemple la
lubrification et la capacité thermique.

Une partie trées importante est consacrée a la réception des ensembles a
engrenages, par exemple au sujet du bruit et des vibrations. Il était également
important de donner des informations au sujet des accouplements, qui jouent
un rble primordial entre les organes menants et menés.

L’examen et le contréle des portées des dentures sont également mentionnés
étant donné leur importance dans une appréciation globale de la qualité des
engrenements. Il est également intéressant de consacrer un chapitre aux diffé-
rents types de paliers, paliers lisses et paliers a roulements a billes et galets,
avec indication des précautions a prendre pour leur maintenance.

Pour étre complet, cette troisieme partie est tres axée sur tous les problémes
de maintenance des ensembles a engrenages.

Qu’il me soit permis d’exprimer dans cette derniére édition, tout le plaisir que
m’ont procuré ces longues années consacrées aux engrenages, depuis le
début de ma coopération avec mon maitre, le Recteur Capelle, grace a un
contact tres profond avec tout le monde technique spécialisé, aussi bien en
France qu’a I'étranger.

Pour la 7° édition de mon ouvrage, javais eu le plaisir de compter sur les
préfaces de Messieurs Allard et Octrue : je les remercie encore pour leur
marque de sympathie.

Pour cette 8° édition, je suis heureux d’accueillir Monsieur Jacques Boisset, un
fidele ami que jai eu le plaisir et ’'honneur de fréquenter durant mes belles
années de coopération avec la prestigieuse société Maag de Zurich. Il conti-
nue la réalisation d’ensembles a engrenages de haute technicité, et a consa-
cré ces dernieres années a la présidence de la fédération Unitram.

Pour cette derniere édition, je me dois d’exprimer toute ma reconnaissance a
la maison Dunod pour I'excellente collaboration et la qualité des ouvrages
édités depuis 1949.

Georges Henriot
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1 « RAPPEL DES NOTIONS
FONDAMENTALES

1.1 Théorie élémentaire sur les vecteurs

On appelle axe une droite indéfinie xx” sur laquelle on a défini un sens de
parcours, positif ou négatif (figure 1.1). Un vecteur est un segment AB de cet axe
sur lequel on a fixé un sens. Un vecteur est défini par les trois données suivantes :

— sa direction : qui est celle de I'axe xx” qui lui sert de support ;

ey F
x A g o

Af

Figure 1.1 — Vecteur Figure 1.2 — Vecteur force

—son sens : qui est positif ou négatif comparativement au sens positif choisi
pour I'axe ;

— son intensité : déterminée par sa longueur AB.
En mécanique, les vecteurs servent a matérialiser les forces appliquées a un
systeme déterminé. Le vecteur I? par exemple (figure 1.2), fixe la direction de

la force, son sens, son intensité et son point d’application M. (Au sujet de
lintensité, il suffit de choisir une échelle.)

1.1.1 Composition des forces

Deux forces concourantes

La somme ﬁ des deux forces F; et F, concourantes au point M est détermi-
née facilement par la régle dite « du parallélogramme ». C’est la diagonale
d’'un parallélogramme dont les c6tés sont respectivement égaux aux vecteurs
représentatifs des forces F; et F> (figure 1.3).

Nous écrivons :

B o B (11)
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1 ¢ Rappel des notions 1.1 Théorie élémentaire sur les vecteurs
fondamentales

Figure 1.3 — Deux forces concourantes

L’intensité de la somme est déterminée facilement ; dans le triangle MNP nous

avons .
— 2 o2 _—_» T
MP = MN + NP -2MN - NPcos MNP

soit :

IR = A/I:_12+IE22+2F1 - F,- cos a (1.2)

B Deux forces paralléles

[J Premier cas (figure 1.4)

Les deux forces F; et F, sont paralléles et de méme sens.
La somme ﬁ est déterminée :
— par sa direction, qui est paralléle a la direction des deux forces composantes ;
— par son sens, qui est évidemment le méme que celui de F; et F5;
— par son intensité :
IRl = |Fy| +|Fy (1.3)

— par son point d’application M, situé a l'intérieur du segment joignant les
points d’application M; et M, des forces F; et F», a une distance de ceux-cCi
déterminée par la relation connue suivante :

|Fq| - MMy = |Fy| - MM,

soit :

MM, _ |Fy (1.4)
MM, |F4|
h

! A

d

h
M‘I o 7[3

Figure 1.4 — Deux forces paralléles et de méme sens

[J Second cas (figure 1.5)
Les deux forces F; et F, sont paralléles, mais de sens contraires.



1 ¢ Rappel des notions 1.1 Théorie élémentaire sur les vecteurs
fondamentales

9 . .
La somme R a méme direction que les deux forces composantes, le sens de
celle qui a la plus forte intensité. Son intensité est égale a la différence des
intensités des deux composantes.

”;
™M M, 1
2

Figure 1.5 — Deux forces paralléles et de sens opposés

Son point d’application M est situé, dans ce cas, a I'extérieur du segment My Mo,
du coté de la force ayant la plus forte intensité et il vérifie la relation :

|Fq| - MMy = |Fo| - MM,
soit :
MM, _ |Fel
MM, — |F4|
B Systeme de forces (figure 1.6)
Soit un ensemble de forces Fy, Fp, F3, F4... réparties d’'une fagon quelconque.
Leur somme est obtenue simplement de la fagon suivante.

. Y 4)
Par un point O quelconque de I'espace, mener un vecteur équipollent a F1. Par
s 2 P LR . .
lextrémité de F1, mener un vecteur équipollent a F2 et ainsi de suite. La somme

- -
R est le vecteur OA, A étant I'extrémité du dernier des vecteurs portés bout a bout.

N
Il est bien évident que le vecteur R reste équipollent a lui-méme, quelle que
soit la position du point O dans I'espace.

B
&‘
s
A

Y,

#

F

=3

Figure 1.6 — Systeme de forces

1.1.2 Rappel sur les moments

> —
Le moment d’un vecteur F par rapport a un point M est un vecteur MG dont

9
Iintensité est égale au produit de I'intensité du vecteur F par la distance de M
au support de celui-ci :
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1 ¢ Rappel des notions 1.1 Théorie élémentaire sur les vecteurs
fondamentales

IMG| = |F|- MH (1.6)
Sa direction est perpendiculaire au plan formé par le point M et le vecteur repré-

L2
sentatif F.

Son sens est tel qu’un observateur traversé des pieds a la téte par ce vecteur

— -
MG voit le vecteur F dirigé dans le sens positif (sens trigonométrique, inverse
du sens de rotation des aiguilles d’'une montre) (figure 1.7).

Figure 1.7 — Vecteur moment Figure 1.8 — Réduction d'un systeme
en un autre point M’

B Moment résultant d’'un systéme de vecteurs par rapport a un point

Il suffit de déterminer séparément les moments des différents vecteurs par rapport
au point M. On compose ensuite les vecteurs représentatifs de ces moments

%
d’apres la régle donnée précédemment. On obtient ainsi le moment résultant G.

Le moment d’un vecteur ou d’'un systeme de vecteurs par rapport & un point M
dépend donc de la position de ce point dans I'espace : sa direction étant varia-
ble suivant le point M, il est possible de trouver un point M particulier tel que

> . . ->
le vecteur moment résultant G ait méme support que le vecteur somme R :

- -
le support commun aux deux vecteurs G et R est alors appelé axe central du
systeme de vecteurs.

Connaissant les éléments de réduction d’un systéme de vecteurs en un point M

- -
c’'est-a-dire la somme R et le moment résultant G, les éléments de réduction
en un autre point M” s’en déduisent comme suit (figure 1.8) :

%, 7 . \ 2
—somme R’ : équipollente a R ;

- - -
— moment résultant G’ = somme géométrique du vecteur G1 équipollent a G et

- -
du vecteur G2 représentant le moment de la somme R par rapport au point M".

B Couple
Dans le cas de forces par exemple, un couple est un systéme de deux forces

| . N . s 2
paralleles, de sens inverses et de méme intensité. La somme R est alors nulle



1 ¢ Rappel des notions 1.2 Vitesses et composition des vitesses
fondamentales

%
et le moment résultant G est le méme par rapport a tous les points de I'espace

4)
(en effet, en se reportant au paragraphe précédent, G2 est toujours nul).
En prenant, par exemple, le point M situé sur le support du vecteur représen-

tatif ?:2 nous obtenons (figure 1.9) :
|G| = \Fﬂ - MH

N
(le moment de F2 par rapport a M est nul).

M

Figure 1.9 — Couple Figure 1.10 — Systémes de forces
équivalentes

1.1.3 Systémes de forces équivalents

Deux systemes de forces sont équivalents par rapport a un point M de I'’espace
si les éléments de réduction de ces deux systemes par rapport a M, a savoir

- -
somme R et moment résultant G, sont identiques.

> > >

Si nous transportons le vecteur force F le long de son support, de F en F1
4)

par exemple (figure 1.10), nous ne changeons pas le systéme de forces (R et

4)
G ne sont pas modifiés).

. 2 2 F—
En revanche, si nous le transportons en F2, le vecteur F2 étant équipollent

4) . . 4) .
a F, le systeme de forces n’est plus équivalent ; en effet, si R a toujours la
méme valeur, il n’en est plus de méme pour G.

1.2 Vitesses et composition des vitesses

Soit (C) la trajectoire du point matériel M (figure 1.11). A Iinstant t, le point M
est en My, et a I'instant (f + Af) il est en My. La vitesse moyenne du point maté-

riel de My & My peut étre représentée par le vecteur 3,,,, ayant comme support
le segment MyM,, dirigé de My & M, et ayant comme intensité :
As

ml =t
7 /\ . .
As étant la longueur de I'arc MyM, de la trajectoire.

\ v
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1 ¢ Rappel des notions 1.2 Vitesses et composition des vitesses
fondamentales

v <)

£

Figure 1.11 - Vitesse

Pour obtenir la vitesse instantanée du point matériel au temps {, il suffit de faire
P . >
tendre At vers zéro. Le vecteur vitesse moyenne v, tend vers le vecteur
. . P P
vitesse instantanée en M, soit v.

Ce vecteur v est donc tangent en My & (C) et est dirigé dans le sens du
mouvement. Son intensité est égale a :
ds
V| = — 17
vl T (1.7)
ds et dt désignant des quantités infiniment petites.

Si s = f(f) est 'équation du mouvement de trajectoire (C), la vitesse du point
matériel s’obtient donc en dérivant cette fonction par rapport au temps.

Un corps solide étant formé d’une infinité de points matériels, son mouvement
sera donc connu si nous connaissons les fonctions du temps s = f(f) définis-
sant les trajectoires de chacun de ses points. Si le solide est indéformable, et
c’est le cas général, les positions de trois de ses points déterminent complé-
tement son mouvement.

1.2.1 Mouvements fondamentaux

Il existe trois mouvements fondamentaux. (Notons que nous supposerons
toujours le solide comme indéformable.)

H Mouvement de translation

Un solide est animé d’'un mouvement de translation quand il se déplace de
maniére que les segments de droite joignant les points du corps deux a deux
restent équipollents a eux-mémes (figure 1.12).

Soit par exemple Aj, By et Cy les positions de trois points du solide (S) a
linstant £. A linstant (t + Af), ces points occupent les positions Ay, By et Cy.
Nous avons alors :

— AB; équipollent & ApBy ;

— A{Cy équipollent & AyCy, etc.

Nous pouvons donc écrire que dans un mouvement de translation les trajec-
toires des différents points du solide sont identiques ; les vitesses instantanées

de tous les points a un instant quelconque sont donc représentées par des
vecteurs équipollents :

Va= Vg =g (1.8)
Si les trajectoires des différents points du solide sont rectilignes, celui-ci est
animé d’'un mouvement de translation rectiligne.

Si la vitesse instantanée conserve une valeur constante, le mouvement est dit
uniforme.



1 ¢ Rappel des notions 1.2 Vitesses et composition des vitesses
fondamentales

Une translatlon rectiligne uniforme peut donc étre représentée par un
vecteur v indiquant la direction et le sens du déplacement, ainsi que la valeur
absolue de la vitesse (figure 1.13).

=
o

Y

Figure 1.12 — Translation Figure 1.13 - Translation

H Mouvement de rotation

Un corps est animé d’un mouvement de rotation si deux de ses points restent
fixes (figure 1.14). 1l est bien évident que si A et B sont les deux points fixes,
'axe xx” passant par ceux-ci est tel que tous ses points sont également fixes :
c’est 'axe de rotation.

Figure 1.14 — Rotation Figure 1.15 — Rotation

Tous les points du solide décrivent donc des circonférences dont les rayons
sont les distances de ces points a I'axe xx” (le point C décrit la circonférence
de centre A et rayon r, tandis que le point D décrit la circonférence de centre E
et rayon r’).

Quand le corps solide passe d’'une position (0) a une autre position (1), tous
ses points tournent d’'un méme angle Aa. Si At est lintervalle de temps mis
pour passer d’'une position a l'autre, nous pouvons définir la vitesse angulaire
moyenne dont la valeur absolue est égale a :

Aol
|wm| = At (1.9)

De méme que pour les vitesses linéaires, nous pouvons définir la vitesse angu-
laire instantanée a l'instant t en faisant tendre Af vers zéro.
do

= g¢ 1.1
[0} T (1.10)
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La rotation du corps étant définie par une fonction o = f(t), la vitesse angulaire
instantanée a un instant quelconque t est donc obtenue en dérivant cette fonc-
tion par rapport au temps.

Si la vitesse instantanée conserve une valeur constante, le mouvement est une

rotation uniforme ; il est représenté par un vecteur @ (figure 1.15) porté par
’axe de rotation, dont le sens est tel qu’un observateur traversé des pieds a
la téte par ce vecteur voit tourner le corps dans le sens positif (inverse du sens
de rotation des aiguilles d’'une montre). L’intensité de ce vecteur est propor-
tionnelle a la valeur absolue de la vitesse angulaire.

o est toujours exprimée en radians par seconde, de sorte que nous pouvons
écrire que la vitesse linéaire (ou tangentielle) d’un point quelconque C du
solide situé a une distance r de I'axe de rotation est égale a :

V=r-o (figure 1.16)

> N . s -
Notons que le vecteur v peut étre considéré comme le moment du vecteur
par rapport au point C.

Figure 1.16 - Vitesse tangentielle Figure 1.17 - Mouvement
hélicoidal simple

B Mouvement de vissage

Le mouvement de vissage résulte de la superposition d’'une translation et d’'une
rotation. Si la rotation est uniforme autour d’'un axe xx’ et si la translation est

uniforme et parallele a xx’, nous obtenons le mouvement hélicoidal simple
(figure 1.17).

Il peut étre représenté par deux vecteurs portés par 'axe xx’ :
. >
— le vecteur translation v ;

. -
— le vecteur rotation .

Tous les points du solide décrivent des hélices de méme pas p, enroulées sur
des cylindres dont les rayons sont les distances des points considérés a I'axe
de rotation.

10



1 ¢ Rappel des notions 1.2 Vitesses et composition des vitesses
fondamentales

1.2.2 Composition des mouvements : mouvement relatif,

mouvement d'entrainement, mouvement absolu

Nous venons d’étudier le mouvement d’un solide S par rapport & un systéme
de référence fixe.

Nous allons voir maintenant le mouvement d’un solide Sy mobile par rapport a
un autre solide S,, lui-méme mobile par rapport a un systéme de référence fixe
A (figure 1.18).

¢

Le mouvement de S; par rapport a S, (soit 3
2

) est appelé mouvement relatif.

S
Le mouvement 72 est appelé mouvement d’entrainement.

Le mouvement % du solide S; par rapport au systéme de référence est le
mouvement absolu de S;.

Le mouvement relatif et le mouvement d’entrainement sont deux mouvements
simples que nous avons étudiés précédemment. Si 3, (vitesse relative) est la

vitesse du point 1 de Sy par rapport au point 2 de S,, et 39 (vitesse d’entrai-

nement) étant la vitesse du point 2 par rapport au systeme de référence fixe,
la vitesse absolue du point 1 de S; par rapport au systeme de référence est

donnée par la relation géométrique suivante (figure 1.19) :

aaz ar‘}'ae (111)

(50
1

r

Mavvdrmen ghion,
perent
; MU At
-z
-

),
%}\
S

Figure 1.18 — Composition Figure 1.19 — Composition
des mouvements des vitesses
Exemple

Les vecteurs vitesses linéaires et vitesses angulaires se composent comme de simples
vecteurs.

B Composition de deux translations (figure 1.20)

Soit un chariot (1) animé d’'un mouvement de translation a I’intérieug des glis-
sieres d’un bati fixe : cette translation est représentée par le vecteur v, vitesse

11
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d’entrainement. Ce chariot porte des gIlSSleres dans lesquelles se déplace un
coulisseau (2) avec une vitesse de translation v,, mouvement relatif.

Le mouvement du coulisseau par rapport au bati fixe est également une trans-
. . > .
lation de vecteur vitesse v, vitesse absolue, tel que :
> ]
Va = Ve+ Vr

Au bout du temps unité, le coulisseau s’est déplacé de O en O’.

Figure 1.20 - Composition de deux translations

B Une rotation et une translation paralléle a I’axe de rotation
Nous avons vu que le mouvement résultant était un mouvement hélicoidal.

. - - R n
B Deux rotations o et w, dont les axes sont paralléles, et de méme sens

N
Le mouvement résultant est une rotation de vecteur vitesse Q, qui peut étre
déterminé comme dans le cas de la composition de vecteurs forces (figure 1.21).

Axe X: parallele aux deux axes Xj et Xo, tel que:

%
19, _ a4 (1.12)
10; [y
I est intérieur au segment O;0..
5. A > > .
Q : de méme sens que w1 et wo et:
2 - -
‘Q‘ = |1 + |2
X.
Esd rz fﬂ A
Ed “.é o ()‘
RN ) |w,
Figure 1.21 — Composition Figure 1.22 — Composition
de deux rotations paralleles de deux rotations paralléles
et de méme sens et de sens contraires

12
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B Deux rotations @1 et @, dont les axes sont paralléles, et de sens
contraires (figure 1.22)

re . . 4) Ve . re
Le mouvement résultant est une rotation de vecteur vitesse 2 déterminé

comme suit :

Axe X : paralléle aux deux axes X; et X5 et tel que :
E = @ (1.13)
10, |g,1|

I est extérieur au segment O 0.

g A . - -
Q : de méme sens que celui des deux vecteurs w1 et w2 ayant la plus forte
intensité et :

1Q = |ax| - |@) (1.14)

B Deux rotations concourantes @ 1 et @ o (figure 1.23)

3 . . = .
Le mouvement résultant est une rotation de vecteur vitesse 2 déterminé par
la régle du parallélogramme.
- > —>
Q =w1+ 0>

et:

18] = J134 P+ |02 + 2[4 - || - cosa (1.15)

B Deux rotations & 1 et @ o dont les axes X; et X5 ne sont ni paralléles ni
concourants (figure 1.24)

Les éléments de réduction de ce systéme de deux vecteurs sont définis de la
fagon suivante.

Figure 1.23 — Composition de deux Figure 1.24 - Composition de deux
rotations concourantes rotations d'axes quelconques
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1 ¢ Rappel des notions 1.2 Vitesses et composition des vitesses
fondamentales

4)
[0 Somme Q
C’est une rotation dont I'axe X passe par le point / de la plus courte distance
0,0, des axes Xy et X5, et déterminée par la régle du parallélogramme.
Appelons : A 'angle des deux axes X et X5
o 4 'angle des deux axes X et X4
aol’angle des deux axes X et Xo.

Nous avons :

10, tgoy

10,  tgo,
avec :

@1 _ &)

[OF] _ w2

sin o,  sin oy

et:

oy + 0, = A
et:

18 = 342+ a2 + 2] - [a] - cos (1.16)

%
[0 Moment résultant V

) > > .
C’est la somme des moments des vecteurs w4 et w» par rapport au point /.

. . s . . . > >
Ceux-ci sont des vitesses linéaires et leurs vecteurs représentatifs v¢ et vo
. . . ; >
sont respectivement perpendiculaires aux plans formés par les vecteurs w1 et

> . . L N . .
2 avec le point I ; leur sens est déterminé par la reégle énoncée dans un para-

graphe précédent :
N
V = 61 + 32
9

4)
(le support de V coincide avec celui de Q)
il = (34110,

Vel = |32]- 10,

et:

|?| = A/co1 - IO12+a)2~1022—2¢o1 @y - 10410, - cOSA (1.17)

z . % z
Le mouvement résultant est donc une rotation 2 accompagnée d’une transla-

. AT, . , . . ,
tion V dirigée suivant I'axe de cette rotation. Pour cette raison, 'axe X est
appelé axe de viration ou axe de vissage.
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1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

1.3 Mouvement d'un plan sur un plan fixe

1.3.1 Centre instantané de rotation

Considérons un plan fixe p sur lequel se déplace un plan mobile P restant
constamment en coincidence avec lui. Nous supposerons le mouvement tout
a fait général et non pas une simple translation (figure 1.25).

A chaque instant, il existe un point / du plan mobile qui est tel que tout se
passe comme si, a l'instant considéré, le plan mobile pivotait autour de ce
point. Pour bien voir cette rotation instantanée autour de /, il suffit de partir d’'un
déplacement fini du plan mobile. Si AgBy et A{B; sont les positions d’un
segment de droite tracé sur le plan mobile, aux instants t et t + Af, il est facile
de voir que I'on peut amener le plan P de la position (0) a la position (1) par
une simple rotation autour d’un point J, intersection des perpendiculaires au
milieu des segments AyA; et ByBy. En faisant tendre At vers zéro, on arrive
ainsi a la notion de rotation instantanée autour du centre instantané de rota-
tion I, limite du point J précédemment défini (figure 1.26).

b
Figure 1.25 — Déplacement d'un Figure 1.26 — Centre instantané
plan mobile P sur un plan fixe p de rotation

9
La rotation instantanée peut étre représentée par un vecteur @, normal en /
aux plans p et P.

P S sg . . . >
A Tlinstant considéré, un point M quelconque du plan mobile a donc une vitesse v

dont le vecteur représentatif, situé dans le plan, est normal a la droite IM et a
comme intensité :

= |G| m (1.18)

Le vecteur v étant évidemment tangent a la trajectoire de M, nous remar-
quons que les normales a un instant donné aux trajectoires des points du plan
mobile concourent toutes au centre instantané de rotation (figure 1.26).
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1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

1.3.2 Base et roulante du mouvement

16

Si a chaque instant nous repérons sur le plan mobile le point /, et si nous
marquons avec une épingle le point i du plan fixe qui lui correspond, nous
obtenons alors deux courbes :

—la courbe B, lieu des pointsi du plan fixe, est appelée la base du
mouvement ;

—la courbe R, lieu des points / du plan mobile, est appelée la roulante du
mouvement (figure 1.27).

On démontre la propriété importante suivante.

Pendant tout le mouvement de P sur p, la roulante R roule sans glisser sur la
base B.

Imaginons un insecte qui, pendant le mouvement de P sur p, se déplace sur
la courbe R de maniére a se trouver a chaque instant sur la courbe B au
point i. Sa trajectoire relative (sur le plan mobile) est la courbe R, et sa trajec-
toire absolue (par rapport au plan fixe) est la courbe B.

Figure 1.27 — Roulante et base

La vitesse absolue de l'insecte est représentée par un vecteur 3a qui est
tangent a la trajectoire absolue B. D’aprés le théoréeme sur la composition des
vitesses, nous pouvons éctrire :

> > >

Va = Vr+ Ve
Ecartons, pour plus de compréhension, le plan P du plan p. Séparons les trois
mouvements fondamentaux (figure 1.28) :

— mouvement relatif de I'insecte (en coincidence avec le point /) par rapport au
plan mobile ;

— mouvement d’entrainement : du point / du plan mobile par rapport au point i
du plan fixe ;

— mouvement absolu : du point / par rapport au plan fixe.

. . P 7 > \ . .
La vitesse relative est représentée par un vecteur v, tangent a la trajectoire
de / sur le plan mobile, soit R.

La vitesse d’entrailnement est nulle car c’est la vitesse du point / du plan
mobile, centre instantané de rotation.

> > .
Nous avons donc v, = v4. Ces deux vecteurs ayant un point commun (/, i),

ils sont confondus, ce qui montre que les courbes B et R sont bien tangentes ;
elles roulent donc I'une sur l'autre (figure 1.29).



1.3 Mouvement d’'un plan sur un plan fixe

1 ¢ Rappel des notions
fondamentales

Figure 1.28 — Vitesse absolue Figure 1.29 — Roulement de roulante
et vitesse relative sur base

Montrons maintenant qu’elles roulent sans glisser.

Soit O et Oy les points de B et R qui sont en contact a I'origine du mouvement.
Les points de contact actuels i et / sont déterminés par les arcs s et s;.

. Lo > , g
Nous avons établi v; = v,, c’est-a-dire :

ds _ 95y

dt dt
ce qui conduit a :

§=5+k

or a I'instant t= 0, nous avions s=s; =0, d’ou k= 0.
Nous déterminons ainsi :

§= 54
ce qui prouve qu’il n’y a pas de glissement.

B Enveloppe d’une courbe du plan mobile (figure 1.30)

Soit (C) une courbe tracée sur le plan mobile P, et différente de la roulante R ;
pendant le mouvement du plan P sur le plan fixe p, elle prend une infinité de
positions qui ont pour enveloppe une courbe (E) du plan fixe.

Cette enveloppe jouit de la propriété trés importante suivante : la normale au
point de contact M d’une courbe (C) du plan mobile avec son enveloppe (E)
passe par le centre instantané de rotation, et cette courbe roule en glissant sur
son enveloppe.

Figure 1.30 — Courbes enveloppes

17
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1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

Imaginons encore un insecte qui, pendant le mouvement de P sur p, se
déplace sur (C) de maniére a se trouver a chaque instant au point M ou (C)
touche son enveloppe (E).

Sa trajectoire relative (sur le plan mobile) est la courbe (C) elle-méme, et sa
trajectoire absolue (sur le plan fixe) est la courbe enveloppe (E).

La vitesse relative est représentée par le vecteur 3,, tangent a (C) et la vitesse

absolue est représentée par le vecteur 33 tangent a (E). Les deux courbes (C)

. > > 7
et (E) étant tangentes, les vecteurs v, et v, sont portés par la tangente
commune a ces deux courbes.

Quant a la vitesse d’entrainement de l'insecte, c’est la vitesse du point M du
plan mobile par rapport au plan fixe. Si r est la distance de ce point au centre

instantané de rotation, et Q la vitesse angulaire de la rotation instantanée,
nous pouvons écrire :

> —|
‘Ve‘ =r- ‘Q‘
> . . . L.
le vecteur v étant perpendiculaire au segment /M. Or, nous pouvons écrire :
> > >
Va = Ve + Vr

Comme les vecteurs 33 et 3, ont méme support, il faut que 36 soit également
porté par ce support. Le segment IM est donc perpendiculaire a la tangente
commune aux deux courbes (C) et (E).

Déterminons maintenant la vitesse de glissement de (C) sur son enveloppe (E).

Désignons par s et sq les arcs parcourus par I'insecte sur les courbes (C) et
(E) depuis une certaine origine ou les points O et O, étaient en contact. Nous
avons alors :

ds

> 1 > ds
Vg = — et Vy = —
a7 dt "7 dt

or:
ds; gs

> >
e=Va—-Vr = ————

dt dt
vitesse de glissement de (C) par rapport a son enveloppe (E).
Mais nous avons établi précédemment :
vd =2l v (1.19)
Nous pouvons donc dire que la courbe (C) roule en glissant sur son enveloppe,
la vitesse de glissement en un point M ayant comme valeur le produit de la

vitesse angulaire de rotation instantanée par la distance du point M au centre
instantané de rotation.

<V

1.3.3 Exemple d'application des propriétés du centre instantané de rotation

Définissons par exemple le mouvement d’un segment AB d’un plan mobile se
déplacant sur un plan fixe défini par deux droites perpendiculaires Ox, Oy, les
points A et B restant constamment en contact avec Ox et Oy respectivement
(figure 1.31).

18



1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

Y

(9] X

Figure 1.31 — Exemple d’application du centre instantané de rotation

Les trajectoires des points A et B étant Ox et Oy, le centre instantané de rota-
tion du mouvement du segment AB se trouve a lintersection des normales
menées en A et B a Ox et Oy.

Définissons la base du mouvement : la distance du centre instantané /i au
point O est constante et égale a AB; la base est donc un cercle de centre O
et de rayon AB.

Quant a la roulante, c’est également un cercle : 'angle A/B étant toujours égal
a /2, la roulante est un cercle de diamétre AB.

Le mouvement du segment AB par rapport au plan fixe revient donc a un roule-
ment sans glissement du cercle de diameétre AB sur le cercle de centre O.

1.3.4 Formule et construction d’Euler-Savary

Commencons par donner une définition simple du centre de courbure y d’'une
courbe plane en un point donné M. Ce point est tel qu’un cercle 'ayant comme
centre serait la courbe se rapprochant le plus de la courbe donnée au point M.
Il est donc situé sur la normale commune en M a la courbe et a 'arc de cercle
dit « osculateur ».

Considérons un mouvement plan défini par sa base et sa roulante, tangentes a
un instant donné au centre instantané de rotation correspondant / (figure 1.32).

Ix est la tangente a la base et a la roulante en /; les centres de courbure
respectifs ¢ et C de ces deux courbes sont tous deux situés sur la normale Iy
a Ix. Soit M un point du plan mobile. Il est facile de déterminer le centre de
courbure u de sa trajectoire a un instant quelconque gréace a la formule et a la
construction d’Euler-Savary. On sait que la normale en M a la trajectoire de ce
point passe par le centre instantané de rotation /; le centre de courbure u de
cette trajectoire se trouve donc sur IM.

Appelons : 6 'angle de IM par rapport a Ix
r le rayon de courbure de la base en I (cl)
R le rayon de courbure de la roulante en I (CI)

19
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1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

Nous avons :

11 (l_l)_L (1.20)
u IM r RJsind

La construction d’Euler-Savary permet de déterminer facilement le centre de
courbure u de la trajectoire de M (figure 1.32). Tracer IM :

— IN, perpendiculaire a IM;

— CM ; détermination du point N ;

— cN ; détermination du centre de courbure p.

Trajectoire
de M

k 4

Figure 1.32 — Formule d’Euler-Savary

20



1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

c
S M
\
S~ y
e L, Foulonte
I
& /infirn

Figure 1.32 bis — La roulante se réduit a une droite

o/LL

Figure 1.33 — Cas particulier : M sur ly

21
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1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

22

\E nveloppe de S

\« THagctoire du centre
>/ {:ourbure de S en 7

#

Figure 1.34 — Centre de courbure de I'enveloppe d'une courbe S

Si la roulante se réduit a une droite, la construction reste valable : le centre de
courbure C est alors rejeté a I'infini ; la droite CM se réduit alors a une normale
a la roulante (figure 1.32 bis). La construction est en défaut lorsque le point M
tombe sur I'axe ly (figure 1.33). Il suffit alors de prendre la formule dans
laquelle 6 devient égal a 90°.

1 1 1 1
m m>-7 R (1.21)
Si la roulante est rectiligne, R = infini
1_1_1 (1.22)
u IM r

Considérons maintenant une courbe S du plan mobile. Pendant le mouvement,
cette courbe est tangente a chaque instant en un point T de son enveloppe



1 ¢ Rappel des notions 1.3 Mouvement d’un plan sur un plan fixe
fondamentales

(figure 1.34). Comme la normale commune en T a la courbe S et a son enve-
loppe passe par le centre instantané /, cela signifie que les centres de
courbure de ces deux courbes en T sont situés sur T/. De plus, nous énonce-
rons la propriété trés importante suivante.

Le centre de courbure de I'enveloppe d’une courbe S du plan mobile en un
point de tangence T est le méme que le centre de courbure de la trajectoire
du centre de courbure de S; ainsi, M étant le centre de courbure de la
courbe S au point T, et u étant le centre de courbure de la trajectoire de ce
point M (déterminé par exemple par la construction d’Euler-Savary), le centre
de courbure de I'enveloppe en T est également le point u. Nous verrons une
application intéressante de cette propriété pour la détermination du rayon de
courbure de la trochoide décrite par le sommet arrondi des dents de I'outil de
taillage d’une denture.
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2 » SURFACES PRIMITIVES
ET SURFACES DE DENTURE

Les engrenages ont pour but de transmettre le mouvement de rotation d’un
arbre Xy moteur & un autre arbre X, mené, avec un rapport constant des vitesses
angulaires @ et wo.

Selon la position relative des deux arbres, nous distinguons trois classes
d’engrenages :
—engrenages paralléles : les deux arbres sont paralléles ;

—engrenages concourants : les deux arbres X; et X, sont tels que leurs
prolongements se coupent ;

—engrenages gauches : les deux arbres occupent une position relative quel-
conque.

Nous allons étudier successivement les surfaces primitives et les surfaces de
denture.

2.1 Surfaces primitives

2.1.1 Engrenages paralléles

24

B Engrenage extérieur

Soit Xy et X5 les deux arbres paralléles que nous voulons relier par un engre-
nage de telle sorte que leurs vitesses angulaires w4 et w, soient de sens
contraires (figure 2.1).

Pour étudier ce mouvement d’'une maniere compréhensive, nous allons asso-
cier a l'arbre Xy un plan P qui lui est normal en O; ; nous faisons de méme
pour l'arbre X, auquel nous associons un plan p normal en O,. Les deux
plans P et p sont en coincidence. Le mouvement a étudier est donc le mouve-
ment relatif de deux plans animés d’'un mouvement de rotation autour des deux
points Oy et O..

Ramenons le plan p au repos. Pour cela il suffit 9de communiquer a tout
'ensemble une rotation de centre O, et opposée a Wo.



2 » Surfaces primitives 2.1 Surfaces primitives
et surfaces de denture

Dés lors, le probléme se raméne au mouvement d’'un plan mobile P sur un plan
fixe p que nous avons déja étudié.

P

Figure 2.1 — Engrenage paralléele extérieur

Le mouvement relatif de P par rapport a p résulte de la composition de deux
. > > N a N N .
rotations w1 et —@ o, paralleles et de méme sens. Il se raméne a une rotation

instantanée .(? autour d’un point /, centre instantané de rotation ; ces éléments
ont déja été déterminés précédemment dans le paragraphe sur la composition
de deux rotations paralleles et de méme sens. Nous allons cependant les
retrouver par un raisonnement trés simple faisant intervenir les propriétés du
centre instantané de rotation.

Ce point a par définition une vitesse nulle. Il faut donc que la somme des vites-

ses communiquées au point / par les rotations 51 et —632 soit nulle. Plagons
ce point en dehors de la ligne O;0; (figure 2.2).

" 1h 7

02

Figure 2.2 — Centre instantané de rotation
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