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Introduction
Cetouvragecontientl’analysecourammentétudiéedanslesannéesL1L2desUni-versitésetdanslesdeuxannéesdesclassespréparatoires.Ilestforméde40ﬁches,cequel’onappelaitautrefoischapitres,contenantchacunelecoursavecdenombreuxexemplesetdesexercicescorrigés.Cetouvraged’Analyseestdé-coupéenquatregrandesparties:fonctionsréellesdelavariableréelle,intégrationetconvergence,topologieetcalculdiﬀérentiel,équationsdiﬀérentielles.Lesprére-quissontsimplementceuxduLycée,TerminaleSouES.LapremièrepartiereprendlesbasesduLycée,lesprésentantdefaçonplusthéoriqueavectouteslesdémons-trationsdeniveauL1L2etsetermineparlessuites.Lasecondepartieexplorel’in-tégraledeRiemann,déﬁnieetgénéralisée,lesséries,suitesetsériesdefonctionsetleursconvergences,lesintégralesdépendantd’unparamètreaveclethéorèmedeconvergencedominée(toutenrestantauniveauL1L2),lessériesdeFourieretlesintégralesmultiples.Latroisièmepartieprésentelatopologieendimensionﬁnieetlesfonctionsdeplusieursvariables,aveclethéorèmedesfonctionsimplicitesetlescourbesparamétrées.Ladernièrepartieprésenteleséquationsdiﬀérentiellesélémentairessousuneformeàlafoiscomplètemaissimple,etlessystèmesdiﬀé-rentielslinéaires.Sonoriginalitéetsamodernitéviennentdesesdeuxsupports,papieretenligne.Lecoursetcertainsexercicesimmédiatsetvitauxsontsurlesupportpapier,maischaqueﬁcherenvoieàdesdonnéesenligne:certainsexemplesetcertainsexer-cices,avecleurscorrigés,ontétérenvoyésenligne.Ilenvademêmedelagrandemajoritédesdémonstrations,renvoyéesenligne.L’ouvragecontientaussidesgrandsproblèmesrécapitulatifs,entièrementrenvoyésaussienligne.Environ20%ducontenudel’ouvragesetrouveainsienligne,ﬁchiersPDF.Cettepartieenlignerépondàuneexigenceactuelle,unlivredemathématiquesnepeutplusêtreentièrementsursupportpapier,etdoitutiliserlesoutilsdesnouvellestechnologiesetleslogicielsmodernesquiremplacentlescalculsfaitsautrefoisàlamain.Cesrenvoisenligneincitentlelecteuràunecuriositénouvelleetàutiliserlesnouvellestechnologiesdel’information.Parailleurs,lestextesenlignesontaussipluscolorés,plusaérésetconviviaux,puisquelacontraintedunombredepagesetdecouleursn’aplusgrandeimportance.Ilyaparexempledenombreuxgraphiques,courbesetsurfaceencouleur.Attention,lesrenvoisenligneconcernentdesnotionsaussiimportantesquecellesexposéessurpapierdansl’ouvrage.Lesexemplesetlesexercicesenlignenesontnidesévidencestropsimples,niaucontrairedesexercicestropcompliquésquiseraientuniquementdescompléments.Cesontdesexemplesetexercicescommelesautres.Onlevoittrèsbienàleurnumérotationdanschaqueﬁche:ellerespecteunealternanceentrelesnumérossurpapieretlesnumérosenligne.Certainesﬁchesontd’ailleursplusd’exercicesenlignequesurpapier.Certainesdémonstrationscourtesàlireimpérativementenmêmetempsquel’énoncéduthéorèmesetrouventdanslaﬁchedecours,surpapier.Lesgrossesdémonstrations,pluslonguesouquipeuventattendreunpeupourlacompréhen-sionduthéorème,sontsystématiquementenligne.Introduction|1
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D’unefaçongénérale,cettedoubledécoupedel’ouvragedoittitillerlelecteuretl’inciteràadopterlesdeuxdémarches,uneapprochevisuelleinstantanéesurpa-pieretunerecherche(trèsrapideenpratique)enligne.Unmoded’emploitrèsdétaillédel’accèsenligneestdonnéaprèscetteintroduc-tionglobale.Iln’yapasd’ordreimposéparunquelconqueprogrammeoﬃciel,commec’estlecasdansl’enseignementsecondaire.L’ordrerespecteiciunelogiquelinéairedeprogressiondesdiﬃcultés:enanalyse,ilestnécessairedesuivreuneprogressionquasimentimposée,onnepeutpasétudierladeuxièmepartiedel’ouvrageavantlapremière,parexemple.Celaestmoinsvraidanslevolumed’Algèbredelamêmecollection,oùl’arithmétiqueetlesgraphessontquasimentindépendantsdurestantdel’ouvrage.LevolumecontientcertainesnotionsmarquéesASPL ,àsauterenpremièrelec-ture.Ils’agitdecomplémentsquisontintéressantsdansl’optiquedelapoursuited’étudesenannéeL3demathématiquesoubiendesimpleculturegénérale.CenesontpasdesnotionsbasiquesnécessairesàmaîtriserenL1L2.Unformulairesetrouveenﬁndevolume.Ilcontientlesgrandesformulesclassiquesàmaîtriserabsolumentenalgèbrecommeenanalyse,lamajoritéd’entreellesve-nantduLycée.IlcontientaussiunelistedesinstructionsbasiquesdulangageXcas(logicielgratuitàtélécharger),langagequiestutilisépoureﬀectuerdescalculsoudestracésdecourbesetsurfaces.2|Introduction
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Descriptif
des
ressources
en
ligne
Letextepapiercontientlecours,avecdesexemples,lesénoncésdesthéorèmes,certainesdémonstrationsetdesexercices.Lapartieenlignecontientcertainsexemples,lamajoritédesdémonstrations(lespluslongues),certainsexercices,desimagesencouleurnepouvantpasêtreincorporéesdanslevolumepapiernoiretblancetlesproblèmesrécapitulatifs.Àchaqueﬁchepapiersontassociésapriorideuxﬁchiersenligne,l’uncontenantlesexemples,certainesimagescouleuretlesdémonstrations,lesecondcontenantlesexercicesrenvoyésenligneetcertainesimagescouleur.Lesﬁchesnecontiennentpastoutesàlafoisdesexemplesenligne,desdémonstrationsenligne,desimagescouleuretdesexercicesenligne,celadépenddechaquecontenupédagogique.Ilyadoncapriorideuxlienspourchaqueﬁche,maisilyaaussidesﬁchesavecunseullienenligneetquelquesﬁchessansaucuneressourceenligne.L’existencederessourcesenligneauniveauducourset/ouauniveaudesexercicesestindiquéeparlestextesJ’apprendsenlignepourlapartiecourset/ouJem’en-traîneenlignepourlesexercices.J'apprendsenligne→(LienetQRcodeindiqués)Celienconcernelapartie«cours»,etorienteverslesexemples,lesdémonstrationsetleséventuellesimagesencouleurdelapartiecoursdelaﬁche.IlestdonnéendeuxièmepagedelaﬁcheparuneadresseetunQRcode.Danslecourantdelapartie«cours»delaﬁche,pourchaqueexempleoudémons-trationouimageconcerné,uneindicationrenvoieverslecomplémentenligne,sansrappelercetteadresse.Ils’agitde:Exemple3enligneCetteindicationrenvoieversl’exemple3delaﬁchecourante,quisetrouvedoncenligne.Touslesexemplesrenvoyésenligned’unemêmeﬁchesetrouventenpremièrepageduﬁchierPDF«coursenligne»associéàlaﬁche.Ilssontclassésparordredenuméros,àsavoirl’ordredelaprogressionducours.DémonstrationenligneCetteindicationrenvoieversladémonstrationd’unrésultat,clairementidentiﬁéparlemêmetitre/numérodethéorèmedanslaﬁchepapieretdansleﬁchierPDFenligne.Lesdémonstrationssontaussidansl’ordredelaprogressionducours,etsituéesaprèslapagedesexemples.DessincouleurenligneCetteindicationsuituneimageennoiretblancducours,repriseencouleurenligne,enagrandissantlatailleetenutilisantplusdecouleurs.Descriptifdesressourcesenligne|3
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Jem'entraîneenligne→(LienetQRcodeindiqués)exercicessupplémentaires(numérosindiqués)Lasecondepartiedechaqueﬁchepapierestconsacréeauxexercices,avecd’abordlesénoncésetensuitelescorrigés.LesexercicesrenvoyésenlignesontdansunﬁchierPDFaccessibleparlelienetleQRcodeindiquéscommeci-dessusentêtedelapagedesénoncés.Lesnumérosdesexercicesenlignesontprécisésdanslasecondeligne«exercicessupplémentaires».Prenons(parexemple)lecasdel’indication«exercicessupplémentaires3,5»pla-céeentêtedelalistedesexercices:ellerenvoieverslesexercices3et5enlignedelaﬁchecourante.Danslecasoùlaﬁchecompte(parexemple)autotal8exercices,lesnuméros3et5sontrenvoyésenligne,ettoutelanumérotationestconservéedanslaversionpapier(quicontientdonclesexercicesnumérotés1,2,4,6,7,8)commeenligne(lesdeuxexercicessontnumérotés3et5).L’idéeestdesituerlesexercicesdansunemêmeprogressionpédagogique,pourbienmon-trerquelesexercicesenlignenesontpasplusdiﬃcilesqueceuxsurpapier,nidesimplescompléments.Certainsexercicesduvolumepapiersontaussiillustrésparuneimagecouleursetrouvantenligne,dansleﬁchierdesexercicesenlignedelaﬁche.Cesimagessontaccessiblesparl’indicationDessincouleurenligneCetteindicationsuitl’illustrationennoiretblancd’unexercice,repriseencouleurenligne,enagrandissantlatailleetenutilisantplusdecouleurs.BibliothèquedecourbesetsurfacesencouleurLesﬁches30et33sontillustréesenlignepardesimagesencouleurreprésentantquelquescourbesparamétréesetquelquessurfacesintéressantes:ils’agitplutôtdeculturegénérale,avecdesexemplesquinesontpasabordésdanslecours.Lelienverscette«bibliothèque»denouvellescourbesousurfacesestceluidonnéaudébutdechacunedecesdeuxﬁchesdecours,etleparagraphe0decesﬁchesrappellel’existencedecettebibliothèque.Problèmesrécapitulatifs→Les16problèmesrécapitulatifssontstockés,énoncésetcorrigés,dansunmêmeﬁchierPDF,appeléﬁche40etdontl’accèsestpréciséàlaﬁndelapagesuivante«Seconnecterauxressourcesenligne».4|Descriptifdesressourcesenligne
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VoicicommentaccéderàunﬁchierPDFsetrouvantenligne.Prenonsl’exempledelaﬁche23,àquiestassociéeunﬁchierPDFcontenantlesexemplesetlesdémonstrationsenlignedelaﬁcheetunﬁchierPDFcontenantlesexercicesenlignedecettemêmeﬁche.Ceseralemêmeprincipepourtouteslesautresﬁches.AccèsauﬁchierDMAnalyse23desexemples+démonstrations:leﬁchierPDFdesexemplesetdémonstrationsenlignedelaﬁche23s’appelleDMAnalyse23.Onyaccèdeentapant,danslabarredesadressesdunavigateur:www.lienmini.fr/dmanalyse23oubienonscanneleQRcodequisetrouveendeuxièmepagedelaﬁche23danslevolumepapier.Lelienci-dessusestaussirappeléendeuxièmepagedelaﬁche.AccèsauﬁchierEXAnalyse23desexercices:leﬁchierPDFdesexercicesenlignedelaﬁche23s’appelleEXAnalyse23.Onyaccèdeentapant,danslabarredesadressesdunavigateur:www.lienmini.fr/exanalyse23oubienonscanneleQRcodequisetrouveentêtedesexercicesdelaﬁche23danslevolumepapier.Lelienci-dessusestaussirappeléaudébutdelapagedesénoncésdesexercices.D'unefaçongénérale:Toutrenvoienligneversunexempleouunedémonstrationouuneimagecouleur(entreautrelesbibliothèquesd'imagesdesﬁches30et33)setrouvantdanslapartie«cours»d'uneﬁcheestaccessibleàpartirdulien/QRcodeplacéendeuxièmepagedelaﬁche.Toutrenvoienligneversunexerciceouuneimagecouleursetrouvantdanslapartie«exer-cices»d'uneﬁcheestaccessibleàpartirdulien/QRcodeplacéentêtedelapagedesénoncésdesexercices.Accèsauxproblèmesrécapitulatifs:leﬁchierPDFdesproblèmesenligneduvo-lumeestaccessibleentapant,danslabarredesadressesdunavigateur:www.lienmini.fr/problemesanalyseoubienenscannantleQRcodesuivant:Seconnecterauxressourcesenligne|5
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1
C
OURS
Généralités
sur
R
[MOTS-CLÉS:INTERVALLE,VOISINAGE,MAJORÉ,MINORÉ,BORNE,SEGMENTSEMBOÎTÉS,BOLZANO-WEIERSTRASS,DENSITÉ]Aprèsquelquesrappels,cetteﬁcheintroduitdespropriétésﬁnesdeR,nondémon-trablesenL1L2,etquiserontutiliséesparcimonieusementdanslespremièresﬁchesdel'ouvrage,etunpeuplusensuite.Intervallesetvoisinages1
Restconstituédesentiersnaturels,desentiersrelatifs,desnombresrationnels(delaformep/qoùp∈Zetq∈N∗)etdesautres,lesirrationnelscomme√2ouπ.Cesonteuxles«plusnombreux».OnalesinclusionsN⊂Z⊂Q⊂R.Unintervalled’extrémitésaetb,aveca<b,estl’ensembledesréelscompris,ausensstrictet/oulargeentreaetb.Onal’intervalleouvert]a,b[,lesegment[a,b]etlesintervallessemi-ouverts[a,b[et]a,b].Unedemi-droite]−∞,A[estl’ensembledesréelsstrictementinférieursàA,et]A,+∞[estl’ensembledesréelsstrictementplusgrandsqueA.Ondéﬁnitdemême]−∞,A]et[A,+∞[.Unvoisinaged'unréelx0estunepartiedeRcontenantunintervalleouvert]x0−h,x0+h[decentrex0.MéthodologieOnsecontenteradeprendrepourvoisinagesdex0lesintervallesouverts]x0−h,x0+h[decentrex0.L'expression«auvoisinagedex0»signiﬁedonc«dansunintervalleouvertbienchoisidecentrex0».Onneprécisepas,engénéral,lerayonhdecetintervalle.Exemple1:Soita>0.Ilexisteunvoisinagedeanecontenantquedesnombresstrictementpositifs.Parexemple]a−a/2,a+a/2[=]a/2,3a/2[.Exemple2:Auvoisinagedex0=2,laquantitéx2−3eststrictementpositive.Ilsuﬃtdeseplacerdans]1.9;2.1[.Unvoisinagede−∞estunedemi-droite]−∞,A[etunvoisinagede+∞estunedemi-droite]A,+∞[.Exemple3:Auvoisinagede+∞,onax−45sinx>0.Ilsuﬃtdeseplacersur]45,+∞[,puisque−1≤sinx≤1.GénéralitéssurR|7
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MéthodologieEnpratique,auvoisinagedeveutdiretoutprèsde.Auvoisinagedex0sous-entendquelerayonhest«trèspetit».Auvoisinagede+∞sous-entendqueAestpositif«trèsgrand»etauvoisinagede−∞sous-entendqueAestnégatifde«trèsgrandevaleurabsolue».Partiemajorée,minorée,bornée2
Danstoutceparagraphe,EestunepartienonvidedeR,diﬀérentedeR.2.1PartiemajoréeOnditqueEestmajoréequandilexisteunréelMsupérieurouégalàtouslesélémentsdeE:(∃M∈R)(∀x∈E)(x≤M).UntelréelMs'appellemajorantdeE.SiMestunmajorantdeE,toutréelM′>MestencoreunmajorantdeE.Exemple4:ToutintervalleEd’extrémitésaetbestmajoré,l’extrémitésupérieurebétantunmajorantdeE.L’ensembledesréelsxvériﬁantx3−3x<67estmajorépar10,commelemontreuneétuderapidedefonction.LapartieNn’estpasmajorée.Direqueleréelµn’estpasunmajorantdeEsigniﬁequ’ilexisteaumoinsunélémentxdeEquieststrictementplusgrandqueµ.2.2PartieminoréeOnditqueEestminoréequandilexisteunréelminférieurouégalàtouslesélémentsdeE:(∃m∈R)(∀x∈E)(m≤x).Untelréelms'appelleminorantdeE.SimestunminorantdeE,toutréelm′<mestencoreunminorantdeE.Exemple5:ToutintervalleEd’extrémitésaetbestminoré,l’extrémitéinférieureaétantunminorantdeE.L’ensembledesréelsxvériﬁantx3−3x>67estminorépar2,commelemontreuneétudedefonction.LapartieZn’estpasminorée,etlapartieNestminorée.2.3PartiebornéeOnditqueEestbornéequandelleestàlafoismajoréeetminorée:(∃m,M∈R)(∀x∈E)(m≤x≤M).Unepartieestbornéesietseulementsielleestinclusedansunsegment[m,M].D’ailleurs,lemot«segment»estuneabréviationde«intervalleferméborné».8|GénéralitéssurR
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Exemple6:Toutintervalled’extrémitésaetbestborné.L’ensembledessolutionsdel’inéquation−12<x3−34cosx<53estborné:ilestinclusdansl’ensembledessolutionsde−12−34<x3<53+34,quiestunintervalleborné.Pointd'interrogationSachantqu'unepartiemajoréeadmetuneinﬁnitédemajorants,yena-t-ilun«plusinté-ressant»quelesautres?Sachantqu'unepartieminoréeadmetuneinﬁnitédeminorants,yena-t-ilun«plusintéressant»quelesautres?Cettequestionfondamentaleauneréponsedanslesdeuxparagraphessui-vants.Bornesupérieured'unepartienonvidemajorée3
PrenonsunepartienonvideEmajorée(parexemple)parM=1.Dire,cequiestvrai,queEestmajoréepar2.567neprésenteaucunintérêt,car2.567est«plusloindeEque1»,puisqueEestincluseparhypothèsedans]−∞,1].Ilestbienplusintéressantderegardersidesréelspluspetitsque1sontencoredesmajorantsdeE,histoirede«serapprocherdeE».ParmitouslesmajorantsdeE,celuiquiseraitleplusintéressantestceluiquiest«leplusprochepossibledeE»:unnombrequiestplusgrandquetouslesélémentsdeE,maisquienest«toutprès»:cedoitêtrelepluspetitmajorantpossibledeE.Lethéorèmefondamentalsuivantassuresonexistence:Théorèmedelabornesupérieure.ToutepartienonvidemajoréedeRadmetunmajorantpluspetitquetouslesautresmajo-rants.Onl'appellebornesupérieuredeE,etonlenotesupE.Attention,engénéral,supEn'appartientpasàE.Cethéorèmeestadmis:onnepeutledémontrerqu’avecuneconstructioncom-plètedeRàpartirdesrationnels.EcrirequeM=supEdemandedoncdeuxchoses:–MestunmajorantdeE:(∀x∈E)(x≤M).–UnréelstrictementinférieuràM,quel’onpeutnoterM−ε,n’estpasunmajorantdeE:ilexistedoncaumoinsunélémentx∈EsupérieurouégalàM−ε.Onpeutrésumercecidanslepointsuivant:MéthodologieLeréelMestlabornesupérieuredeEsietseulementsi:–(∀x∈E)(x≤M).–Pourtoutε>0,lesegment[M−ε,M]contientaumoinsunélémentdeE.GénéralitéssurR|9
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LabornesupérieureestdansEsietseulementsiEadmetunplusgrandélé-ment,etlabornesupérieureestceplusgrandélément.Exemple7.a:C’estlecasdeE=]0,1]oudeE={1,1/2,1/3,1/4,···},oùsupE=1estdansE.SiEestunepartieﬁniedeR,elleadmetévidemmentunplusgrandélément,quienestdonclabornesupérieure.LeseulcasvraimentintéressantdebornesupérieureestlorsqueEestinﬁnietnepossèdepasdeplusgrandélément.MéthodologieetPhilosophieLabornesupérieuredeEestleréelqui«remplace»leplusgrandélémentdeElorsqueEn'enapas.Exemple7.b:SoitE={1/2,2/3,3/4,4/5,···}l’ensembledetouslesréelsdelaforme1−1/npourn≥2.Eestclairementmajorépar1,etsupEestdoncinférieureouégaleà1.Toutsegment[1−ε,1]contientaumoinsunélémentdeE:ilsuﬃtdeprendren>1/ε.OnadoncsupE=1,etellen’appartientpasàE.Exemple8:Labornesupérieured’unintervalled’extrémitésaetbestégaleàb.Elleappartientàl’intervalledanslescas]a,b]et[a,b],maisn’enfaitpaspartiedanslescas]a,b[et[a,b[.Borneinférieured'unepartienonvideminorée4
OnaunrésultatanaloguepourlespartiesnonvidesetminoréesdeR,oùc’estleplusgrandminorantdeEquiestintéressant.Théorèmedelaborneinférieure.ToutepartienonvideminoréedeRadmetunmi-norantplusgrandquetouslesautresminorants.Onl'appelleborneinférieuredeE,etonlenoteinfE.Attention,engénéral,infEn'appartientpasàE.Ecrirequem=infEdemandedoncdeuxchoses:–mestunminorantdeE:(∀x∈E)(m≤x).–Unréelstrictementsupérieuràm,quel’onpeutnoterm+ε,n’estpasunminorantdeE:ilexistedoncaumoinsunélémentx∈Einférieurouégalàm+ε.Onpeutrésumercecidanslepointsuivant:MéthodologieLeréelmestlaborneinférieuredeEsietseulementsi:–(∀x∈E)(m≤x).–Pourtoutε>0,lesegment[m,m+ε]contientaumoinsunélémentdeE.10|GénéralitéssurR
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LaborneinférieuredeEn’aaucuneraisond’apparteniràE.Elleenfaitpar-tielorsqueEpossèdeunpluspetitélément:parexempleinf[a,b[=a.LecasintéressantestceluioùinfEn’appartientpasàE.Voiciunexempledelaviesportivetrèsparlant:Exemple9.a:Supposonsquelaviesurterresoitéternelle,etappelonsEl’en-sembledesperformances,surl’éternité,au100m.C’estunensemblenonvidecontenantuneinﬁnitéd’éléments,lavieétantsupposéedurerindéﬁnimentsurterre.Eestclairementminoréparunnombrestrictementpositif:aucunhommenecourrale100menmoinsde(parexemple!)uncentièmedeseconde.Eadmetdoncuneborneinférieuremsupérieureouégaleà0.01,appartenantounonàE.Interprétonslesconditionscaractérisantlaborneinférieure:Exemple9.b:(i)Personnenemettrajamais,augrandjamais,moinsdemsecondespourcourir100m.(ii)Direquem∈Esigniﬁequ’ilexisteraunjourunhommeétablissantlerecorddumondeuniversel:ilneserajamaisbattu.(iii)Direquem/∈Esigniﬁelachosesuivante:personnenemettrajamaismse-condespourcourir100m,maispourtoutε>0,ilyauraunhommequimettramoinsdem+εsecondes:ons’approcheraindéﬁnimentprèsdem.Toutrecorddumondeseratemporaire,systématiquementbattuplustard.Exemple9.c:Lavaleurmexiste,lesmathématiquesledisent,maiselleestincon-nue.Lesdiﬀérentsrecordsdumondeactuellementbattuslesunsaprèslesautress’approchentdem,vraisemblablement…Exemple9.d:Onpeutendireautantpourlabornesupérieure.L’ensembleFconte-nantlenombredevictoiresd’uncoureursainautourdeFranceestunensemblenonvidedontonpeutraisonnablementadmettrequ’ilestmajorépar100,mêmesil’espérancedevieaugmente…Ilpossèdedoncunebornesupérieure,quiestd’ailleurssonplusgrandélément,puisquel’onestdanslesentiers.Actuellement,onsaitquesupF≥5(5victoirespourAnquetil,Mercks,Hinault,Indurain).Maiscenombre5est-illabornesupérieuredeF?Réponsedansuneéternité!Théorèmessurlessuitesmonotones5
Voicilesgrandsthéorèmes,quiserontdémontrésgrâceàlabornesupérieure/inférieure,danslechapitresurlessuites:Théorème1.Unesuitecroissanteconvergesietseulementsielleestmajorée.Unesuitedécroissanteconvergesietseulementsielleestminorée.Cethéorèmes’énoncegéométriquementd’unefaçontrèsparlante.Onditqu’unesuite[an,bn]desegmentsestemboîtéequandonalesinclusions[a1,b1]⊃[a2,b2]⊃[a3,b3]⊃···⊃[an,bn]⊃[an+1,bn+1]⊃···.GénéralitéssurR|11
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L’énoncégéométriqueestmaintenant:Théorème2.Soit[an,bn]unesuitedesegmentsemboîtésdontlalongueurbn−antendvers0.Alorsilexisteunetunseulréelappartenantàtouslessegments.Cethéorèmesertparexempleàdémontrerlethéorèmedesvaleursintermé-diairespourunefonctioncontinue.Unesuitecroissantenonmajoréetendvers+∞etunesuitedécroissantenonminoréetendvers−∞.Pointd'accumulationd'unepartieinﬁniedeR6
Onditqueaestunpointd'accumulationdelapartieElorsquetoutvoisinagedeacontientuneinﬁnitédepointsdeE.Exemple10:Leréel1estpointd’accumulationdel’ensembleE={1/2,2/3,3/4,4/5,···}déjàrencontré.Onvoitassezfacilementquec’estleseul.CelavientdufaitqueEestl’ensembledestermesd’unesuiteconvergeantvers1.Exemple11:Toutréelde[0,1]estpointd’accumulationdeE=]0,1[.Exemple12[admis]:Toutréelestpointd’accumulationdel’ensembleQdesration-nels.Celasigniﬁequetoutintervalleréelnonréduitàunpointcontientuneinﬁnitédenombresrationnels.Demême,toutréelestpointd’accumulationdel’ensembleR\Qdesirrationnels:toutintervalleréelnonréduitàunpointcontientuneinﬁnitédenombresirrationnels.ASPL ThéorèmedeBolzano-Weierstrass7
Cethéorèmeadmetdeuxénoncéséquivalents,maistrèsimportantstouslesdeux:Bolzano-Weierstrass1.ToutepartieinﬁnieetbornéedeRadmetaumoinsunpointd'accumulation.Bolzano-Weierstrass2.Toutesuitebornéecontientunesous-suiteconvergente.Ceténoncésigniﬁequesilasuite{xn}estbornée,onpeuttrouveruneinﬁnitéd’entiersn1<n2<n3<···<nk···telsquelasuitexnkconvergeversunelimiteﬁnie.12|GénéralitéssurR
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Exemple13:Lasuitedetermegénéralun=sinnneconvergepas.Mais,commeelleestbornée,ellecontientaumoinsunesous-suiteconvergente.Cethéorèmeintervientdansdesdémonstrationsthéoriques,parexemplecelledisantquetoutefonctioncontinuesurunsegmentyprésenteunminimumetunmaximum.Théorèmesdedensité8
UnepartieEestditedensedansRquandtoutintervalleouvertcontientuneinﬁnitédepointsdeE.Exemple14:L’exemple12signiﬁequeQestdensedansR,etdemêmepourl’en-sembledesirrationnels.Exemple15[admis]:Lanotiondevaleurdécimaleapprochéeà10−nprèsd’unréelsigniﬁequel’ensembledesnombresdécimaux,àsavoirdesrationnelsdelaformeA10n,estdensedansR.Exemple16[admis]:L’ensembledestermesdelasuite(sinn)estdensedans[−1,1].Toutintervalleouvertinclusdans[−1,1]contientuneinﬁnitédetermesdelasuite.GénéralitéssurR|13
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EXERCICES
Exercice1Calculer,siellesexistent,lesbornesinférieuresetsupérieuresdespartiessui-vantes,etdiresiellesappartiennentàEounon:1.E1=]−7,4]∪{12};E2=]−∞,3[∩[−2,9];E3=]−∞,3[∪[−2,9].2.E4={x∈R|x2<2}.Exercice2SoitEl’ensembledesréelsdelaforme0,a1a2a3···oùlesdécimalesaivériﬁent(i)a1+a2+a3=11,(ii)ilyaseulementunnombreﬁnidedécimalesnonnulles.1.Quelleestlaplusgrandevaleurpossibledea1,etpourcettevaleurlaplusgrandevaleurpossibledea2,puisdea3?2.DonnerleplusgrandnombrepossibleappartenantàEetdonttouteslesdéci-malessontnullesàpartirdea5.Idemàpartirdea6,àpartirdea7.Généraliser.3.DonnerlavaleurdesupE.Est-elledansE?Exercice3SoitEl’ensembledesréelsdelaforme1/n+1/moùn,msontdesentierssupé-rieursouégauxà1.1.MontrerqueEpossèdeunplusgrandélément,etendéduiresupE.2.DonnerunminorantévidentdeE.EnregardantlesélémentsdeEcorrespon-dantàn=m,calculerinfE.3.Montrerque0estunpointd’accumulationdeE.Exercice4Onsedonne[a0,b0]=[0,1],etonconstruitunesuitedesegments[an,bn]delafaçonsuivante:oncoupe[an,bn]entroispartieségales,etonenchoisitunealéa-toirement:onl’appelle[an+1,bn+1],etonitèreleprocessus.1.Montrerqu’ilexisteunetunseulréelappartenantàtouslessegments[an,bn].2.Donnerceréel(i)lorsquel’onprendsystématiquementlepremiertiersdechaquesegment(ii)quandonprendsystématiquementletroisièmetiers(iii)quandonprendsystématiquementceluidumilieu.14|GénéralitéssurR
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1
C
ORRIGÉS
Exercice11.infE1=−7n’estpasdansE1etsupE1=12estdansE1.OnaE2=[−2,3[,avecinfE2=−2quiestdansE2etsupE2=3quin’yestpas.OnaE3=]−∞,9]:iln’admetpasdeborneinférieurecariln’estpasminoré,etsupE3=9estdansE3.2.OnaE4=]−√2,√2[.OnainfE4=−√2etsupE4=√2,etellesnesontpasdansE4.Exercice21.Ils’agitdea1=9,suividea2=2etdea3=0.LesnombreslesplusgrandsdeEcommencentpar0,920.2.Ils’agitde0,9209puisde0,92099puisde0,920999etainsidesuite,avecrienquedes9,maisennombreﬁni,àpartirdea4.3.supEestinférieureouégaleà0,921,puisquelesnombreslesplusàdroitedansEcom-mencentpar0,920.MaissupEdoitêtresupérieureouégaleàtousles0,920999999999...9.OnaexactementsupE=0,921,puisque0,9209999999avecnchiﬀres9àpartirdea4estégalà0,921−10−n−3.Toutintervalle[0,921−ε,0,921]contientaumoinsunélémentdeE.Ellen’estpasdansEpuisquea1+a2+a3=12.Exercice31.Pourn=m=1,onaleplusgrandélémentdeE,quiest2:c’estdonclabornesupérieuredeE.2.Eestminorépar0,puisquetoussesélémentssontpositifs.Lesélémentsdelaforme1/n+1/n=2/nformentunesuitequitendvers0.Toutsegment[0,0+ε]contientdoncaumoinsunélémentdeE,ilsuﬃtdeprendren>2/εetl’élément1/n+1/n.Onalesdeuxconditionsaﬃrmantque0estlaborneinférieuredeE.3.L’intervalle]−ε,ε[contienttousleséléments1/n+1/nlorsquen>2/ε,cequienfaituneinﬁnité.Toutvoisinagede0contientuneinﬁnitéd’élémentsdeE:c’estladéﬁnitiondupointd’accumulation.Exercice41.Parconstruction,ona[an+1,bn+1]⊂[an,bn].Onaunesuitedesegmentsemboîtés.Parailleurs,onabn+1−an+1=(bn−an)/3,àsavoir(suitegéométriquederaison1/3),bn−an=1/3n.Leslongueursdesintervallestendentvers0.Lethéorèmedessegmentsemboîtésaﬃrmequ’ilexisteunetunseulréelcommunàtouslessegments.2.(i)Ona[a1,b1]=[0,1/3],[a2,b2]=[0,1/9],[a3,b3]=[0,1/33]etainsidesuite,[an,bn]=[0,1/3n].Leréelcommunest0.(ii)Defaçonanalogue,ona[an,bn]=[1−1/3n,1],etleréelcommunest1.(iii)Onvoitensuiteque[an,bn]estlesegmentdelongueur1/3ncentréen1/2,puisque[an+1,bn+1]esttoujourscentréaumilieude[an,bn].Leréelestdonc1/2.GénéralitéssurR|15
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2
C
OURS
Généralités
sur
les
fonctions
[MOTS-CLÉS:PARITÉ,PÉRIODE,GRAPHE,IMAGEDIRECTE,RÉCIPROQUE,INJECTION,BIJECTION,MAJORÉE,MINORÉE,BORNÉE,VARIATION,TAUXD'ACCROISSEMENT,EXTREMA,COMPOSITION]Unefonctionréelledelavariableréelleestuneapplicationfd'unepartieDdeRdansR.CettepartieDestledomainededéﬁnitiondef,etc'estgénéralementuneréuniond'intervalles.Généralités1
Nepasconfondrelafonctionfaveclerésultatf(x).Lafonctionestleprocessusassociantàchaqueréelx∈Dlenombref(x).Donc,nejamaisparlerde«lafonctionf(x)»,maisde«lafonctionfdéﬁnieparf(x)=√x+3−sinx»ouanalogue.Onpeutaussiécrire«soitf:x∈D→√x+3−sinx».L’imagedirecteparfd’unepartieAdudomainededéﬁnitionestl’ensembledesf(x)lorsquexdécritA.Onlanotef(A),etonadoncf(A)={f(x)|x∈A}.Exemple1:Soitf:x∈R→sinx.Onaf([0,π/6])=[0,1/2].Pourg:x→x2,onag([−2,1])=[0,4].Exemple2:f(D),oùDestledomainededéﬁnitiondef,estl’ensembledesvaleursprisesparf.L’imageréciproqueparfd’unepartieBdeRestl’ensembledesx∈Dtelsquef(x)∈B.Onlanotef−1(B),etonadoncf−1(B)={x∈D|f(x)∈B}.Exemple3:Pourf:x∈[0,2π]→sinx,onaf−1([0,1/2])=[0,π/6]∪[5π/6,π].MéthodologieOnétudieraenﬁche5àquelleconditionl'imagedirected'unintervalleestunintervalle.L'exemple3montrequel'imageréciproqued'unintervallen'aaucuneraisond'êtreunintervalle.Lacourbereprésentativedelafonctionfestl’ensembledespointsduplandecoordonnées(x,f(x))lorsquexdécritD.Enabrégé,onparlesouventdela«courbey=f(x)»oubiendugraphedef,bienquecesoitunpeuunabusdelangage.Exemple4:Lacourbereprésentatived’unefonctionf:x∈R→ax2+bx+cestuneparabole.Fonctionpaire,fonctionimpaire2
CesdeuxnotionssupposentqueledomainededéﬁnitionDvériﬁelapropriétéde«symétriedudomainededéﬁnition»:(∀x∈D)(−x∈D).16|Généralitéssurlesfonctions
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J’apprendsenlignewww.lienmini.fr/dmanalyse2Lafonctionfestpairelorsque,pourtoutx∈D,onaf(−x)=f(x).Elleestimpairelorsque,pourtoutx∈D,onaf(−x)=−f(x).Exemple5:[onestavecD=R]Lesfonctionsx→xnsontpaireslorsquenestunentierpairetimpairespournentierimpair,cequijustiﬁelaterminologie.Lafonctionsinusestimpaireetlafonctioncosinusestpaire.Lafonctionx→xsinxestpaire,commeproduitdedeuxfonctionsimpaires,d’aprèslarègledessignes.Pourunefonctionpairef,lespoints(x,f(x))et(−x,f(−x))=(−x,f(x))sontsymétriquesparrapportàl’axedesordonnées:celui-ciestaxedesymétriedelacourbe.Pourunefonctionimpairef,lespoints(x,f(x))et(−x,f(−x))=(−x,−f(x))sontsymétriquesparrapportàl’origineO:l’origineestcentredesymétriedelacourbe.MéthodologieIlvautmieuxêtreenaxesorthonorméspourbienvisualisercessymétries.Onpeutsecontenterd'étudierunefonctionpaireouimpairesur[0,+∞[,etdecompléterlacourbeparsymétrie.Attention,lamajoritédesfonctionsnesontnipairesniimpaires:penseràx→x+1.Fonctionpériodique3
LafonctionfestpériodiquequandilexisteunréelT>0telquef(x+T)=f(x)pourtoutxdudomainededéﬁnition.LenombreTestunepériodedef.Cecisous-entendquepourtoutx∈D,alorsx+T∈D.Exemple6:LesfonctionssinusetcosinussontpériodiquesdepériodeT=2π:sin(x+2π)=sinxetcos(x+2π)=cosxpourtoutx.Lafonctiontangente,déﬁniesurRprivédespointsπ/2+kπparx→(sinx)/cosx,estpériodiquedepériodeT=π,puisquesin(x+π)=−sinxetcos(x+π)=−cosx.SiTestunepériodedef,alors2T,3T,···sontencoredespériodesdeT.Ilyadoncuneinﬁnitédepériode,maislaplusintéressanteestlapluspetite.Exemple7.aenligneExemple7.benligneQuandonconnaîtlafonctionf,etenparticuliersacourbereprésentative,surunintervallequelconque[a,a+T],onlaconnaîtpartout.OnobtientlacourbecomplèteeneﬀectuantdestranslationshorizontalesdevecteurT−→i.Ilsuﬃtdoncd’étudierlafonctionsurunintervallebienchoisidelongueurT,enutilisantparexemplelaparitééventuelledelafonction.Généralitéssurlesfonctions|17






[image: background image]
[image: background image]
Exemple8:Lafonctionx→5cos2x−3cosx+4estpériodiquedepériode2π,etpaire.Onl’étudiedoncsur[0,π]seulement,oncomplèteavecunesymétrieparrapportàl’axevertical,puisoneﬀectuelestranslationshorizontalesdelongueur2kπ,oùk∈Z.Quelquesfonctionscourantesàconnaître4
1.Lesfonctionsaﬃnesx→ax+b.2.Lesfonctionspuissancesx→fn(x)=xn.EllessontdéﬁniessurR,pairessinestunentierpairetimpairessinon.3.Lesfonctionsracinesx→fn(x)=n√x.EllessontdéﬁniessurRsinestimpair,maisuniquementsur[0,+∞[sinestpair.Sinestimpair,fnestunefonctionimpaire:3√−8=−2=−3√8.4.Lesfonctionsx→xp/qoùpetqsontdeuxentiersrelatifs,q>0.Ellessontdéﬁniesaprioriuniquementsur]0,+∞[,parlaformulexp/q=q√xp=(q√x)p.5.Lesfonctionspolynômes,etlesfractionsrationnelles(quotientdedeuxpoly-nômes).6.Lesfonctionstrigonométriquessinus,cosinusettangente:ellessontpério-diques.7.Lafonctionlogarithmex→lnxdéﬁniesur]0,+∞[etlafonctionexponentiellex→exp(x)=ex,déﬁniesurRtoutentier.8.Lesfonctionshyperboliques:ondéﬁnitshx=(ex−e−x)/2,fonctionimpaireetchx=(ex+e−x)/2,fonctionpaire.Onlit«sinushyperbolique»pourlapremièreet«cosinushyperbolique»pourlaseconde.Ellesvériﬁentch2x−sh2x=1pourtoutx.Leurspropriétésrappellentbeaucoupcellesdesfonctionssinusetcosinus.9.Lafonction«partieentière»,étudiéedanslaﬁchesuivante:c’estleplusgrandentierE(x)inférieurouégalauréelx.Àpeuprèsl’uniquefonctiondéﬁniesurRetàvaleursdansZ.MéthodologieLesfonctionsdonnéespardesformulesexplicites,etétudiéescouramment,sontdessommes,produit,quotient,composéesdesfonctionsbasiquesénuméréesci-dessus.Fonctionminorée,majorée,bornée5
Dansceparagraphe,festdéﬁniesurundomaineD,etEestunepartiedeD.FonctionmajoréesurE:LafonctionfestmajoréesurEquandilexisteunréelMtelquef(x)≤Mpourtoutx∈E.UntelréelMs’appellemajorantdefsurE.Iln’estpasunique,puisquetoutréelM′>MestencoreunmajorantdefsurE.18|Généralitéssurlesfonctions
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FonctionminoréesurE:LafonctionfestminoréesurEquandilexisteunréelmtelquef(x)≥mpourtoutx∈E.Untelréelms’appelleminorantdefsurE.Iln’estpasunique,puisquetoutréelm′<mestencoreunminorantdefsurE.MéthodologieDirequefestmajoréesurEsigniﬁequef(E)={f(x)|x∈E}estunepartiemajoréedeR.DirequefestminoréesurEsigniﬁequef(E)estunepartieminoréedeR.FonctionbornéesurE:LafonctionfestbornéesurEquandelleyestàlafoisminoréeetmajorée.Exemple9:Lafonctionx→1/xestminorée(parm=0)sur]0,+∞[,maisellen’estpasmajorée.Parcontre,elleestmajorée(parM=0)sur]−∞,0[,maisellen’yestpasminorée.Exemple10:Lafonctionf:x→x+3sinxx+8estbornéesurE=[10,+∞[puisque0<x−3≤x+3sinx≤x+3<x+8,etdonc0<f(x)<1surE.Sil’onam≤f(x)≤MsurE,onaaussi|f(x)|≤max(|m|,|M|):lafonction|f|estmajorée.Réciproquement,si|f|estmajorée,àsavoirsi|f(x)|≤CsurE,alorsona−C≤f(x)≤CsurEetfestbornée.MéthodologieUnefonctionestbornéesurEsietseulementsisavaleurabsolueestmajoréesurE.Sensdevariationsurunintervalle,tauxd'accroissement6
Fonctioncroissantesurl’intervalleI.Lafonctionfestcroissantesurl'intervalleIquandellerespectelesinégalités,àsavoirlorsquex1≤x2impliquef(x1)≤f(x2).Exemple11:Lafonctioncarréx→x2estcroissantesur[2,5],maisellen’estpascroissantesur[−2,1],puisque−2<1maisf(−2)>f(1).Généralitéssurlesfonctions|19
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Celaéquivautàdirequepourtousx1=x2dansI,laquantitéf(x2)−f(x1)x2−x1estpositiveounulle.Fonctiondécroissantesurl’intervalleI.Lafonctionfestdécroissantesurl'intervalleIquandellerenverselesinégalités,àsavoirlorsquex1≤x2impliquef(x1)≥f(x2).Exemple12:Lafonctioncarréx→x2estdécroissantesur[−5,−2].Celaéquivautàdirequepourtousx1=x2dansI,laquantitéf(x2)−f(x1)x2−x1estnégativeounulle.Lacroissanceeststrictelorsquex1<x2=⇒f(x1)<f(x2);ladécroissanceeststrictelorsquex1<x2=⇒f(x1)>f(x2).Sensdevariationd’unefonctionsursondomainededéﬁnition:Étudierlesvariationsdefconsiste,entreautre,àtrouverlesintervallesoùelleestcroissanteetceuxoùelleestdécroissante.Exemple13:Uneétudepousséevialadérivéemontrequef:x→x3−3x+78estcroissantesur]−∞,−1[,décroissantesur]−1,1[etcroissantesur]1,+∞[.PointDangerOnparledelamonotonied'unefonctionsurchaqueintervalledudomainededéﬁnition.Surundomainequin'estpasunintervalle,lanotiondemonotonien'aglobalementpasdesens.Exemple14:Lafonctionx→1/xestdéﬁniesurR∗.Elleestdécroissantesur]−∞,0[etsur]0,+∞[,maisellen’estpasdécroissantesurR∗,puisque−1<1maisf(−1)<f(1).Six1,x2appartiennentàunmêmeintervalledudomainededéﬁnition,laquantitéf(x2)−f(x1)x2−x1s'appelletauxd'accroissementdefentrex1etx2.Letauxd’accroissementintervienténormémentdanslanotiondedérivée.Enphysique,quandxestletempsetf(x)ladistanceparcourueentrelestemps0etx,letauxd’accroissemententrex1etx2estlavitessemoyennesurcetintervalledetemps.20|Généralitéssurlesfonctions
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Extremalocauxouabsolus7
Lafonctionfprésenteunminimumlocalenx0quandilexisteunvoisinage]x0−h,x0+h[surlequelonaf(x)≥f(x0).Elleprésenteunmaximumlocalenx0quandilexisteunvoisinage]x0−h,x0+h[surlequelonaf(x)≤f(x0).Leterme«extremum»signiﬁemaximumouminimum,sansplusdeprécision.Exemple15:Lafonctionf:x→x3−3x+78présenteunmaximumlocalenx=−1etunminimumlocalenx=1.Exemple16:Lafonctionx→(ex−e−x)/(ex+e−x)neprésenteaucunextremumsurR.Ilyaunrapportétroitentrelesensdevariationetlesextremalocaux:Sifestcroissanteàgauchedex0etdécroissanteàdroite,elleprésenteunmaximumlocalenx0.Sielleestdécroissanteàgauchedex0etcroissanteàdroite,elleprésenteunminimumlocalenx0.Cettesituationcorrespondàl’immensemajoritédescas.Maisilyadescasparticuliersplusétranges:Exemple17enligneSil’onaf(x)≤f(x0)pourtoutx∈D,onparledemaximumabsoluenx0,etsil’onaf(x0)≤f(x)pourtoutx∈D,onparledeminimumabsoluenx0.Exemple18:f:x→x2−1présenteunminimumabsoluenx=0,etg:x→−x2+1présenteunmaximumabsoluenx=0.Cesextremaontlieuausommetdechaqueparabole.MéthodologieTrèssouvent,onometlesadjectifs«local»ou«absolu»pourparlersimplementdemaximumouminimum.Fonctioninjective,bijective8
FonctioninjectivedeEdansF.OnditquefestinjectivesurElorsquelarelationf(x1)=f(x2),oùx1,x2∈E,impliquex1=x2.Généralitéssurlesfonctions|21
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Celaéquivautàdirequex1=x2=⇒f(x1)=f(x2).Graphiquement,unedroitehorizontalecoupelacourbey=f(x)enaumaximumunpoint.Exemple19:Lafonctionsinusn’estpasinjectivesur[0,2π],puisquesinπ/6=sin5π/6,maiselleestinjectivesur[−π/2,π/2].BijectiondeEsurF.SoitfdéﬁniesurEetFunepartiedeR.OnditquefestunebijectiondeEsurFlorsque,pourtouty∈F,ilexisteunetunseulx∈Etelquey=f(x).Exemple20:Lafonctionsinusestunebijectionde[−π/2,π/2]sur[−1,1],maisn’estpasunebijectionde[0,π]sur[0,1](puisquesinπ/4=sin3π/4)niunebijectionde[−π/2,π/2]sur[−2,3],puisquel’équationsinx=3/2n’apasdesolution.MéthodologieCettenotionestrepriseendétaildanslaﬁche9surlesfonctionsréciproques.Compositiondesfonctions9
Lorsquelesdomainesdedéﬁnitionluidonnentunsens,lacomposéeg◦festlafonctiondéﬁnieparg◦f(x)=gf(x).Exemple21:Soitf:R→[−1,1]déﬁnieparf(x)=sinxetg:[−1,1]→Rdéﬁnieparg(u)=3u−√1−u2.Lacomposéeg◦faunsensetestdéﬁniesurRparg◦f(x)=g(sinx)=3sinx−√1−sin2x,soitg◦f(x)=3sinx−|cosx|.22|Généralitéssurlesfonctions
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2
EXERCICES
Exercice1Donnerlesdomainesdedéﬁnitionsdesfonctionsdéﬁniesparf(x)=3x−5√x2−5x+6,g(x)=1−x1+x,h(x)=sin5x2x+|x−1|Exercice2OndéﬁnitfsurRparf(x)=x2−4x−7.1.Donnerl’expressiondutauxd’accroissementdefentredeuxréelsx1etx2.2.Montrerquefestdécroissantesur]−∞,2[etcroissantesur]2,+∞[.Qu’a-t-onenx=2?Exercice3Soitf:x→2x−cosx.Onadmettraque|cosu−cosv|≤|u−v|pourtousu,v.1.Montrer,avecladéﬁnition,quefeststrictementcroissantesurR.2.MontrerquequelquesoitA>0,ilexistex1telquef(x1)>AetquequelquesoitB<0,ilexistex2telquef(x2)<B.3.Enadmettant(continuité)quef(R)estunintervalleausenslarge,quelest-il?4.Montrerquefestinjective,puisquec’estunebijectiondeRsurR.Exercice41.OndéﬁnitfsurRparf(x)=x1+|x|.Étudierlaparitédef.Majorer|f(x)|etdonnerunmajorantetunminorantdefsurR.2.Trouver,enrevenantàladéﬁnition,lesensdevariationdefsur[0,+∞[etendéduireceluisur]−∞,0].Généralitéssurlesfonctions|23
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2
C
ORRIGÉS
Exercice1Lafonctionfestdéﬁniesietseulementsix2−5x+6eststrictementpositif,i.e.sur]−∞,2[∪]3,+∞[.Pourg,c’estlorsquex=−1et(1−x)/(1+x)≥0,i.e.sur]−1,1].Lafonctionhestdéﬁniequand2x+|x−1|=0.–Pourx≥1,ona2x+|x−1|=2x+x−1=3x−1,quines’annulepassur[1,+∞[.–Pourx≤1,ona2x+|x−1|=2x+1−x=x+1,quis’annuleenx=−1.Lafonctionestdéﬁniesur]−∞,−1[∪]−1,+∞[.Exercice21.Letauxd’accroissementestdonnéparτ=(x22−4x2−7)−(x21−4x1−7)x2−x1=x22−x21−4(x2−x1)x2−x1=x2+x1−4.2.Pourx1,x2∈[2,+∞[,onax1+x2≥4etletauxd’accroissementestpositif:lafonctionestcroissante.Pourx1,x2∈]−∞,2],onax1+x2≤4,etletauxestnégatif:lafonctionestdécroissante.Onnepeutriendirelorsquex1<2etx2>2,parcontre.Enx=2,onaunminimumlocal,puisquelafonctionestdécroissanteàgauchepuiscroissanteàdroite.Exercice31.Prenonsx1≤x2.Onaf(x2)−f(x1)=2(x2−x1)−(cosx2−cosx1)≥2|x2−x1|−|x2−x1|quiestdoncunequantitépositive.LafonctionestcroissantesurR.2.Onaf(x)≥2x−1etf(x)≤2x+1,puisquelecosinusestcomprisentre−1et1.Pourx1>A/2+1/2,onaf(x1)>A.Pourx2<B/2−1/2,onaf(x2)<B.3.PourtoutA>0etB<0,l’imagede[B/2−1/2,A/2+1/2]contientlespointsAetB,etdonctoutlesegment[B,A]d’aprèslerappeldecontinuitéadmispourl’instant.L’imagef(R)contienttoutsegment[B,A]avecB<0etA>0:c’estRtoutentier.4.Larelationf(x1)=f(x2),àsavoir2(x1−x2)=cosx1−cosx2implique2|x1−x2|=|cosx1−cosx2|,etdonc2|x1−x2|≤|x1−x2|.Ceciestpossibleuniquementavecx1=x2,etfestinjective.Commef(R)=R,pourtouty∈Rl’équationy=f(x)admetaumoinsunesolutionx.Commefestinjective,cettesolutionestunique.Onaladéﬁnitiond’unebijectiondeRsurR.Exercice41.Comme|−x|=|x|,lafonctionfestimpaire.Ona|f(x)|=|x|1+|x|quiestpluspetitque1,puisque1+|x|>|x|.Celasigniﬁeque−1<f(x)<1:lafonctionestminoréepar−1etmajoréepar1.2.Sur[0,+∞[,onaf(x)=xx+1.Onendéduitf(x2)−f(x1)=x2−x1(1+x1)(1+x2):cettequantitéestpositivepourtous0<x1<x2,cequisigniﬁequefestcroissantesur[0,+∞[.Commefestimpaire,lafonctionestencorecroissantesur]−∞,0]:soienteneﬀety1<y2<0:onaf(y2)−f(y1)=−(f(−y2)−f(−y1)),avec0<−y2<−y1.Ladiﬀérencef(−y2)−f(−y1)estalorsnégativeetf(y2)−f(y1)estpositive.24|Généralitéssurlesfonctions
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3
C
OURS
Limites
ﬁnies
[MOTS-CLÉS:LIMITEFINIE,ENCADREMENT,COMPOSITION,OPÉRATIONS,CONTINUITÉ,PROLONGEMENT]Ondéﬁnitlimx→x0f(x)=,oùfestunefonctionréelledelavariableréelle,déﬁnieauvoisinagedex0,maispasnécessairementenx0oubienauvoisinagedex0=−∞oudex0=+∞.Maisestunréeldanstoutecetteﬁche.Laﬁchesuivanteregarderaleslimitesinﬁnies.Introductionnaturelleetimagéedelanotiondelimite1
Onaenviededirequeftendversquandxtendversx0lorsque«plusxestprochedex0,plusf(x)estprochede».C’estl’idéenaturelle,maisellenepermetpaslamiseenformedeladéﬁnition.Lacomparaisonbalistiqueestparlante:onveutquenotreprojectilef(x)puissearriveraussiprèsquel’onveutdel’objectif,mêmesil’onn’estpascapabledetomber«pile»surlui.Onserasatisfaitdanslasituationsuivante«quellequesoitlacible,aussipetitesoit-elle,autourde,onpeuttrouverunefenêtreinitialeautourdex0permettantdetomberdanslaciblearrivée».Ladéﬁnitionrigoureusedelalimitevadoncﬁxerd’aborduneconditionàl’arri-vée,quiseraunintervalle«cible»decentre,etensuiteendéduireunintervalle«départ»decentrex0permettantauxvaleursf(x)d’arriverdanslacible.Danslanotiondelimite,x0et/ousontdesnombresréelsoubien±∞.Toute-fois,lesdéﬁnitionsquantiﬁéessontlégèrementdiﬀérentessuivantcescasdeﬁgure.L’expression«auvoisinagedex0»signiﬁedansunintervalledecentrex0,maisx0estgénéralementexcludanscetteﬁche.Déﬁnitiondelimx→x0f(x)=ℓoùx0etℓsontdesréels2
Lafonctionftendversleréelquandxtendversx0lorsquel'ona:(∀ε>0)(∃α>0)telque|x−x0|<αx=x0=⇒|f(x)−|<εLecasintéressantdelimiteestlorsquefn’estpasdéﬁnieenx0.Onexclutdonccepointx0del’intervallededépart,quelquesoitlecasdeﬁgure.Exemple1:Lafonctionf:x→(sinx)/xestdéﬁniesurR∗seulement,maiselletendvers1quandxtendvers0.DémonstrationenligneLimitesﬁnies|25
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J’apprendsenlignewww.lienmini.fr/dmanalyse3MéthodologieBiencomprendrequel'onﬁxed'abordle«εarrivée»,etquel'onchercheensuiteun«αdedépart»quiconvient.Onnecherchepaslemeilleurαpossible,celan'apasdesensengénéral,onsecontented'untrouverunquiconvienne.Enbonfrançais,etentermesdevoisinages,ladéﬁnitionest:onditquef(x)tendversquandxtendversx0lorsquepourtoutvoisinagedeilexisteunvoisinagedex0qui(x0étantexclu)s’envoieentièrementparfdanscevoisinagearrivéeautourde.Exemple2:LafonctionfdéﬁniesurR∗parf(x)=x2sin(1/x)tendvers0quandxtendvers0.Sachantquesinx∈[−1,1],onax2sin(1/x)−0≤|x|2.Soitεpositifdonné:nouscherchonsunαpositiftelque0<|x|<αimpliquex2sin(1/x)−0<ε.Sil’onimpose|x|2<ε,(i.e.|x|<√ε),alorsonaobligatoirementx2sin(1/x)−0<ε.Unevaleurdeαquiconvientestdoncα=√ε,maistoutevaleurstrictementpositiveinférieureconvientencore.Exemple3.a:Lafonctionfdéﬁniesur[−3,+∞[parf(x)=√x+3tendvers2quandxtendvers1.Enmultipliant(etdivisant)√x+3−2parlaquantitéconju-guée,onobtient√x+3−2=|x−1|2+√x+3oùledénominateuresttoujoursplusgrandque2.Onadonc√x+3−2≤|x−1|/2.Soitεpositifdonné:nouscher-chonsunαpositiftelque0<|x−1|<αimplique√x+3−2<ε.Sinousimposons|x−1|/2<ε,alorsnousavons√x+3−2<ε.Ilsuﬃtdeprendreα=2ε.Lagrandeidéedesimpliﬁcationdescalculsestlasuivante:MéthodologieSoitC(x)unequantitécompliquéequel'onveutrendrepluspetitequ'unnombreεdonné.Supposonsquel'onaittrouvéunequantitésimpleS(x)tellequeC(x)<S(x).AlorssinousimposonsqueS(x)soitpluspetitqueε,nousauronsafortioriC(x)<εpuisqueC(x)<S(x)<ε.Attention,unefonctionquelconquen’aaucuneraisond’admettreunelimiteenunpoint.Exemple4:Lafonctionf:x∈R∗→x/|x|n’apasdelimitequandxtendvers0:elleestégaleà−1pourx<0età1pourx>0.26|Limitesﬁnies
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Déﬁnitiondelimx→±∞f(x)=ℓoùℓestunréel3
Unvoisinagede+∞estunedemi-droite]A,+∞[,oùl’onpeuttoujourssupposerA>0etmême«trèsgrand».Ladéﬁnitionquantiﬁéedelimx→+∞f(x)=est:(∀ε>0)(∃A>0)telque(x>A=⇒|f(x)−|<ε)Unvoisinagede−∞estunedemi-droite]−∞,A[,oùl’onpeuttoujourssupposerA<0,trèsgrandenvaleurabsolue.Ladéﬁnitionquantiﬁéedelimx→−∞f(x)=est:(∀ε>0)(∃A<0)telque(x<A=⇒|f(x)−|<ε)Exemple5.a:limx→+∞3x−1x−2=3.Ona|f(x)−3|=5x−2,enselimitantauxx>2.Pouravoir5x−2<ε,ilsuﬃtd’avoirx>2+5/ε,etA=2+5/εconvient.Demême,avecA=2−5/ε,onmontrequelimx→−∞f(x)=3.MéthodologieDanslasuitedelaﬁche,onnoterax0,quel'onsoitenunréelouen±∞.Sil'onestàl'inﬁni,onremplaceralevoisinage]x0−α,x0+α[par]A,+∞[ou]−∞,A[.Dubonusagedesεetdesα4
C’estmajoritairementdanslesquestionsthéoriquesquel’onutiliseladéﬁnitionquantiﬁéedelalimiteenunpoint.Surlesexemplespratiques,onutiliselesopérationsélémentairesquiserontdétailléesplusloin.Ellesertaussiàmontrerparl’absurdequ’unefonctionn’apasdelimite.MéthodologieLadéﬁnitionavecεetαsupposequel'onconnaisseapriorilavaleurdelalimite,parexemplequ'onl'adevinéeouqu'onnousl'adonnée.Exemple6enligneLaquantitéαquel’onarriveàcalculerdépendtoujoursdeε.Pluscetεsera«petit»,plusαserapetitluiaussi.Ladéﬁnitionditquel’onpeutprendreεquel-conque,maisenpratique,ilestmoralementtrèspetit…Limitesﬁnies|27
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Traditionnellement,onprenddesinégalitésstrictes|x−x0|<αet|f(x)−|<ε.Maisonpeuttravailleravecdesinégalitéslarges,aucunsouci.Connaîtreunevaleurdeαenfonctiondeεpeutavoirunintérêtentermedecontrôled’erreur:sil’onveutsavoiràpartirdequelmomentunemesuref(x)approcheunevaleurthéoriqueàmoinsdeεprès,l’intervalle]x0−α,x0+α[donneuneidée.Exemple3.b:Si0.998<x<1.002,l’exemple3.anousditque1.999<√x+3<2.001.Sil’onaccepteuneerreurde0.001surlerésultat,alorsuneincertitudede0.002surxestacceptable.Propriétésdeslimitesﬁnies5
Personnen’ajamaisdoutédecespropriétéslogiquesetquisemblentévidentes,maisilestbondelesénoncerclairement.Unicitédelalimiteenx0:Théorème1.Sifadmetunelimitequandxtendx0,alorscettelimiteestunique.Onnepeutpasêtre«trèsvoisin»dedeuxnombresdiﬀérents.Ladémonstration,donnéeenligne,estfondamentale,etdoitêtrebienmaîtrisée.DémonstrationenligneSifadmetunelimiteﬁniequandxtendversx0,alorselleestbornéeauvoi-sinagedex0.Démonstration.Enprenantε=1,ontrouveunintervalle]x0−α,x0+α[surlequel−1<f(x)<+1:lafonctionestminoréeetmajoréeauvoisinagedex0.Signedelalimiteenx0,deuxénoncés:Théorème2.Sifadmetunelimitestrictementpositivequandxtendversx0,alorsfeststrictementpositiveauvoisinagedex0.Démonstration.Soit=limx→x0f(x)>0,etécrivonsladéﬁnitiondelalimiteavecε=/2.Ilvientunintervalle]x0−α,x0+α[surlequelnousavons−/2<f(x)<+/2,cequiimpliquequefeststrictementpositivedanscetintervalle.Théorème2bis.Sifestpositiveounulleauvoisinagedex0,etsielleadmetunelimiteﬁnieenx0,alorsestpositiveounulle.Démonstration.Silalimiteétaitstrictementnégative,alorsfseraitstrictementnégativeauvoisinagedex0,cequin’estpas.28|Limitesﬁnies
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PointDangerIlarrivequefsoitstrictementpositiveauvoisinagedex0,maisquesalimiteenx0soitnulle.Parpassageàlalimite,lesinégalitésstrictesdeviennentlarges.Exemple7:Lafonctionx∈]0,π/2[∪]π/2,π[→cos2xeststrictementpositive,maissalimiteenπ/2estnulle.Lesignedelalimitesegénéralise:soientA,BdeuxconstantestellesqueA≤f(x)≤Bauvoisinagedex0.Sifadmetunelimiteenx0,alorsA≤≤B.Siftendversquandxtendversx0,alorslafonction|f|tendvers||quandxtendversx0.Celavientdelamajoration|f(x)|−||≤|f(x)−|.Maislaréciproqueestfausse:lafonctionfégaleà−1sur]−∞,0[etégaleà1sur]0,+∞[n’apasdelimitequandxtendvers0,alorsque|f|,constanteégaleà1,tendvers=1quandxtend0.MéthodologieTouscesrésultats«évidents»serventessentiellementdanslesraisonnementsthéoriques.Continuitéenunpointx06
Laﬁche5seraconsacréeàcettenotionfondamentale,maisnousenavonsbesoinici,etcen’estpasunenotioncompliquéeaudépart.Soitfunefonctiondéﬁnieauvoisinagedex0,lepointx0étantinclus.Onditquefestcontinueenx0lorsquef(x0)=limx→x0f(x).Cettedéﬁnitionsigniﬁedoncdeuxchoses(i)lafonctionfadmetunelimitequandxtendversx0,(ii)cettelimiteestégaleàf(x0).Avecdesquantiﬁcateurslacontinuitéenx0s’écrit(∀ε>0)(∃α>0)telque|x−x0|<α=⇒|f(x)−f(x0)|<εMéthodologieUnefonctioncontinueenx0neprésentepasde«saut»encepoint.Onpeuttracersongraphesans«leverlecrayon»aupointM0(x0,f(x0)).Quandunefonctionn’estpascontinueenunpoint,onditqu’elleyprésenteunediscontinuité.Limitesﬁnies|29
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Exemple8.a:LafonctiondéﬁniesurR∗parf(x)=sin(1/x)estcontinueentoutpointx0nonnul.Prenonsparexemplex0>0.Laformulesinp−sinq=2sin[(p−q)/2]cos[(p+q)/2]etlesinégalités|sinu|≤|u|et|cosu|≤1donnentlamajoration|f(x)−f(x0)|≤1x−1x0=|x−x0||x||x0|.Exemple8.b:Enprenantxdansl’intervalle]x0/2,3x0/2[,onestcertainquexneprendpaslavaleur0etque1/|x|estmajorépar2/x0.Ilenrésulteque|1/x−1/x0|estpluspetitque2|x−x0|/x20.Exemple8.c:Dansl’intervalle]x0/2,3x0/2[,nousavonsdonc|f(x)−f(x0)|≤2|x−x0|/x20.Sinousimposons|x−x0|<εx20/2,alorsnousavons|f(x)−f(x0)|<ε.Lenombreαtrouvédépendclairementdeεetdupointx0.Exemple9enligneTouteslesfonctions«classiques»,polynômes,fractionsrationnelles,racinecar-rée,exponentielle,logarithme,sinus,cosinus…sontcontinuesentoutpointoùellessontdéﬁnies,ainsiqueleurssommes,produits,quotients,composées.MéthodologieDanslasolutiond'unexercice,onécritsimplementquefestcontinueenx0commecomposéedefonctionscontinues.Onneleredémontrepas,maisonledit.Prolongementparcontinuitéenunpointx07
Ilarrivesouventquel’ontravailleavecunefonctionfdéﬁnieauvoisinaged’unpointx0maisapriorinondéﬁnieaupointx0,etadmettantunelimitequandxtendversx0.Onprolongealorsparcontinuitélafonctionfenx=x0enposantf(x0)=.Lafonctionainsiprolongéesenoteencoref,etelleestcontinueenx0.Exemple10:Soitf:R∗→Rdéﬁnieparf(x)=(sinx)/xpourx=0;commeonsaitqueftendvers1quandxtendvers0,onposef(0)=1pourobtenirunefonctiondéﬁniecontinuesurRtoutentier.MéthodologieProlongerunefonctionparcontinuitéenx0revientsimplementà«réparerunoubli»faitaumomentdeladéﬁnition.Exemple11:Soitf:R∗→Rdéﬁnieparf(x)=1−e−xx.Lesrésultatsclassiquessurl’exponentielleimpliquentqueftendvers1quandxtendvers0.Onprolongedoncfparcontinuitéen0enposantf(0)=1.OnamaintenantunefonctiondéﬁniesurR,etcontinueenchaquepoint.30|Limitesﬁnies
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Théorèmed'encadrement(gendarmes)8
Théorème3.Soientf,g,htroisfonctionsdéﬁniesauvoisinagedex0,saufpeut-êtreenx0,tellesquef(x)≤g(x)≤h(x)pourtoutxdecevoisinage.Sifethadmettentlamêmelimitequandxtendversx0,alorsgtendaussiversquandxtendversx0.DémonstrationenligneExemple12:Sachantque−|x|≤xsin(1/x)≤|x|pourtoutx∈R∗,onpeutconclureaveclethéorèmed’encadrementquelimx→0xsin(1/x)=0.Exemple5.b:Soitg:x→3x+sinxx−2.Comme−1≤sinx≤1,ona3x−1x−2≤3x+sinxx−2≤3x+1x−2pourtoutx>2.L’exemple5(pourl’inégalitédegauche)etuncalculanaloguepourcellededroite,montrentquegtendvers3quandxtendvers+∞.Opérationssurleslimitesﬁnies9
Dansceparagraphe,fetgsontdéﬁniesauvoisinagedex0,saufpeut-êtreenx0,etadmettentleslimitesrespectives1et2quandxtendversx0.Lasommef+gtendvers1+2etleproduitf×gtendvers1×2quandxtendversx0.DémonstrationenligneLadémonstrationduproduitdemandeuncasparticuliertrèsimportant:Soitfetgdéﬁniesauvoisinagedex0,saufpeut-êtreenx0,tellesqueftendevers0quandxtendversx0etquegsoitbornéeauvoisinagedex0.Alorsleproduitf×gtendvers0quandxtendversx0.DémonstrationenligneLequotientdemandeplusdeprécautions,carledénominateurnedoitpass’an-nuler:Si2=0,alorslequotientf/gestdéﬁniauvoisinagedex0,saufpeut-êtreenx0,ettendvers1/2quandxtendversx0.Ilyalecasparticulierdel’inverse:silimx→x0f(x)=estnonnulle,alorsl’inverse1/ftendvers1/quandxtendversx0.Limitesﬁnies|31
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DémonstrationenligneExemple13:Enécrivant3x2+4x−sinx+4x2−x+cosx=3+4x+4−sinxx21−1x+cosxx2,onvériﬁequecettefonctionestbiendéﬁnieauvoisinagede+∞,etlesthéorèmessurlasomme,leproduit,lequotientetl’encadrementpermettentdeconclurequ’elletendvers3quandxtendvers+∞.Lesrésultatsprécédentss’appliquentaucasdesfonctionscontinuesenx0:Sifetgsontcontinuesenx0,alorslasommef+getleproduitf×gsontcontinuesenx0.Sig(x0)=0,alorslequotientf/gestdéﬁniauvoisinagedex0,etcontinuencepoint.Compositiondeslimites10
Rappelonsquelacomposéeg◦festdéﬁniepar(g◦f)(x)=gf(x).Théorème4.Silafonctionfadmetlalimitequandxtendversx0etsilafonctiongestcontinueenx=,alorslafonctioncomposéeg◦ftendversg()quandxtendversx0.Démonstration.Soitεpositifdonné,etsoitl’intervalle]g()−ε,g()+ε[.D’aprèsladéﬁnitiondeslimites,ilexisteunintervalle]−β,+β[quis’envoieentière-mentparlafonctiongdanscetintervallearrivéeautourdeg().Considéronsmaintenantcetintervalle]−β,+β[commeintervallearrivéepourlafonc-tionf:ilexisteunintervalle]x0−α,x0+α[quis’envoieparfdansl’intervalle]−β,+β[.Parcomposition,l’intervalle]x0−α,x0+α[s’envoieparg◦fdansl’intervalleﬁnal]g()−ε,g()+ε[.Remarque:dansladéﬁnitiond’unelimiteenunpointx0,lafonctionn’estpastoujoursdéﬁnieenx0.Icinoussommesobligésdesupposerquegestdéﬁniecontinueencarilestpossiblequefprennelavaleurdesalimitepourcer-tainesvaleursdex.Lethéorème4s’énonceplussimplementavecdeuxfonctionscontinues:sifestcontinueenx0etgcontinueenf(x0),alorslacomposéeg◦festcontinueenx0.Exemple14:SoitφdéﬁniesurR∗parφ(x)=1−cosxx2.Larelation1−cosx=2sin2(x/2)permetd’écrireφ(x)=2sin2(x/2)x2=12sin2(x/2)(x/2)2=12sin(x/2)x/22.Nousavonsdoncφ=h◦g◦favecf:x→x/2,gdéﬁnieparg(u)=sinu/u(etg(0)=1)eth:v→v2/2.Quandxtendvers0,f(x)tendvers0;quandutendvers0,g(u)tendvers1etquandvtendvers1,h(v)tendvers1/2.Deuxapplicationsduthéorèmedonnentlimx→0φ(x)=1/2.Onnoteraquelestroisfonctionsutiliséessontcontinuesauxpointsconsidérés.32|Limitesﬁnies
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Limiteàdroite,àgauchedex011
Lesdéﬁnitionsdelimitedonnéesauxparagraphesprécédentss’appliquentquandontravailleauvoisinaged’unpointx0,c’est-à-direquexpeuttendreversx0aussibienenétantpluspetitquex0(onditàgauchedex0)qu’enétantplusgrandquex0(àdroitedex0).Parfois,lorsdel’étuded’unefonctionauvoisinagedex0,ons’intéresseuniquementauxvaleursdexsupérieures(ouinférieures)àx0.Ilfautalorsdonnerunedéﬁnitiondelalimitenefaisantintervenirqu’unin-tervalledelaforme]x0−α,x0[ou]x0,x0+α[aulieudel’intervalle]x0−α,x0+α[.Lafonctionftendversquandxtendversx0àdroitelorsque(∀ε>0)(∃α>0)telque(x∈]x0,x0+α[=⇒|f(x)−|<ε).Onnote=limx→x0x>x0f(x)ou=limx→x+0f(x)Onaunedéﬁnitionanaloguequandxtendversx0àgauche,enutilisantl’inter-vallex∈]x0−α,x0[.PointTerminologie«Àdroitedex0»seditaussi«x0parvaleurssupérieures»et«àgauchedex0»seditaussi«x0parvaleursinférieures».Unefonctionadmetunelimiteenx0sietseulementsielleyadmetunelimiteàdroiteetunelimiteàgauche,etquecesdeuxlimitessontégales.Lesnotionsdecontinuitéenunpointetdelimiteàdroiteouàgauchedonnentnaissanceàlanotiondecontinuitéàdroiteouàgauched’unefonctionfenunpointx0:1.Sifestdéﬁniesurunintervalle[x0,x0+h[,onditqu’elleestcontinueàdroitedex0lorsquef(x0)=limx→x+0f(x).2.Sifestdéﬁniesurunintervalle]x0−h,x0],onditqu’elleestcontinueàgauchedex0lorsquef(x0)=limx→x−0f(x).Unefonctionestcontinueenx0sietseulementsielleestcontinueàdroiteetàgauchedex0.MéthodologieLanotiondelimiteàdroiteetàgaucheintervientsurtoutavecleslimitesinﬁnies,quandledénominateurdefs'annuleenx0,àvoirdanslaﬁchesuivante.Limitesﬁnies|33
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Lafonctionpartieentière12
Ils’agitdumeilleurexempledelimiteﬁnieàdroiteetàgauche.Cettefonctiondoitêtreparfaitementmaîtrisée.Pourtoutréelx,onappellepartieentièredexleplusgrandentierinférieurouégalàx;onlenote[x]ouE(x).Ilestcaractériséparl'encadrementE(x)≤x<1+E(x).Surchaqueintervalle[n,n+1[oùnestunentierrelatifonadoncE(x)=n.Valeursexemples:onaE(3)=3,E(3.67)=3,E(0)=0,E(0.87)=0,E(−0.87)=−1,E(−3.65)=−4,E(−4)=−4…LafonctionE(x)estconstanteauvoisinagedechaqueréelnonentier.SinestunnombreentieronaE(x)=nàdroiteden(surl’intervalle[n,n+1[)etE(x)=n−1àgaucheden(surl’intervalle[n−1,n[).Entoutpointentiernlafonctionpartieentièreadmetunelimiteàgaucheégaleàn−1etunelimiteàdroiteégaleàn:limx→n−E(x)=n−1etlimx→n+E(x)=n.−3−2−1123456−3−2−112345xyLacourbereprésentativeestuneréuniondesegmentshorizontaux.Pourcha-cun,l’extrémitégauche(marquéeparun•)estinclusemaisl’extrémitédroiteestexclue.Entermedecontinuité,lafonctionpartieentièreestcontinueentoutx0nonentierrelatif,estcontinueàdroitedetoutx0entierrelatif,etn’estjamaiscontinueàgauched’unx0entierrelatif.Casdesfonctionsmonotonessurunintervalle13
Danslecasd’unefonctionmonotonesurunintervalle]a,b[,aveca=−∞et/oub=+∞autorisés,onaunthéorèmethéoriqueaﬃrmantl’existencedelimitesﬁnies,sansquel’onpuissedonnerleursvaleurs.Théorème5.Soitfunefonctionmonotonesur]a,b[.Entoutpointx0∈]a,b[,fadmetunelimiteàdroiteetunelimiteàgauche.34|Limitesﬁnies
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DémonstrationenligneCettedémonstrationnousditentreautrequesifestcroissante,onalimx→x−0f(x)≤f(x0)≤limx→x+0f(x),etquesifestdécroissante,onalimx→x−0f(x)≥f(x0)≥limx→x+0f(x).Exemple15:Lafonctionpartieentière,croissantedefaçonévidentesurR,aunelimiteàdroiteetunelimiteàgauchedechaquepoint.Auxextrémitésaetbdel’intervalle,onalesrésultatssuivants,aussiconsé-quencesdelapreuveduthéorème5:1.Sifestcroissanteetminoréesur]a,b[,elleadmetunelimiteﬁnieena+.2.Sifestcroissanteetmajoréesur]a,b[,elleadmetunelimiteﬁnieenb−.3.Sifestdécroissanteetmajoréesur]a,b[,elleadmetunelimiteﬁnieena+.4.Sifestdécroissanteetminoréesur]a,b[,elleadmetunelimiteﬁnieenb−.5.Danslesquatrecasdeﬁgure,silafonctionn’estpasmajoréeouminorée,elletendvers−∞ouvers+∞ena+oub−.MéthodologieOnn'apasbesoindecesrésultatsquandonétudieunefonctionexplicite.Ilsserventdanslesdémonstrationsthéoriques.Exemple16:Soitfcroissanteetmajoréesur]a,b[,apriorinondéﬁnieenx=b.Commeelleadmetunelimiteﬁnieàgauchedeb,onpeutlaprolongerparcontinuitéenbenposantf(b)=.Récapitulatif:commentcalculerlamajoritédeslimitesﬁnies14
Faisonsletourdestechniquesdecalculd’unelimiteexplicite.L’utilisationdeladéﬁnitionavecεetαestquasimentréservéeauxdémonstrationsthéoriques.Lescaspossiblessont:1.Lecasbanaloùlafonctionfestcontinueenx0,etlalimiteestf(x0).Onfaitunephrasepourjustiﬁercettecontinuitéoubienonditquel’onadessommes,produits,composéesdelimitesetonconclut.2.Lecasoùl’onencadreunefonction«compliquée»pardeuxfonctionsplus«simples»ayantlamêmelimite,etlethéorèmedesgendarmes.3.Lecasoùl’écrituredef,toutenfaisantintervenirdesfonctionscontinuesenx0,nepermetpasdeconcluresifadmetunelimiteenx0.Pourf(x)=x+sinx3x−sinxen0(voirexemple17ci-dessous),numérateuretdénominateursontcontinusenx=0,maisilyaunproblèmepourlequotient.Leproblèmevientd’unemauvaiseécrituredef,ilfautmodiﬁercetteécriturecommeonpeut.Onparledeformeindéterminée.Exemple17:Onécritf(x)=1+sinx/x3−sinx/x,ensimpliﬁantenhautetenbasparx.Onfaitapparaîtrelafonctionφdéﬁnieparφ(x)=sinx/xpourx=0etφ(0)=1:cetteLimitesﬁnies|35
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fonctionestcontinueenx=0,etlafonctionf=1+φ3−φestdéﬁnieauvoisinagedex=0,continueenx=0commequotientdetellesfonctions.Notrelimiteestsimplement1+φ(0)3−φ(0)=1.4.Lecasoùfestdéﬁniepardeuxexpressionsdiﬀérentesàdroiteetàgauchedex0.Onregardes’ilyaunelimiteàdroiteetunelimiteàgauche,etsiellessontégales.Exemple18:Soitfdéﬁnieparf(x)=sinx/xpourx<0etf(x)=cos2xpourx>0.Onalimx→0−f(x)=1etaussilimx→0+f(x)=1.Lafonctionadmetlamêmelimiteàdroiteetàgauchede0,etdonclimx→0f(x)=1.Onlaprolongeparcontinuitéen0enposantf(0)=1.5.Lecasdeslimitesen±∞,quifontpresquetoujoursintervenirles«formesindéterminées».Onverralestechniquesdanslaﬁchesuivante.36|Limitesﬁnies


[image: background image]
[image: background image]
3
EXERCICES
Jem’entraîneenligneExercicessupplémentaires5,6,8www.lienmini.fr/exanalyse3φdésignelafonctiondéﬁnieparφ(x)=(sinx)/xpourx=0etφ(0)=1.Exercice1Trouverunmajorantetunminorantévidentsdex+2x+5sur[−1,1].Endéduire,pourchaqueε>0,unα>0telque|x|<α=⇒x2+3x+5x+5−1<εetconclure.Exercice2Soitf:x→x+1/x.Montrer,avecladéﬁnition,quelimx→1f(x)=2.Oncommenceraparchoisirunintervalle]1−h,1+h[necontenantpas0ettrouverunM>0telque|f(x)−2|≤M|x−1|2surcetintervalle.Exercice3Enrevenantàladéﬁnitiondelalimiteetdelacontinuité,montrerquelafonctionracinecarréeestcontinueenx0=4.Onpenseraàlaquantitéconjuguée.Exercice4EnrevenantàladéﬁnitionavecεetA,montrerquelimx→+∞2x+3+sinxx−1=2.OndonneruneexpressiondeAenfonctiondeε.Exercice7Leslimitesàcalculericisonttoutesﬁnies,maisondoitmodiﬁerl’écrituredechaquefonctionenutilisantlaquantitéconjuguéeoulafonctionφ.Onutiliseraaussi1−cos2a=2sin2a.Cesontdespremièresapprochesdesformesindéterminées,vuesplusendétaildanslaﬁchesuivante.1.limx→0√1+x−1x2.limx→4√2x+1−3√x−2−√23.limx→0sin2x1−cos6x4.limx→0sin4xtan5xLimitesﬁnies|37
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3
C
ORRIGÉS
Exercice1Lesquantitésx+2etx+5sontpositives,sur[−1,1],avecx+2<x+5.Lequotientestdonccomprisentre0et1.Onaainsix2+3x+5x+5−1=|x|×x+2x+5<|x|sur[−1,1].Pouravoirx2+3x+5x+5−1<ε,ilsufﬁtdoncderéaliser|x|<ε.Onpeutprendreα=ε,àconditiondeselimiteràε<1,defaçonàresterdans[−1,1]pourquelamajorationaitunsens.Onvientdemontrer,vialadéﬁnition,quelimx→0x2+3x+5x+5=1.Cerésultatestévidentparailleurs,puisqu’onaunefonctioncontinueenx=0,avecf(0)=1.Exercice2Onaf(x)−2=(x−1)2/x.Enseplaçantsur]1/2;3/2[,ona0<f(x)−2<2(x−1)2,puisque1/x<2.Pouravoir|f(x)−2|<ε,ilsuﬃtdoncd’avoir2(x−1)2<ε,àsavoir|x−1|<ε/2.Onpeutprendreα=ε/2,enprenantε«petit»pourresterdans]1/2;3/2[.Exercice3Onécrit√x−√4=(√x)2−(√4)2√x+√4=x−4√x+2.Onendéduit|√x−2|<|x−4|/2,puisque√x+2>2pourtoutx>0,etdoncauvoisinagede4.Soitε>0:pouravoir|√x−√4|<ε,ilsufﬁtderéaliser|x−4|<2ε.Lavaleurα=2εconvient,etonvientdemontrerquelimx→4√x=√4.Onaladéﬁnitiondelacontinuitéenx=4.Exercice4Ona|f(x)−2|=5+sinxx−1,quantitéinférieureouégale6/|x−1|,puisqu’unsinusestcomprisentre−1et1.Limitons-nousauxx>1,puisquel’onfaittendrexvers+∞.Pouravoir|f(x)−2|<ε,ilsuﬃtderéaliser6/(x−1)<ε,soitx>1+6/ε.OnpeutdoncprendreA=1+6/ε.Exercice7Numérateuretdénominateurs’annulentaupointx0donnédanschaquecas:onadesformesindéterminées.1.Onutiliseb−a=(√a−√b)(√a+√b)pourécrirea(x)=(√x+1)2−1x(√x+1+1),soita(x)=1√x+1+1.Ledénominateurtendvers2etlequotientvers1/2.2.Mêmeprincipe:onécrit√2x+1−3=2(x−4)√2x+1+3et√x−2−√2=x−4√x−2+√2.Lasimpliﬁcationparx−4donneb(x)=2√x−2+√2√2x+1+3.Lenumérateurtendvers2√2,ledénominateurvers6,etlequotienttenddoncvers2√2/3.38|Limitesﬁnies
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3.Onécrit1−cos6x=2sin23x,etonac(x)=sin2xsin23x.Onécritensuitesinx=xϕ(x)etsin3x=3xϕ(3x).L’élévationauxcarrés,suivied’unesimpliﬁcationparx2donnec(x)=ϕ(x)22×9×ϕ(3x)2.Lalimiteclassiquedeϕen0donneﬁnalementlimx→0c(x)=1/18.4.Mêmeprincipeque(c),encommençantpard(x)=cos5x×sin4xsin5x,puisd(x)=cos5x×4ϕ(4x)5ϕ(5x).Lalimiteestdoncégaleà4/5.Limitesﬁnies|39
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pour tout y € I, il existe un et un seul z € E tel que y

Méthodologie
Cette notion est reprise en détail dans la fiche 9 sur les

Lorsque les domaines de définition lui donnent un sens,

définie par g o f(z) = g(f( )).
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Théoréme 3. Soient f,g,h trois
telles que f(z) < g(z) <
méme limite ¢ quand x tend vers

somme f + g tend vers ¢, + ¢

Soit f et g définies au voisinage de
tend vers x, et que g soit bornée
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Méthodologie

fonctions données par des formules explicites, et étudiées couramment, sont des
sommes, produit, quotient, composées des fonctions basiques énumérées ci-dessus.
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Méthodologie

Dans la solution d'un exercice, on écrit simplement
composée de fonctions continues. On ne le redémontre
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fonction f est paire lorsque, pour tout z € D, ona f(—xz) = f(x). Elle

lorsque, pourtout z € D,ona f(—xz) = —f(z).

Méthodologie

vaut mieux étre en axes orthonormés pour bien visualiser ces symétries. On peut
contenter d'étudier une fonction paire ou impaire sur [0, + oo, et de compléter
symétrie.
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a condition de se limiter a € < 1, de facon a rester dans [—1,1] pour que la majoration ait

z°+3z+5

un sens. On vient de montrer, via la définition, que lim ——————— = 1. Ce résultat est
z—0 x+5

évident par ailleurs, puisqu’on a une fonction continue en x = 0, avec f(0) = 1.

Ona f(x) —2 = (z — 1)° /. En se placant sur |1/2;3/2[,ona 0 < f(z) — 2 < 2(z — 1)?
puisque 1/x < 2. Pour avoir | f(x) — 2| < &, il suffit donc d’avoir 2(z — 1)* < &, & savoir
|z — 1] < +/&/2. On peut prendre & = +/£/2, en prenant & « petit » pour rester dans

11/2;3/2[.

Pour avoir ‘ = 1‘ < g, il suffit donc de réaliser x| < e. On peut prendre o = ¢

(V2 - (vV49)? _ z-4
On écrit v/ — V4 = NV, \/_ 5 On en déduit |y — 2| < |z —4|/2

puisque \/z + 2 > 2 pour tout z > 0, et donc au voisinage de 4. Soit & > 0 : pour avoir
|/ — V4| < e, il suffit de réaliser |z — 4| < 2e. La valeur a = 2¢ convient, et on vient de

montrer que Iim4 Wi = V/4. On a la définition de la continuité en z = 4.
T—

Ona|f(x) —2| =
compris entre —1 et 1. Limitons-nous aux = > 1, puisque I'on fait tendre x vers +o00. Pour
avoir | f(x) — 2| < e, il suffit de réaliser 6/(z — 1) < ¢, soitz > 1+ 6/e. On peut donc
prendre A =1+ 6/e.

Numérateur et dénominateur s’annulent au point o donné dans chaque cas : on a des

formes indéterminées.
0 - =T —
1. On utilise b — a = — \/l_) a = \/5 our écrire a(x) = (—
SESER O @) = arit

o

_ ’5+sma:

‘ quantité inférieure ou égale 6/|

soit
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Le dénominateur tend vers 2 et le quotient vers 1/2.

4
S e
2. Méme principe:on écrity/2x 4+ 1—-3 = 2(z—4) etw/ D3 = z—4

V2u+ 1+ Vi—2+2
\/ 2
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Méthodologie

étudiera en fiche 5 a quelle condition I'image directe d'un intervalle est
L'exemple 3 montre que I'image réciproque d'un intervalle n'a aucune raison
intervalle.
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Méthodologie

que I'on fixe d'abord le « £ arrivée », et que I'on cherche ensuite
convient. On ne cherche pas le meilleur v possible, cela n'a pas de
contente d'un trouver un qui convienne.





OEBPS/images/bg045_00.jpg
Exercices supplémentaires 5,6,8
www.lienmini.fr/exanalyse3

C désigne la fonction définie par ¢(x) = (sin)/x pour z # 0 et ¢(0) = 1.
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