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Des rappels de cours sous forme de fiches

_
Anneaux et corps

Anneau

Structure d’anneau

Un ensemble A, muni d"une loi notée -+ (dite addition) et d"une loi notée
plication), posséde une structure d’anneau si

— A possede une structure de groupe commutatif pour I"addition ;
— la multiplication est associative et posséde un élément neutre ;
— la multiplication est distributive par rapport 2 I'addition

Sila est ive, I'anneau est dit

(dite multi

Régles de calcul
A(Tiw) = S (Siw)v= Ty
Dans un anneau commutatif, pour tout 2 € N, on
formule du bindme de Newton (x+y)" = Yi_o () "™ ot (}) = g
eyt =) D

Si Fanneau nest pas commutatif, ce

s formules restent vraies pour des éléments
permutables, clesta-dire tels que xy = yx.

Sous-anneau

On dit qu'une partie B d"un anneau A, stable pour + et x. est un sous-anneau de A, si
la restriction A B des deux lois de A définit dans B une structure d'anneau, avec le méme
élément neutre pour x que dans A.
Pour qu'une partic B d'un anneau A soit un sous-anneau de A, il faut et il suffit que
lyeBet:

VxeB V¥yeB x-yeB et weB.
Morphisme d'anneaux
At B étant deux anneaux, une application ., de A dans B, est un morphisme d’anneaux
si 'on a toujours

Sa+y) =) +£0):f () 1p.

@f) f(1a

Anneau intégre
Lorqu'il existe, dans un anneau, des éléments a et b tels que

a#0 et b#0 et ab=0,
on dit que a et b sont des diviseurs de zéro.
Un anneau intégre est un anneau commutatif, non réduit a (0), et sans diviseur de zéro.
Pour qu'un anneau commutatif, non réduit 3 {0}, soit intégre, il faut et il suffit que tout
&lément non nul soit simplifiable pour la multiplication
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Corps
Structure de corps
Un corps est un anneau non réduit a {0) dont tous les éléments, sauf 0, sont inversibles.

it commutatif si I'anneau est commutatif.

Hest

ans cet ouvrage, tous les corps seront supposés commutatifs, sans avoir besoin de le
préciser a chague fois

Sous-corps
On dit qu'une partie Z d'un corps K. stable pour + et x ., est un sous-corps de K. si la
restriction 4 L des deux lois de K définit dans L une structure de corps, ¢’est-a-dire si
st un sous-anneau, et si I'inverse d’un élément non nul de L reste dans

Pour qu'une partie non vide L d’un corps K soit un sous-corps de K. il faut et il suffit

que 1 € Let que

x—yel et xyel

Vxel* x'el*  ou L*=L\{0}

F
Arithmétique dans Z

Divisibilité dans 7

Division euclidienne

Pour tout (a,b) € Z x N*, il existe un élément unique (¢, 7) € Z x N tel que :
a=bg+r avec 0<r<b.

g est le quotient et  lc reste de la division euclidienne de a par b.

{szL Wyel

Divisibilité
Si(a,b) € Z x Z, on dit que b divise a si. et seulement si, il existe ¢ € Z tel que a = bg.
On dit alors que  est un multiple de b, ou que b est un diviseur de a.

La relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel dans N

Nombres premiers
Définition
x p est premier si p > 2, et si ses seuls diviseurs sont | et p.

Propriétés
11'y a une infinité de nombres premiers.

Sinn'est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal & /7, alors il est premier.
Tout entier 1, avec n > 2, s"éerit de fagon unique comme produit de nombres premiers.
PGCD et PPCM

PGCD

Définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L'ensemble des nombres de N* qui divisent &
1a fois a et b, admet un plus grand élément d, pour la relation d’ordre de divisibilité.

\
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= Décomposition en éléments simples

Ce premier chapitre pose les bases principales pour aborder les chapitres suivantes de
cet ouvrage. Il y a un grand intérét a introduire immédiatement les quantificateurs, les
notions de langage ensembliste et les principales méthodes de raisonnement comme le
raisonnement par I’absurde, par la contraposée ou le raisonnement par récurrence. En
effet, a ’occasion des démonstrations que vous devrez faire, vous aurez besoin de les
manipuler et de les maitriser. Ensuite ce chapitre rappelle les propriétés des nombres
complexes déja rencontrés et définis en classe de terminale. Il est important de les mai-
triser et de s’en servir autant que possible. Beaucoup de problemes de géométrie plane
peuvent se résoudre grace a I’utilisation de ces nombres. De plus, ces nombres sont tres
utiles dans d’autres sciences comme en électronique par exemple. Enfin ce chapitre se
termine par les polyndmes et les fractions rationnelles. Ces dernieres seront utilisées
dans le calcul d’intégrales qui est présenté dans cet ouvrage.
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Logique et raisonnement

Logique binaire

Proposition logique

C’est un assemblage de lettres et de signes qui a une syntaxe correcte (le lecteur sait le
lire), une sémantique correcte (le lecteur comprend ce qu’il lit) et qui a une seule valeur
de vérité : vrai (V) ou faux (F).

Deux propositions seront considérées comme égales si elles ont toujours la méme valeur
de vérité.

Connecteurs logiques

A partir de propositions p, g, . .. on peut former de nouvelles propositions définies par
des tableaux de vérité.

p ||non p
= Négation : non p (noté aussi —p) vIrF
Fl| V
—> Conjonction : p et ¢ (noté aussi p A q) plq|petgpouqgp = q\p <=4
= Disjonction : p ou g (noté aussi p V q) vivi v Vv 1% %
= Implication : p = ¢ VIF|| F Vv F F
— Equivalence : p <= ¢ F\vV| F Vv 1% F
FIF| F | F v v

Le «ou» a un sens inclusif, a ne pas confondre avec le sens exclusif qui figure dans
« fromage ou dessert », c’est-a-dire du fromage ou bien du dessert mais pas les deux.

Propriétés des connecteurs

non (non p) = p

non (p ou g) = ( non p) et ( non q)
non (p et ¢g) = (non p) ou ( non q)
(p => q) = [(non p) ou g]
non (p = q) = [pet (nongq)]

La négation d’une implication n’est donc pas une implication.

(p = q) = [(non g) = (non p)]

Cette seconde implication est la contraposée de la premiere. Faites attention a I'ordre
des propositions.

p<=q=[p= qet(qg=p]
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Pour démontrer une équivalence, on démontre souvent une implication et sa réciproque.

Quantificateurs
Notation

Les quantificateurs servent a indiquer la quantité d’éléments qui interviennent dans une
proposition. On utilise :
= le quantificateur universel ¥
Vx signifie : pour tout x;
= le quantificateur existentiel 3
dx signifie : il existe au moins un x.

Ordre

Si I’on utilise deux fois le méme quantificateur, I’ordre n’a pas d’importance. On peut

permuter les quantificateurs dans des écritures du type :
VxeE VyeE px,y)

dxeE 3dJyeE px,y).
Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important.

Dans I’écriture  Vx e E Jye E p(x,y) ydépendde x.

Dans I’écriture Iy e E Vxe€ E p(x,y) yestindépendant de x.

Négation

Lanégationde «Vx € E x vérifie p» est«3Jx € E tel que x ne vérifie pas p ».
Lanégationde «3x e E xvérifiep» est«Vx € E x ne vérifie pas p ».
Quelques méthodes de démonstration

Déduction

Si p est vraie et si I’on démontre (p = ¢) , alors on peut conclure que g est vraie.

Si la démonstration d’'une implication vous résiste, pensez a examiner la contraposée.
Elle a le méme sens, mais il est possible que sa démonstration soit plus facile.

Raisonnement par I'absurde

Pour démontrer que p est vraie, on peut supposer que p est fausse et en déduire une
contradiction.

Comme vous partez de « non p », ne vous trompez pas dans la négation, en particulier
en ce qui concerne les quantificateurs.

Disjonction des cas

Elle est basée sur le fait que :
[0 = @) et(nonp = ¢)] = g¢.
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Exemples et contre-exemples

Beaucoup de propositions mathématiques sont de type universel. Dans ce cas :
— un exemple est une illustration, mais ne démontre rien ;
— un contre-exemple démontre que la proposition est fausse.

Raisonnement par récurrence
Voir Fiche 4.

P
Langage des ensembles

Ensemble
Notion d’ensemble

La notion d’ensemble est considérée comme primitive. Retenons que la caractérisation
d’un ensemble E doit étre nette, c’est-a-dire que, pour tout élément x, on doit pouvoir
affirmer : ou bien qu’il est dans E (x € E), ou bien qu’il n’y est pas (x ¢ E).

On note ¥ I’ensemble vide, c’est-a-dire I’ensemble qui ne contient aucun élément.

E et F étant des ensembles, on dit que E est inclus dans F si, et seulement si, tous les
éléments de E appartiennent aussi a F. On note E C F.

On dit aussi que E est une partie de F', ou que F' contient E.

L’ensemble des parties de E se note P(E). Dire que A € ‘P(E) signifie que A C E.

Opérations dans P(E)

Soit £ un ensemble. A et B étant des parties de I’ensemble E, on définit :

= le complémentaire de A dans E : A={xecE et x¢A};
= l’intersection de deux parties A et B : ANB={xe€eE; xeAetx e B};
SiANB =@, c’est-a-dire s’il n’existe aucun élément commun a A et B, on dit que les
parties A et B sont disjointes ;

— la réunion de deux parties A et B : AUB={xeE; xeAoux € B}.
Ce «ou» a un sens inclusif c’est-a-dire que A U B est I’ensemble des €léments x de E
qui appartiennent a I’une au moins des parties A et B.

— la différence : A\B={xcE; xcAetx¢ B} =ANB;
— la différence symétrique : AAB={xe E;xc(AouB)let{xe E;x ¢ (AetB)}.
Par conséquent on a I’égalité suivante :

AAB=(AUB)\(ANB)=(ANB)UANB).
AAB est I’ensemble des éléments qui appartiennent a une, et une seule, des parties A
et B.
Recouvrement, partition

=> Un recouvrement d’une partic A de E est une famille de parties de E dont la
réunion contient A.
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= Une partition d’un ensemble E est une famille de parties non vides de E, deux
a deux disjointes, et dont la réunion est E. Ce qui peut s’écrire mathématiquement de la
facon suivante : une famille (4;);c; de parties d’un ensemble E est une partition de E si :

UieIAi =E
V(i) € (i #j = AiNAj = ).

Propriétés des opérations dans P(E)

Pour toutes parties A, B et C de E, on a les propriétés qui suivent.

Complémentaire

E=0; OU=E; X:A; si ACB alors BCA.
Lois de De Morgan
ANB=AUB:. AUB=ANB. .
Réunion '
AUB=BUA; AUBUOCO =AUBUC;
AUA=A;, AUO=A; AUE=E.
Intersection
ANB=BNA; ANMBNC)=ANBNC;
ANA=A: ANG=0;: ANE=A. \—
Réunion et intersection
ANBUC)=ANBUMANC);
AUBNC)=AUBNAUCQC).
Produit cartésien

Le produit des ensembles A et B est I’ensemble, noté A x B, des couples (a,b) ola € A

etb € B. \

Attention, le couple (b, a) est différent du couple (a, b), sauf si a = b.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles E; est :
Ei x---xE, ={(x1,...,%Xy) ;x1 € Eq,...,x, € E,}.
SiE| =---=E, = E, on le note E".
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Applications

Généralités

Définitions

Une application f est définie par son ensemble de départ E, son ensemble d’arrivée F,
et une relation qui permet d’associer a tout x € E un élément unique y dans F. On note
ce dernier f(x).

Les applications de E dans F forment un ensemble noté F(E, F).

L’ application identité de E est ’application de E dans E définie par x — x. On la note
1dg.

Restriction, prolongement

Soit f une application de A dans F, et g une application de B dans F.
Si A C B etsi, pour tout x de A, on a f(x) = g(x), on dit que f est une restriction de g,
ou que g est un prolongement de f.

Composition des applications

Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F, g une application de F dans
G.
La composée de f et de g, notée g o f, est I’application de E dans G définie par :

x> g(f(0) = (g o H).
Injection, surjection, bijection
Application injective

Une application f de E dans F' est dite injective (ou est une injection) si elle vérifie
I’une des deux propriétés équivalentes :

VxeE VX €E x#xX = f(x) #f(X)

Vxe E VX €eE f(x)=fKX)=x=x.

Ne confondez pas avec la définition d’'une application qui s’écrit :
VvxeE VX eE x=x = f(x) = f(x)
VxeE VX eE f(x)#f(X)= x#Xx.

Application surjective

Une application f de E dans F est dite surjective (ou est une surjection) si tout élément
y de F est I’'image d’au moins un élément x de E, soit :
VyeF J:x€eE y=f(x).
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Application bijective

Une application f de E dans F est dite bijective (ou est une bijection) si elle est a la
fois injective et surjective. Dans ce cas, tout élément y de F est ’'image d’un, et un seul,
élément x de E.
A tout y de F, on associe ainsi un unique x dans E, appelé antécédent et noté £~ (y).
! est la bijection réciproque de f. On a donc :

x=fT'0) =y =f.
Ce qui entraine fof~! = Idp et f~' of = Idg.

Théoréeme

Soit f une application de E dans F, et g une application de F dans G. On a les implica-
tions qui suivent.

Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

Si g o f est injective, alors f est injective.

Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

Si g o f est surjective, alors g est surjective.

Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective, et (gof) ™' =f"log™l

Image directe et image réciproque
Définitions
Soit f une application de E dans F.

Si A C E, on appelle image directe de A par f, la partie de F' constituée par les images
par f des éléments de A :

fA) ={f(x); xeA}.
Si B C F, on appelle image réciproque de B, la partie de E constituée par les x dont
I’image par f est dans B :

-1
f (By={x€eE; f(x) e B}.
Théoréme

—1 —1
Al CAy = f(A1)) Cf(A2); Bi CBy=f (B)) Cf (B2);

B fA UAz)—f(Al)Uf(Az) f(Al ﬂAz)Cf(Al)ﬂf(Az)

f (BiUBy) = f (Bl)Uf (B2); f (BlﬂBz)—f (Bl)ﬂf (B2).
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