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PREFACE

Il m'a été demandé d'écrire la préface de cet ouvrage consacré aux algorithmes
efficaces de l'informatique quantique. J'y ai consenti avec enthousiasme, mais aussi
avec humilité car je ne suis pas un spécialiste du quantique. Mon parcours s'inscrit
avant tout dans le champ des mathématiques appliquées, de la recherche
opérationnelle, et de l'optimisation ; des domaines dans lesquels j'évolue depuis de
nombreuses années. C'est donc du point de vue d'un "néophyte éclairé", curieux mais

extérieur au quantique, que j'aborde ce livre.

Dés les premiers instants de lecture, on voit combien l'univers présenté ici résonne
avec les préoccupations des chercheurs en mathématique et plus particuli¢rement en
optimisation. C'est d'ailleurs aussi celui des auteurs. Derriére le formalisme propre
au quantique, on retrouve des structures familiéres : espaces vectoriels, opérateurs
linéaires, exponentielles de matrices, modélisations énergétiques, et bien siir, ce lien
intime entre la structure mathématique d'un probléme et l'efficacité des méthodes
employées pour le résoudre.

L'une des forces de cet ouvrage est précisément de s'adresser a un lectorat qui n'est
pas nécessairement formé aux concepts fondamentaux de la mécanique quantique.
Dés le premier chapitre, les auteurs prennent soin de rappeler les bases
mathématiques sur lesquelles repose l'algorithmique quantique : définition du qubit,
états superposés, portes de Pauli, produits tensoriels, opérateurs unitaires et
Hamiltoniens. Cette démarche pédagogique permet a un lecteur issu de
I'optimisation ou de l'informatique de trouver ses reperes et de comprendre
progressivement la logique interne des calculs quantiques.

Ce préambule est essentiel, car la suite du livre montre a quel point l'algorithmique
quantique repose sur une articulation subtile entre structure mathématique, capacité
de modélisation et puissance de calcul potentielle. Contrairement aux présentations
souvent focalisées sur les "algorithmes vedettes" tels que Shor ou Grover, les auteurs
ont choisi de proposer au lecteur un panorama large des approches permettant
d'utiliser efficacement les machines quantiques actuelles, des machines encore
limitées en nombre de qubits, mais dont les principes de programmation préfigurent
des ruptures profondes.
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Le fil conducteur de 1'ouvrage est clair : comprendre comment traduire un probléme
classique en un formalisme quantique adapté, et comment exploiter les mécanismes
fondamentaux du calcul quantique pour en améliorer la résolution. Cette idée se
décline de maniére particuliérement convaincante dans deux directions majeures :

L'utilisation de l'algorithme d'estimation de phase (QPE) et ses applications a des
problémes comme le TSP ou les systémes linéaires ;

L'étude des méthodes itératives de type adiabatique ou QAOA, qui reposent sur la
construction d'Hamiltoniens soigneusement congus et I'application a des problémes
de coloration de graphes ou de minimisation d'une fonction.

Les chapitres consacrés a QPE illustrent admirablement comment un algorithme
d'apparence trés théorique devient un outil d'optimisation lorsqu'il est associ¢ a des
opérateurs explicitement construits. Les auteurs ne se contentent pas de décrire le
cadre général : ils détaillent la maniére de coder un opérateur, de représenter les
matrices diagonales, puis de mettre en ceuvre 1'algorithme sur des exemples concrets
tels quun TSP a quatre sommets. Pour un lecteur habitu¢ a la recherche
opérationnelle, ce choix est extrémement pertinent. Il montre que I'enjeu principal
n'est pas l'algorithme en lui-méme, mais la qualité et la pertinence de la modélisation
quantique du probléme.

Cette idée revient avec encore plus de force dans les chapitres consacrés a
I'optimisation adiabatique et aux Drivers Hamiltoniens. Le livre montre comment la
définition du bon Hamiltonien, c'est-a-dire celui dont les plus petites valeurs propres
correspondent aux solutions recherchées, conditionne enti¢rement la réussite de
l'algorithme. Les auteurs proposent des techniques de construction et de réécriture
d'Hamiltoniens, notamment pour le cas de la coloration de graphe, du TSP ou méme
d'un probléme SAT. Ces passages sont particulierement précieux pour les lecteurs
issus de la modélisation : ils démontrent que 1'¢élaboration d'un Hamiltonien efficace
est une étape conceptuelle proche de la création d'un modéle mathématique robuste
dans les méthodes d'optimisation classiques, mais enrichie ici d'une dimension
physique nouvelle.

Le chapitre consacré aux techniques de quadratisation ou a l'utilisation d'une solution
heuristique comme point de départ ("warm start") constitue a mes yeux l'un des
apports les plus stimulants de 1'ouvrage. On y retrouve des intuitions familicres :
réduire la taille du probléme, tirer parti d'une structure a priori, limiter 1'exploration
inutile. Mais ces intuitions doivent étre reformulées dans un langage quantique, ce
qui ouvre des perspectives passionnantes pour les chercheurs en optimisation :
comment repenser nos heuristiques, nos relaxations, nos méthodes de
décomposition, pour les adapter a des machines quantiques encore imparfaites, mais
prometteuses ?

L'un des mérites de ce livre est également de maintenir une grande honnéteté
scientifique. A plusieurs reprises, les auteurs rappellent que les performances
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actuelles des ordinateurs quantiques ne rivalisent pas encore avec celles des
meilleures méthodes classiques, tant en taille d'instances résolues qu'en qualité des
solutions obtenues. Ce constat, loin d'étre décourageant, permet au contraire de situer
précisément 1'état de l'art, d'éviter les discours sensationnalistes et de concentrer
l'intérét du lecteur sur ce qui constitue véritablement le cceur du progres :
I'amélioration des modélisations, l'efficience des méthodes, la compréhension
profonde des structures mathématiques sous-jacentes.

Les lecteurs qui connaissent déja les auteurs retrouveront avec plaisir leur gofit pour
l'illustration concrete par le code. Les nombreux extraits d'implémentations proposés
au fil des chapitres viennent appuyer les explications théoriques et les démarches de
résolution. Ils montrent surtout qu'il est aujourd’hui possible de programmer des
algorithmes quantiques, d'en observer le comportement et d'en extraire des solutions
exploitables, méme si cela se fait pour des instances de taille modeste.

En définitive, ce livre a ceci d'unique qu'il fait dialoguer deux mondes : celui des
physiciens et informaticiens quantiques, et celui des chercheurs opérationnels et
mathématiciens appliqués. Pour le lecteur néophyte mais investi, le voyage est
exigeant, parfois déroutant, mais toujours guidé et éclairé. Pour le lecteur expert, il
offre une synthése remarquable et des perspectives méthodologiques trés riches.

Quant a moi, j'y ai trouvé une invitation a repenser les frontiéres de notre discipline :
ce que nous appelions jadis calcul ou optimisation acquiert ici une profondeur
nouvelle, liée aux principes fondamentaux de la nature. Les méthodes présentées
dans cet ouvrage préfigurent peut-étre les outils qui, demain, permettront de résoudre
des problémes que nous pensons aujourd'hui inabordables.

Je souhaite donc au lecteur la méme curiosité enthousiaste que celle qui m'a
accompagné tout au long de ces pages. Je remercie chaleureusement les auteurs pour
cet ouvrage ambitieux, rigoureux et généreux, qui contribue a ouvrir un champ
encore émergent mais déja essentiel : celui des modélisations efficaces pour
l'informatique quantique.

Marc Sevaux

Le 5 déecembre 2025






AVANT-PROPOS

Le lecteur peut trouver aisément la description des algorithmes classiques de
l'informatique quantique tels que Shor et Grover dans de nombreux ouvrages dont la
plupart sont en anglais et parfois en francais.

Ce que l'informatique quantique permet de faire, c'est de résoudre des problémes
complexes a condition de modéliser correctement le probléme de départ pour
appliquer correctement des méthodes de résolution. Les méthodes que I'on retrouve
classiquement sont généralement issues de la physique et définissent des approches
génériques de résolution.

Avec ces méthodes, il est possible de résoudre efficacement des problémes
complexes mais, lorsque l'on compare la taille des instances résolues avec des
approches classiques a celles résolues avec des approches quantiques, la
comparaison n'est pas encore en faveur des machines quantiques qui possedent
encore trop peu de qubits. Un constat presque similaire s'applique aussi a I’analyse
des résultats. Lorsque l'on compare la qualité des solutions trouvées avec des
approches quantiques aux solutions obtenues en utilisant les meilleures méthodes
actuelles non quantiques, la comparaison n'est pas toujours en faveur des approches
quantiques... méme sur de petites ou moyennes instances.

Pour obtenir des implémentations quantiques efficaces, il faut maitriser des outils
qui permettent d'adapter les modélisations et les processus de résolution aux
problémes a résoudre. Ce livre se propose donc de parcourir un ensemble plus vaste
de méthodes et de s'intéresser a la conception de méthodes adaptées aux problémes,
ou tout au moins d'expliquer comment "adapter" les méthodes et les modélisations.

Améliorer les modélisations repose essentiellement sur deux voies possibles :

e des techniques de réécriture de I'Hamiltonien afin de faciliter sa réécriture : ces
notions sont abordées au chapitre 8;

e des techniques qui permettent de controler I'exploration de l'espace (en se limitant
aux qubits -strings modélisant des solutions) et de tirer profit de solutions connues
a priori de bonne qualité. Ces notions sont abordées au chapitre 7.

Le livre se compose de 8 chapitres.

Le chapitre 1 rappelle les bases mathématiques indispensables pour aborder les
chapitres suivants du livre. Il introduit la notion de portes quantiques, il définit les
vecteurs propres et valeurs propres. Il rappelle aussi les éléments de calcul tensoriel
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et définit la notion d'Hamiltonien. Il contient enfin une introduction aux principes de
résolution basées sur une approche adiabatique.

Le chapitre 2 donne les fondements mathématiques de l'algorithme QPE pour
Quantum Phase Estimation. Il s'agit d'une présentation qui concerne essentiellement
les fondements théoriques. Ce chapitre contient la description du circuit quantique
avec les calculs associés.

Le chapitre 3 constitue une application de QPE a un probléme de TSP. 1l détaille a
la fois le probléme de codage et la traduction de U. L'application numérique concerne
un TSP a 4 sommets. L'application numérique montre que connaissant un vecteur
propre, le circuit permet de "trouver" le colit associé.

Le chapitre 4 aborde les calculs sous l'angle des calculs tensoriels et rappelle les
¢léments fondamentaux a maitriser sur le sujet. Le point important du chapitre
concerne le calcul des exponentielles complexes pour lesquelles le chapitre donne
un algorithme permettant d'obtenir, pour une exponentielle complexe, le circuit
quantique associé.

Le chapitre 5 s'intéresse a la résolution de systéme d'équations linéaires avec la
méthode HHL. La résolution de systémes linéaires a suscité un grand intérét de la
communauté scientifique et a donné lieu a la création de solveurs dédi¢s. Ceci
explique I’'importance de la méthode HHL que le chapitre décrit d'abord sous un
angle théorique et ensuite pratique via plusieurs mises en ceuvre. La difficulté
principale de la méthode réside dans le calcul d'une quantité de la forme x/y et les
mises en ceuvre sont limitées a des formes simples de x/y.

Le chapitre 6 aborde un point difficile 1i¢ a la mise en ceuvre de HHL a savoir le
calcul d'une fraction x/y dans le cas général.

Le chapitre 7 concerne la définition de Driver Hamiltonien spécifique a chaque
probléme d'optimisation car c'est un ¢lément important de la mise en ceuvre efficace
des méthodes itératives de type QAOA ou Adiabatique. Ce chapitre est consacré au
premier Driver Hamiltonien ayant donné lieu a une mise en ceuvre sur des cas
pratiques et qui a été proposé par Hadfield en 2018. Son domaine d'application
principal concerne les problémes de coloration de graphe.

Le chapitre 8 s'intéresse aux techniques de réécriture d'Hamiltonien qui peuvent
permettre d'obtenir des implémentations différentes et influencent la convergence
des méthodes itératives de résolution abordées au chapitre 6. Ces techniques sont
analysées sur un probléme SAT a travers un exemple numérique complet.
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Remarques

1) Dans ce livre, le séparateur décimal utilisé est le point (".") et les conventions
anglo-saxonnes sont privilégiées. Ainsi le livre utilise les guillemets angloxasons en
lieu et place des guillemets francais car c'est l'usage le plus répandu dans les
publications scientifique car elles facilitent la lecture de texte comprenant des
formules mathématiques.

2) Pour faciliter une lecture dans un ordre quelconque des chapitres, certaines notions
nécessaires a la compréhension d’un chapitre sont parfois résumées au début de
celui-ci.

3) Les chapitres sont de difficultés croissantes.

Vous pouvez contacter les auteurs en utilisant les adresses suivantes :

Gérard Fleury : gerard.fleury@isima.fr et gyf@sfr.fr

Philippe Lacomme : placomme(@jisima.fr

A QUI S’ADRESSE CE LIVRE ?

o Aux éléves d’écoles d’ingénieurs en informatique qui ont des cours sur des
problémes d'optimisation et qui souhaitent compléter les approches classiques par
des approches quantiques.

e Aux ingénieurs dans les centres de R&D qui souhaitent se former a ce qui est
en train de devenir une nouvelle voie de recherche.

e Aux enseignants qui souhaitent ouvrir de nouveaux cours et TP.

Remerciements

Ce livre n'aurait pas vu le jour sans l'aide amicale de nos collégues avec qui nous
avons réguliérement des discussions techniques autour du quantique. Avec l'arrivée
du EURO Working Group la communauté qui s'est constituée, a créé une émulation
importante et un enthousiasme qui nous a accompagnés tout au long de la rédaction.

Gérard Fleury, Philippe Lacomme
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CHAPITRE 1

Concepts généraux

Objectifs : le livre est organisé de telle sorte que les concepts sont introduits au fur
et a mesure dans les chapitres ou ils sont indispensables. Ce chapitre est donc un
résumé des notions de base qui sont manipulées par la suite.

1.1 Concepts mathématiques de base

1.1.1 Notion de qubit

Un qubit est I'unité élémentaire de calcul défini par :
[¥) = a|0)+ B [1)

avec |a|? + |B|%=1 et a, B sont deux valeurs complexe.

1.1.2  Etat quantique

Un état [1p) est défini par la superposition des différents états qui entrent dans la

définition de [ip). Donc [|¢P) peut étre défini par un tenseur de rang N avec
Zn1n2n3...nN|¢n1n2n3"'nN|2 = 1.

Si I’on néglige les corrélations quantiques, alors la fonction d'onde peut étre définie
comme le produit de N fonctions d'onde, chaque fonction étant définie sur un espace
de dimension d.

W)=Y @ W) ® .. ® IY")

Ou encore

) = i Y l01) @ i Ve, 102) ® .. ® i Yy ln)

a;=1 ap=1 an=1
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Un état [1) est défini par la superposition des différents états qui entrent dans la
définition de |).

ly) = Z Y™ nyn,ng)

ninznz
Avec

[p™1™2"3|2 qui donne la probabilité d'observer le systéme dans la configuration
nynyn3

Un opérateur est simplement défini par une matrice avec un ensemble de coefficients
nina;n \ . . . . y or .
On,ln,zn,?’ ou n,n,n5 sont des indices de ligne qui font référence au primal et njnyns
17¢21%3
sont des indices de colonne qui font référence au dual.

Ainsi :

— ninzng P
0= E On'lnﬁng |n1n2n3)(n1n2n3
ninznz

11 est possible d'introduire alors la définition de

WY = Y Pyn

! ! !
n1NNn3,n Ny N3

On peut alors définir la valeur moyenne de O :

NiN-N ror_r
WIOIB) = > Wy, Opfnig. ™amns
ninzng

1.1.3  Les portes quantiques

Les portes quantiques correspondent aux instructions qu'on trouve dans les langages
de programmation classiques tels que le C ou le C++. Elles jouent un réle trés
important car elles servent a définir des circuits quantiques sont eux le pendant des
programmes dans l'informatique traditionnelle. Nous rappelons ci-dessous quelques
éléments de base. Leur matrice dans la base (|0), |1)), est pour :

La porte X = ((1) (1))

Laporte Y = ((l) _Ol)
La porte Z = ((1) _01)
Laporte H = \% (i _11)
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La porteg =T= ((1) ei2/4)

Les trois premicres portes sont appelées portes de Pauli.

Sauf mention du contraire, dans ce qui suit, la matrice d’un opérateur est donnée
dans la base (|0), [1))

A partir de ces portes on peut définir des portes controlées de la forme par exemple :
CX;j : Control-X
CZ;; : Control-Z

Ces portes signifient qu'on applique la porte sur le qubit j si le qubit i défini comme
le qubit de contrdle vaut 1.

1.1.4 La porte quantique de Hadamard

. g1 /1 1
Elle se définit par : H _\/5'(1 _1)

Il est possible de 1'appliquer a |0), ce qui donne :

w2 10(3)@-(1)@

Ceci signifie que H.|0) donne un état qui, avec une probabilité de 50% est |0) et
avec une probabilité de 50% est |1) au moment de la mesure.

11 est aussi possible d'appliquer cette porte a |1), ce qui donne :
=2 1)-O=50C)= "
V2. -1\ V2 \-1 1

Remarque

H.|0) = [p),H.|1 = [m),H.|p) = |0), H.|m) = |1)

a
Pour un état quelconque |Y) = ( 3)’ l'application de la porte donne :
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Interprétation géométrique
On peut montrer que \/% (1 _1 1) réalise une symétrie par rapport a la droite d'angle
. T
polaire s
cos ( )
Soit A = ( ) dont I'image par une symétrie réalisée avec la droite d'angle
sin (-
.om . 1 .
polaire 5 doit donner le point B = ( 0). Effectivement,

(1) cosp)_1 cos () +sin (3) _ (05 +05) (%

1 =1 in (g) V2 cos (g) — sin (g) 0.5-0.5 0

L
V2

Résumé

o -=(1 1)) =50+ =-=()

)= =0 -1 =—(1)

¢
H-(Z)= 12(]1L 11)( (

5
)
- B

1.1.5 Application de Hadamard sur C1

Il est possible d'appliquer la porte de Hadamard dans CY avec IO)q.

Hen 10" = (H.10) = [ 5000+ )] = (ﬂ ZH

Ainsi H® définit un état dans lequel tous les états possibles ont une probabilité
identique.

Exemple

Considérons H®? = HQH
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VAN RS VAV AN
1 1 1 1
11 -1 1 =1
®2 _ _
H 211 1 -1 -1
1 -1 -1 1
Donc
1 1 1 1 1
11 -1 1 -1 0
H®2, ==
100) 211 1 -1 -1 0
1 -1 -1 1 0
1
5 11 1
H®.|00)=§. 1 :§(|00)+|01>+|10)+|11))
1

Le résultat montre que la probabilité d'obtenir |ij) vaut %. Cette porte joue un role

particulier car elle permet de mettre en superposition un ensemble d'états avec la
méme probabilité.

1.1.6 La porte quantique : X

Elle se définit par : X = ((1) (1))

. N a . , .
En appliquant cette porte a 1'état ( ﬁ)’ la porte inverse les deux coordonnées, ce qui

donne X. (g) = ((1) (1)) . (;) = (g ) Cette porte est une symétrie par rapport a la

droite d'angle polaire %.

1.1.7 La porte quantique : CX

La porte CX;; peut €tre utilisée pour faire une traduction quantique du Si ... alors ...
Sinon.

L'expression matricielle de C X, est :

CXlZ =

S O O
S O RO
_ O O O
O = O O
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Exemple d'application

CX12|11) =

S O O
S O RO
= O O O

CX1,|10) = donc CX;,|10) = |11)

> donc CX;,|11) = |10)

S O O -
(el =)
_ o o O

CX12|01> =

-
I
~
oo R o

> donc CX;,]01) =|01)

OO O =
o O O
= O O O

CX12 (100) = donc CX;, (100)) =|00)

(=R =Nl
\_/
I
cocooRr

OO O
[Nl N e)
O oo

L'expression matricielle de I'opérateur CX peut étre assez complexe ou peu intuitive. Ainsi

1 0 0 0

[0 0 0o 1

“21=19 0 1 0

01 0 o0

Et donc

1 0 0 O 0 0
0 0 0 1 0 1
0 1 0o o/ \1 0
1 0 0 O 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 o/ \0 i
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1 0 0 O 0 0
0 0 0 1 1 0
0 1 0 0/ \O 1
1 0 0 O 1 1
o 0o o0 1)fo) (o B
0 1 0 0/ \O 0

1.1.8 La porte quantique : Z et CZ

Elle se définit par : Z = (é _01)

La porte CZ;; consiste a appliquer la porte Z sur le qubit j si le qubit i vaut 1.
Nous avons
Z.10)=0
Z.|1)=-1
Donc
CZ12|00) = 100)
CZ12|01) =101)
CZ1,]110) = |10)
CZ,|11) = —|11)

1.1.9 La porte quantique : Y et CY

s v _ (0 —i
Elle se définit par: Y = (i 0 )
La porte CY;; consiste a appliquer la porte Y sur le qubit j si le qubit i vaut 1.

Nous avons

vio=" G =t10
y.|1)=(‘l_’ ‘0")((1))=—i.|1>

CY12|00> = [00)

Donc
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CY,,]10) =i.]10)
CYy,|11) = —i.|11)
1.1.10 Liens entre les portes X, Y et Z
Les formules courantes sont les suivantes :
X.Z=-iY, Z.X=1Y
XY=17Z, Y. X=—-i.Z
Y.Z=1iX, Z.Y=-iX

1.2 Eléments propres des portes de Pauli

On appelle vecteur propre d'un opérateur U associé a la valeur propre A € C, tout
vecteur v nonnul tel que : U.v = A.v

Pour les opérateurs usuels on a :
Z.10) = 10)
Z.|1) = -[1)

Ce qui signifie que |1) est un vecteur propre de Z associé a —1. On peut remarquer
que e“t|1) est aussi un vecteur propre de Z associé a —1.

Demémeona:

X.lp)=1Ip)
X.lm) = —|m)
Avec
1
lp) = E(IO) +11)
1
|m) = E(IO) — 1)
Remarque
Dans la base B(|p), |m)) la matrice de X est : (é _01) alors que celle de Z
B(lp)Im))
est (2 (1)> . Enfin la matrice de la porte de Hadamard, dans cette base, est

| O Bty
H :ﬁ'(1 _1)

Demémeona:

B(Ip)Im))
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1

Lo .
V.75 100 +i11) = [=(10) +i.1)]
V.= (0) ~ 1) = ~ [~ 10) ~ i.11))]

\/5 L. = \/E L.

Ou %(IO) +i.]|1)) et %(IO) — i.]1)) sont deux vecteurs propres de Y associés a 1
et —1.

1.3 Calcul tensoriel

Soit [Y1) = () et 2 = ()

Onnote : [11) ® |P,) = (Z) ® ((Ci) -

SEESHESEES
QO Qo

Une notation plus compacte serait :
[¥1) ® l¥2) = (a.10) + b.[1)) & (c.[0) + d.[1))
L'opérateur @ étant linéaire on a :

1) @ [P,) = a.c.]00) + a.d.|01) + b.c.|10) + b.d.|11)

Ces calculs se généralisent aux opérateurs et donc aux portes quantiques.

Soit deux opérateurs :

Ainsi on écrit :

a;.B a,.B
asz.B ay.B

A®B=(

Application aux portes quantiques

Considérons l'exemple de la Figure 1-1 qui définit un circuit composé de 3 portes.
Si on suppose qu'on applique le circuit a I'état |00) on obtient :

) = (X ®Id).(X ® Z).100)
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Qubit2 Ll 2
——

Qubit1 ... PR (R
N

Figure 1-1. Exemple de circuit
Par convention, on peut remplacer
[¥) = X;. (X1.Z,).100)
Avec la convention suivante :

A; représente l'application de 'opérateur A sur le qubit i et I'identité sur les autres
qubits.

Exemple :
Avec n = 4 qubits on a par exemple :
X;=1dQIdRXQId
Z,=1d®ZQIdQ Id
Régles de calcul
Si |Y), |@) et |o) sont des qubits et si z est un complexe, alors
() +19) & lo) = (I¥) @ |o)) + (I9) & |a))
lo) @ (1) +19) = (|o) ® [¥) + (o) & |$))
z ([P Q19) = . [Y) B |9) = [¥) ® (z.19))
Attention, en général, (|Y) Q |@)) = (|¢d) Q |[¥)).

Si A et B sont des opérateurs linéaires sur un qubit, alors

(A® B).(IY) ® [9) = (A.[¥) ® (B-19))
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1.4 Exponentielle
Si U € SU(2) c'est-a-dire que U? = Id alors :

O GEDE O D) O (6 U)K
) U_E B 2k)! +k:0 2k + D!

P N2k P rr 2k+1
ei.t.U — Z (l't) UZk + (l't) U2k+1

— 2k)! — (2k + 1!
_ © 1)k, 2k i (—1)k. t2k+1
ettt = D Jdd + Z Skl U
i (Zk)' 2k + 1)!

donc

etV = cost.Id +i.sint.U
Exemple :

e tX = cost.Id +i.sint.X
Donc

eltX |0) = cost.|0) +i.sint.X.|0)
etX 10y = cost.|0) + i.sint.|1)

1.5 Notion d'Hamiltonien

On appelle Hamiltonien un opérateur particulier composé de portes Z; et de tous les
opérateurs obtenus par multiplication de ces opérateurs. Ainsi les expressions
suivantes

Zl' Zz "'ZTL et Zl'ZZ

correspondent a des Hamiltoniens. De maniére générale les hamiltoniens considérés
sont de la forme :

H = a.Zl +ﬁZz +)/le2

Un Hamiltonien H représente une fonction f si les plus petites valeurs propres de H
correspondent aux solutions qui minimisent f.
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Exemple
Soit (1 —¢q;).(1—¢qz) =1
La fonction 1 — (1 — g4). (1 — g,) est minimale lorsque q; = g, = 0.

L'Hamiltonien
0O 0 0O
(0 1 0 O
H= 0 01 O
0 0 0 1

"représente” la fonction f car la plus petite valeur propre de H vaut 0 et correspond
a la colonne |00).

Pour transformer une expression usuelle en Hamiltonien il faut remplacer les
variables usuelles par

1 1
E(Id —Z;)ou E(Id +7Z;)

Selon les cas.

Les régles a appliquer.
Régle 1.

Si I'expression initiale implique que q; = 0, il s'agit de remplacer g, par :

puisque la plus petite valeur propre de % (Id — Z;) correspond a |0).
Régle 2.

Si I'expression initiale implique que q; = 1, il s'agit de remplacer g, par :

puisque la plus petite valeur propre de % (Id + Z;) correspond a |1).

Reégle 3.

Dans le cas d'un ET dans une expression logique il s'agit d'additionner les
Hamiltoniens.
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Exemple
(1-q).1—-g) =1

correspond a

1 1
1 1

On peut facilement vérifier la modélisation en considérant les expressions
matricielles des portes.

Ainsi
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Remarque
L'expression

(1-q)-(1—-g)=1
peut s'analyser sur un plan logique.

Cela consiste a marquer les états tels que au moins une variable vaille 0 (donc 00, 01
et 10) et pour cela il faut utiliser % (Id — Z;) avec une multiplication par % (Id - Z,)

car la multiplication représente un "ou" logique. Une fois obtenu I'hamiltonien on
"inverse" le résultat en faisant un /d moins cet hamiltonien de sorte qu'on marque
les états n'ayant que des 1.

Donc
1 1
H=1d _E(Id —Zl).i(ld )

est 'hamiltonien associé.

Car
1 1 1

1 1




Concepts généraux 29

1 1

On constate qu'on a "marqué" les colonnes ayant au moins une valeur 0 soit [00),
|01) et |10).

Donc

1 1 H H H
d-sUd-2)50d-2) == LW =

1.6 Méta-Heuristiques Quantiques
1.6.1 Résolution approchée de l'équation de Schrodinger

Dans le cas général, la solution de I’équation de Schrodinger est :

i (T
— [ Hw.d
[ihr) = e lo HOO )
La résolution directe de cette équation est dans la majorité des cas impossibles, mais
les résolutions approchées restent possibles car I’intervalle de temps [0; T'] peut étre
. , : . T :
découpé en n intervalles plus petits de longueur At = - tels que, sur ces intervalles

de longueur At, |y;) puisse étre considéré comme indépendant du temps.

Donc :
i T
—7 .d
|1/JT) =e flj.o H(u’) u. h/)())
i on-1 ((k+1).At
[Yr) = e“ﬁ'zk=° kae  H@-du o)
Comme el-A+B)t ~ gi(At Hi(B)t ] vient :

i nAt i 2At i At
) =~ e_ﬁ'f(n—n.AtH(u)'du ...e_ﬁ'fAf H(u).du-e—ﬁ.fo H(u).dulwo)

Ceci est un résultat trés important car il prouve qu’on peut avoir une approximation
de la solution en considérant que sur chaque intervalle, si At est suffisamment petit,
ona:

_LaeH
[Werae) = e RAHO )
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1.6.2  Principes de I’algorithme adiabatique

Dans le cas d’un algorithme itératif, a 1’itération k, cela donne le calcul suivant :

—LAtHA
[icer) = e TREHIAD gy, )
Et on peut définir 1'état initial par
o) = [p)®" = | +)&"

Il s’agit ensuite de considérer des Hamiltoniens particuliers (Farhi et al., 2000)
(Farhi et al., 2002) et (Farhi et al., 2014) de la forme :

H(t) =t.Hp + (1 —1t).Hp

Ces Hamiltoniens permettent de passer de Hp 1'Hamiltonien initial a 'Hamiltonien
Hp qi correspond a I'Hamiltonien du probléme a résoudre.

Dans le cas particulier de I’optimisation adiabatique, il suffit de choisir :
H(t) = s(t).Hp + [1 —s(t)]. Hp

avec s(t) =1 —t. At et At = % ou n est le nombre de découpages de I’intégrale

utilisée pour faire I’approximation. On obtient ainsi un processus durant lequel le
poids relatif de Hp et Hp évolue lentement et passe de Hp a Hp progressivement.
Ceci est représenté sur la Figure 1-2.

o t0O0LHp ,—i099Hp — 3  .......... o—i:0.99.Hp ,—i.0.0LHp
e—i-Hp o—i-Hp
o) = H®".|0)*" )

Figure 1-2. Visualisation d’un Hamiltonien adiabatique

L'utilisation d'une méthode adiabatique aboutit a la des circuits de grande taille a
cause de la nécessité de définir At petit afin que l'approximation de l'intégrale soit
de bonne qualité. Pour contourner cette limitation plusieurs méthodes ont été
développées et la plus connue est certainement la méthode QAOA. L'idée est
simple : il s'agit de considérer que chaque état se définit par des angles dans la sphére
de Bloch. Comme les exponentielles utilisées donnent des circuits composés de
rotations, il s'agit simplement de paramétrer ces rotations.
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Ainsi on définit H = Hp(f) + Hp(y) qui dépend des angles § et y.

Pour obtenir une précision suffisante, on peut alterner plusieurs fois Hp/Hp ce qui
est défini par le paramétre p appelé "profondeur”.

e~ tHp(vp) g—iHP(Bp) g—iHp(Vp-1) o=iHp(Bp-1) _ g—iHp(y1) o—iHp(B1)

A chaque choix d'angle on peut associer un colt moyen (s|e‘i'HP(B'V)|s) et
rechercher, en faisant varier les angles la solution associée au colit moyen minimal.
Une méthode de minimisation telle que Cobyla peut parcourir ’ensemble des

Hamiltoniens et rechercher les angles E),F qui définissent 1’Hamiltonien de cofit
minimal.

Pour que cet algorithme soit efficace en pratique, d’une part il doit nécessiter un
nombre raisonnable de tirages pour évaluer la moyenne et, d’autre part, il faut que la
distribution de probabilité, au cours des itérations, s’agrége autour des "bonnes
solutions".

1.7 Conclusion

Ce chapitre est une introduction aux notions fondamentales utiles en quantique et
qui sont utilisées par la suite.
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CHAPITRE 2

Algorithme d'Estimation
de la Phase (QPE)

Objectifs : 1'algorithme d'estimation de la phase (en anglais QPE pour Quantum
Phase Estimation) a été proposé¢ en 1995 par Alexei Kitaev. Son objectif est
d'associer a un vecteur propre d’un opérateur unitaire, sa valeur propre qui peut étre
lue a la sortie du circuit sous la forme d'une phase. Dans sa forme originale, le circuit
nécessite de connaitre un vecteur propre d'une part et d'autre part d'étre capable
d'exprimer l'opérateur unitaire. Le principe de cet algorithme est illustré sur un TSP
(Traveling Salesman Problem) de 4 sommets dans le chapitre 3.

2.1 Quantum Phase Estimation (QPE) : présentation
2.1.1 Définition

On considére le circuit de la Figure 2-1 avec p qubits utilisés pour représenter la
phase et n qubits pour représenter un vecteur propre. Ce circuit a été proposé pour
la premiére fois en 1995 par Kitaev (Kitaev, 1995).

|0>_E!
|0>_@ —@ Transformée de
S S RS Fourier Inverse
0—{2}
— 77
U U? v’
n | //
E— 77

Figure 2-1. Circuit pour QPE

L'objectif de 'algorithme est, connaissant un vecteur propre de I’opérateur U, de lui
associer la valeur propre correspondante. Cet algorithme ne s'applique qu’a un
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opérateur U unitaire (i.e. U.UT = Id). On note u la valeur propre associée a un
vecteur propre [i).

Remarque

(x|p.p*lx) = (x|U. UT|x) = (x|x)
Donc |u| =1
11 est donc possible d'écrire que u = e?™+% ou 6 € [0; 1].

On suppose alors que 8 = Y0_, 6, .27 avec 6, € {0; 1}.

Dans le cas particulier ou I’on s'intéresse seulement a 2 qubits le circuit se simplifie
et la transformée de Fourier se réduit a une porte de Hadamard (Kitaev, 1995) comme
le montre la Figure 2-2.

0) H T H+ /X
U

%)

Figure 2-2. Circuit pour QPE avec 1 qubit pour la valeur propre et un
qubit pour le vecteur propre |Y)

2.1.2  Un seul qubit de controle

En supposant que l'opérateur U est unitaire, on suppose donc les N valeurs propres
de U peuvent toutes s'écrire comme :

H’N — eZTL’.i.GN

Ainsi dans la base des vecteurs propres de U, en notant [i,) le vecteur propre
numéro k, nous avons :

N
U= e i)Wl
k=1

Donc dans la base des vecteurs propres :
U. 1) = wie- 1)
U.lh) = 2™k i)
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De maniére générique on écrit :

U.1p) = e*™0. |yh)
Avec 8 € [0; 1]

Supposons alors que 6 = le avecy € {0;1;2;...;2P71}

Analysons le circuit de la Figure 2-2.

Etape 0.

L'état initial est, dans le cas particulier de deux qubits :

1
o) = \/—E(IO) +11) ® [¥)

1
o) = \/—E(IO) 1Y) +11) & )

Etape 1. Elle consiste a appliquer le CU

1
1) = E(IO) QY +11)QU. 1Y)

Si |1p) est un vecteur propre de U alors : U. [ip) = e2™0 1))

donc

1) = —=(10) ® [y) + [1) ® e*™9. [1h))

-
1) = E(IO) +e?™0 1) ® )

Etape 2. 11 s'agit d'appliquer H au premier qubit.

l12) _TH (10) +e*0.11)) ® )

l,) = I(H 10) + e2™46 . H.|1)) ® |))

1
H'|0>:ﬁ'(|0>+|1>)

35
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1

H.|1)=\/z

(10) = 11))

Donc

_i i 2m.i.6 i —
V) = 7= (- (10 + 1) + €279 . 10) = 1) ® 1)

192) =5 (10 + 1)) +e249.(10) — 1)) ® 19))

1 21.0.0 1— 21m.i.0
|¢z>=( oy — |1>>®|¢>

Etape 3. Réalisation d'une mesure

En realisant la mesure sur le qubit 1, nous pouvons calculer Py, la probabilite
d'obtenir |0) et P,y la probabilité d'obtenir |1).

2

|1 + cos2m.0 + i.sin2m. 0

2
_ |1 + cos2m. 0 + sin 2m. 6
= 5 5 i
P = (1 + cos 2n.9>2 (sin 21. 9)2

0= 2 2
1+ 2.cos2m.0 + cos?2m.0 sin®2m. 0

+
4 4

2+ 2.cos2nm.86 1+ cos2m.0

0y = 4 T2

Et par conséquent

2

Pioy =

= cos?m.0

1— eZn’.i.G 2 -
Py = — = sin“m. 0

L'évolution de ces deux probabilités est donnée sur la Figure 2-3.
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LK
Py,

0 >

P EF D DO B DA DD O D DO R DPDLDE QA ADADD P O P P P
PO DA DR DD PR PP DPE PRI S0 AP AR I R
o7 0" o 07 07 07 07 0 o oo’ o’ 07 o o o7 o7 o 070" 0 0 O O o7 O O o’ o o

Figure 2-3. Evolution des deux probabilités en fonction de 6

2.1.3 Application de deux fois U et un seul qubit de contréle

11 est possible d'analyser ce que représente l'application successive de deux portes U
ce qui correspondrait au schéma de la Figure 2-4.

0) H H—/X}

%) UHU
Figure 2-4. Circuit pour QPE et 2 fois la porte U et avec 2 qubits et un vecteur
propre |1))
Etape 0.
L'état initial est dans le cas particulier de deux qubits :
1
o) =—=(10) + 1) ® |p)
lrl}O \/7 1/)
o) === (10) @ 1) + [1) ® )
)
Etape 1. Elle consiste a appliquer le premier CU

L
V2

Si |) est un vecteur propre de U alors : U. [{p) = e?™40 |1))

1) =—={0) ® [¥) + [1) @ U.[¥))

donc



