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Prologo

Para cualquier lector atento toda aventura comienza por un prologo.
Es el primer escalén de un paseo por lo desconocido, el temblor inicial del
festin prometido de la aventura. Porque un libro es siempre una aventura
de indole muy diversa (intelectual, académica, laboral, sentimental, ociosa,
divertida...).

El prélogo es una llave. Es un imén: te atrae y te desafia. Te adelanta
algo del libro que tienes en las manos y te descubre un mundo de relaciones
ajenas pero, al tiempo, complementarias entre el autor y su prologuista,
entre el libro y su entorno. El prélogo ilumina, sitia, complementa la obra
en un universo de constelaciones que de otra forma no lograriamos alcanzar
a menos que tuviéramos acceso a un conocimiento que la mayorfa de las
veces se Nos escapa por ajeno y lejano.

;, Cudntas veces, leyendo un prélogo, nos hemos preguntado qué dirfamos
nosotros si el destino nos pusiera delante ese encargo comprometido? ;Qué
hubiéramos dicho de ese libro que tanto nos ha gustado y que hemos leido
con deleite y asombro? ;Y de su autor?

Aqui estoy yo con la ardua tarea de prologar el presente libro de matemati
cas. Mi especialidad es otra, la lengua. ;Qué relacién hay entre la lengua y
las matemédticas? Y, més aun, ;cudl entre las matemadticas y la vida? Por
definicién, o mds bien por consenso social las matemédticas se asocian tau-
tolégicamente a la exactitud: en el imaginario colectivo tiene demasiada
fuerza la aritmética como disciplina originaria. Pero qué decir del caos, de
la arbitrariedad y el azar, que también se nos presentan en lo diario como
evidentes y que, sin embargo, oponen alguna resistencia a la formalizacién y
el analisis. A pesar de las dificultades de aprehensién y definicién mateméti-
cas, esos conceptos son algo mds que virtualidad, son un desafio. La vida
juega revoltosamente y nos ofrece ejemplos magnificos.

Voy a ofrecer uno aunque, seguramente, este prélogo no vaya a suponer
una clave en términos estrictamente académicos, pero si en aspectos biogra-
ficos y sentimentales que relacionan al autor y al prologuista.

Mi pasién han sido siempre las matemaéticas. Me tengo por un hombre
apasionado, tal vez vehemente, al hablar, al expresar mis gustos o deseos,
al defender mis posturas o argumentar mis convicciones. Mi entusiasmo era
grande, si no desmesurado. Admiracién primordial, emocional, casi mégica
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Vi Prélogo

por el dominio de los entresijos iniciales del edificio matematico (algo asf
como haber visto la entrada). Asombro proveniente no de lo conocido (un
grano de arena) sino de lo intuido, de la inmensidad adivinada, del vasto
horizonte al que era posible dirigirse.

Esta admiracién de que hablo era palpable en mi casa: el hijo mayor iba a
estudiar matemadticas, Ciencias Exactas que se decia entonces. Irradidndose
como una fuerza invisible y desconocida la pasién matemd&tica pasé a mi
hermano Juanma (fui testigo de este hecho) pero no se detuvo ahi y pasé al
hermano pequeno que dotado de una tremenda fuerza de voluntad, afronté
el reto, concluyé sus estudios y, desde entonces, se dedica a la ensenanza,
ademds de atacar la tarea de escribir libros en sus ratos (escasos) libres.
Siempre habia sabido, quizads por la cercania de edad, de esta atraccién y
entusiasmo en el primero. En cambio la decisién de Antonio Cipriano de
dedicarse a la ciencia de los nimeros fue toda una sorpresa y una ilusionada
esperanza. Al fin y al cabo los hermanos mayores se ven un poco realizados
(un poco a la manera de los padres) en los mds pequerios.

Son las sorpresas que la vida y el azar nos tienen reservados: destinos
distintos a los pronosticados, que no tenfamos previstos.

Los escalones de las generaciones siguieron su terco ritmo, el prestigio
de las mateméticas iniciado por el primer hermano, fue mantenido vivo por
el tercero. Asf llegé (debi6 llegar, o acaso deseo que asi fuera) al hermano
pequeno (el quinto) que no es otro que el autor de la obra que el lector tiene
en sus manos. Y a mi no deja de parecerme curioso, fortuito, que una pasién
y un deseo hayan saltado, jaleatoriamente?, de una voluntad a otra. Parece
lo que no es: una casualidad.

No lo es. Si he empezado aludiendo al orden incierto que rige el azar,
creyendo que era este el que habia llevado a Antonio por el camino de la
matemadtica, ahora observo con pasmo que los tres aludidos somos los her-
manos 1, 3, 5. Un inicio de sucesién curioso del que podemos decir que sigue
un orden regular pero se que se ha producido de manera inesperada (azarosa
o aleatoria).

Lo dicho hasta aqui no tiene otro objeto que dejar constancia de la
intensa admiracién y el inmenso respeto que siento por mi hermano, autor
de este volumen. Por ello es por lo que me enorgullece mostrarme como
remotamente atanido por su trabajo y su éxito. Por ello aventuro un origen
casi mitico e incierto para lo que vino después que no es otra cosa que
el estudio constante y tenaz, la ilusién viva y la confianza reinventada dia
tras dia, para llegar a ser un excelente profesor de matemadticas y un autor
préctico, sencillo y coherente de manuales para estudiantes y amantes de
esta disciplina o de profesionales que con ella se relacionan.

Asi pues, no crea el lector que tiene en sus manos una obra del azar.
Nada m4s lejos de la verdad. Este libro es fruto del trabajo decidido, de
la reflexién oportuna y del tesén sin fatiga sobre todo del tesén. Del bien
hacer, el esfuerzo continuo y silencioso, de la meticulosidad y la coherencia.
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Aventurese el lector, el profesional o el curioso y no quedaran defrauda-
dos.

Vayamos ahora a la introduccién del contenido. Hagamos una sintesis
sucinta.

En la teorfa elemental de niimeros, se estudian los nimeros enteros sin
emplear técnicas procedentes de otros campos de las matematicas. A dicha
teoria pertenecen, ente otras, las cuestiones de divisibilidad, el m&aximo
comtin divisor, la factorizacién de los enteros como producto de niimeros pri-
mos y, relacionado con todo lo anterior, la bisqueda de los niimeros perfectos
(nimero natural que es igual a la suma de sus divisores propios positivos
sin incluirse él mismo) y las congruencias (que se dan cuando dos nimeros
enteros a y b tienen el mismo resto al dividirlos por un nimero natural m,
llamado «maédulo» ).

De lo anterior constituyen enunciados tipicos el pequeno teorema de
Fermat y el teorema de Euler que lo extiende, el teorema chino del resto
v la ley de reciprocidad cuadrética. En esta rama de la teorfa de nidmeros
se investigan también las propiedades de las funciones multiplicativas, como
la funcién de Mobius y la funcién ¢ de Euler; asf como las sucesiones de
nimeros enteros, tales como los factoriales y los nimeros de Fibonacci.

Me propongo realizar un periplo por los elementos bésicos que consti-
tuyen dicha teorfa. Este itinerario vendra determinado (con el limite superior
de mi dominio de la materia) por mi experiencia personal marcada por per-
cepciones y sentimientos subjetivos que no pueden dejar de relacionarse con
el autor. Habrd igualmente algunas pinceladas sobre la evolucién de la teoria
de niimeros a lo largo de la historia.

El presente texto, que hace una apuesta seria y sistemética sobre dicha
teorfa va dirigido a estudiantes, amantes de los ntimeros, de las mateméticas,
y publico en general, supone un paso més en la estructuracién metodol6g-
ica de dicho conocimiento y refleja a su autor como profesional trabajador
metdédico, riguroso y sélido.

En el estudio de las matemdticas uno no puede dejar de recordar los
primero pasos, el acercamiento a los rudimentos de la adicién y de la multi-
plicacién (la famosa tabla de multiplicar) en definitiva un mundo que rép-
idamente se volvia complejo con relaciones en muchos casos pertenecientes
al campo del dlgebra, o de la propia teorfa de niimeros que marcaban un
distingo en la percepcion de la capacidad, o no, para el aprendizaje de dicho
conocimiento: jA este nino se le dan bien las matemaéticas! O su vertiente
negativa, menos agradable. Eran las expresiones m&s comunes cuando tan
sélo se habfa iniciado el camino para pasear por la playa, antes de siquiera
tocar el agua del profundo océano del conocimiento matematico.

Eran partes de la matemadtica que quizds por acercarse a actividades de
la vida cotidiana y por ser accesibles a un mayor porcentaje de la poblacién
podian ser entendidas y valoradas como un test de aptitud incuestionable.
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Y ello es histérico. Fueron los matemédticos hindies los que se interesaron
por encontrar soluciones enteras a las ecuaciones diofdnticas (se denomina
asi a cualquier ecuacién algebraica, generalmente de varias variables, que
se plantea sobre el conjunto de los nimeros enteros Z o de los nimeros
naturales N) desde la época de los Vedés.

Precisamente, el segundo de los conjuntos, el de los niimeros naturales
N constituye el primer acercamiento del nino a las matematicas. Aprende
a contar y comprende rdpidamente la cadencia decenal que puede repetir
hasta el infinito. Tal vez para su mente el infinito son mil, pero es el primer
acercamiento al sentimiento de infinitud.

No es tan trivial, sin embargo, el conjunto de los nimeros enteros Z. La
sustraccion seria la tercera operacién, la que nos acerca a ese ambito. En
el desafortunado caso de que el minuendo sea menor que el sustraendo el
aprendiz se encuentra con un problema. Eso de que existan nimeros nega-
tivos y que sean negativos pero con la misma dimensién que los positivos
nos acerca a un mundo més abstracto. Por analogia, ha de existir un infini-
to también en esa direccién. jSerd el mismo infinito que el anterior? ;Serd
distinto? Nuevamente la historia nos dice que los matemdticos de la época
jainia fueron los primeros en descartar la idea de que todos los infinitos
son los mismos o iguales. Llegaron a reconocer hasta cinco tipos de infini-
tos distintos: infinito en una o dos direcciones (unidimensionales), infinito
en superficies (bidimensional), infinito en todas partes (tridimensional) y
perpetuamente infinito (en un numero infinito de dimensiones). Pero salvo
en lo relativo a los unidimensionales, los otros ya son palabras mayores. La
adquisicién del conocimiento no es ahora directa en funcién de las aptitudes
del nino sino que necesita el apoyo sistemédtico del estudio.

Continuando con la teoria de niimeros y la historia, dicha disciplina fue
materia favorita entre los matemadticos griegos de Alejandria en Egipto a
partir del siglo IIT a.C. y llegaron a tener conciencia del concepto de ecuacién
diofdntica en algunos casos particulares.

Precisamente fue Diofanto el primer matema&tico helenistico que estudio
estas ecuaciones. Investigé un método para encontrar las soluciones enteras
de las ecuaciones lineales indeterminadas, ecuaciones en las que falta infor-
macién suficiente para producir un conjunto tnico de respuestas discretas.
La ecuacién x + y = 30 puede servir de ejemplo.

Para la solucién de este tipo de ecuaciones ha de haberse manejado con
anterioridad y soltura la ltima de las operaciones, la divisién, que es la
menos trivial y, sin embargo, la que se relaciona con el principio, con la
primera de las materias, la divisibilidad, mencionada en primer lugar al
inicio del prélogo.

Granada, marzo de 2009

José Santiago Zaragoza
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Continuando con el prélogo de mi hermano José, asi es como comienza
este libro: estudiando la relacién de divisibilidad, que es de vital importancia
en el estudio de la Teorfa de Ntumeros. En el primer capitulo se ven el
algoritmo de la division, el llamado Teorema Fundamental de la Aritmética
y el Algoritmo de Euclides para calcular el méximo comin divisor de varios
nimeros, asi como su expresién mediante una combinacion lineal entera.

La Teoria de la Divisibilidad nos abre la puerta para explorar muchos
problemas en Teoria de Nimeros, pero como el objetivo final del presente
trabajo es dar respuesta a la pregunta jes N un nimero primo?, se hace
necesario estudiar la Teorfa de Congruencias, que es un paso més en la Teorfa
de la Divisibilidad. Se estudian en este segundo capitulo las congruencias, y
algunos de sus resultados mas famosos e importantes, como son el Teorema
de Euler-Fermat y el Algoritmo Chino de los Restos.

El estudio de la Ley de Reciprocidad Cuadratica es la continuacién nat-
ural de las Congruencias, ya que para llegar a ella, hay que estudiar las
congruencias cuadraticas. Se introducen aqui el simbolo de Legendre y de
Jacobi, y se estudian sus propiedades. A partir de aqui el camino se diversifi-
ca, de forma que para llegar al objetivo, se pueden tomar varias rutas. Yo he
elegido una, que es la de, en el capftulo cuatro, hacer una breve parada, para
estudiar con cierto detalle el conjunto de las unidades del anillo de restos
médulo m, para posteriormente, en el capitulo cinco, estudiar los residuos
cuadraticos, los idempotentes y las raices cuadradas de la unidad en dicho
grupo (lo que constituyen sus elementos distinguidos).

Esta breve parada, que no ha sido tal, nos permite estudiar, en el capitulo
seis, la factorizacion de enteros en dos casos particulares, a saber: cuando
se conoce una raiz cuadrada de la unidad no trivial y cuando se conoce un
idempotente no trivial. Estos resultados serdn usados de forma amplia en
los capitulos que restan.

Los cuatro tltimos capitulos del libro estdn dedicados al estudio de los
tests de primalidad, comenzando por los tests deterministas (los que nos
dicen si un nimero es primo o no), para posteriormente analizar los tests
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basados en sucesiones recurrentes, que se aplican principalmente a nimeros
de forma especial, como lo son los de Mersenne.

El capitulo nueve describe algunos de los mejores tests de primalidad
de los denominados probabilistas o de composicién, ya que lo que permiten
asegurar es si un nimero dado es compuesto. Se estudian en él el Algoritmo
de Solovay-Strassen y, los de Miller y Rabin, que son los mejores tests de
este tipo de que disponemos.

En un principio el libro terminaba aqui, pero después me decidi a anadir
un décimo capitulo, en el que trato el Algoritmo AKS, que bien se podria
haber introducido en el capitulo de los tests deterministas, pero que por su
importancia tedrica, aunque todavia no practica, he decidido dejar para este
capitulo final.

No quisiera terminar este prologo sin agraderle a mi mujer Maria José
su apoyo y su fe ciega en mis posibilidades para llevar a cabo este proyecto.
Sin su ayuda, y sin su sacrificio, ya que me ha quitado mucho tiempo de
estar con ella, este libro no habrfa llegado a buen puerto. También quisiera
agradecer a mi hermano José el prélogo que me ha escrito, y que tanto me
emociona.

Valdepenas, abril de 2009

El Autor



A Cristina, "mi peque”



