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Vorwort

sIch behaupte aber, dass in jeder besonderen Naturlehre
nur so viel eigentliche Wissenschaft angetroffen werden kénne,
als darin Mathematik anzutreffen ist.”

Kant, Immanuel
Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft, Vorrede

Mathematik ist in unserer Welt besonders bedeutsam fir wissenschaftliche und technische Gestaltungen. Sie
bemuht sich um Gleichungen und deren Auflésbarkeit, um Zahlen und formale Mdglichkeiten und um geometri-
sche und dynamische Zusammenhange. Dies muss bezogen auf die jeweiligen Realitatsaspekte (Kérper,
Krafte, Bewegungen, Felder ...) geleistet (und interpretiert) werden. Die formalen Beschreibungsrealitaten und
die tatsachliche (physikalische, chemische, technische, soziale ...) Welt sind abzugleichen.

Mit diesem Buch werden Grundlagen und Vertiefungsaspekte dargestellt, die aus dem Bereich der mittleren
Ausbildungsjahre (Sekundarstufe 1) bis zu den ersten Studienjahren reichen.

Die Inhalte werden knapp dargelegt und sind auch fiir die modernen Berufsausbildungen und weitere Qualifizie-
rungen geeignet.

Dabei eignet sich das Buch auch fiir Seiten- und Quereinsteiger der beruflichen und dualen Ausbildungen bzw.
fur entsprechende Studiengéange.

Es werden Aufgaben, Losungshinweise, Musterldsungen und erganzende Informationen vorgestellt, die selbst-
standige Lern- und Arbeitsprozesse unterstiitzen. Hierbei werden auch weiterfiihrende und ibergreifende As-
pekte thematisiert.

Hinweise, die zur Verbesserung beitragen, nehmen Autor und Verlag jederzeit gerne auf.
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Zufallslisten kdnnen auch unter Verwendung von Telefonblichern und
ahnlichen Verzeichnissen von Nummern erstellt werden. So werden nach
definierten Kriterien Nummern bzw. deren Anteile auf den einzelnen Seiten

Listen von Zufallsziffern wurden unter Beachtung von sinnvollen
Verteilungen zusammengestellt. Sie stehen fir viele Alltagsaufgaben -
auch auf Schiffen und U-Booten — als einfaches Hilfsmittel zur Verfligung.

Zeilen-Nr.:

Zeichen, Symbole, Guillemets ... (WIN-System: <ALT> (+) Nr. - S. - Symbol/Zeichen)
(Aufruf unter win mit: Taste (Windows) + R — Menu charmap aktivieren)

8 b T
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Alpha A, a T Epsion Ee | loa L CUUNG Ny T Rho Pp UUPhi @0
Beta B, B | Zeta Z,¢ . Kappa K, «x X =€ i\ Sigma X,c . Chi X, %
Gamma T,y E Eta H,n E Lambda A, A E Omicron O, o E Tau T, T E Psi Y, ¢
Delta A, 8 H | | i Upsilon Y, v |

SI-Préafixe (Festlegu

E Benennung E IEC: International Electrotechnical Commission

Y L (1038 = 10% ! Quadriion ~ :Symbol Name . GroRe
oz Zetta 1 (10%7=107" | | Tiiliarde IOKio1 kibi o 20=1024'=1.024
B BExa b ( 1099 =10% Trilion IUMi L mebi . 2%=10242=1048576
P U Peta 1 (10%=10" 1 Biliarde @ Gi 1 gbi 1 2%=10247=10 73741824
T Tera 1 (10%F=10" 1 E n [ i 099511.627.776
e 10° 1 Miliarde [P pebi 1 2%=1024°=1125.899.906.842.624
M0 Mega : (10°2=10° i Milion 1 Z 1 exbi :  20=10245=1.152921504.606.846.976
k1 Ko 1 o(0di=100 1 Tausend I Zi T zebi :  29=10247=1.180.591.620.717.411.303.424
" h | Hekto: 102 ! Hundert @ Yi 1 yobi i 2%0=1024°=1.208.925819.614.629.174.706.176

Lo 1 Byte = 8 bit (1 Byte entspricht einem Oktett)

' o B: Byte

: e b: bit

» @ [(@i)] = [- log2(p(ai)] = [- ld(p(ai))] = bit

* [[@)] = [- loge(p(ai))] = [- In(p(ai))] = nat
v cl@)=[log(p(@))] = [lg(pa)) = Hartley

Umrechnungen

11 Ki=1024
1 Mi= 1048576
1 1k=1024; 1 M = 1000000

 Symbol » Erlauterung / Hinweis
""""" = gleich T T T Element von; ist Elementvon T
* | nicht gleich; ungleich ' -3 1 kein Element von; ist nicht Element von
= E gleich gemaR Definiton E {1 E Menge
~ "in etwa i {Elg=..} i Menge aller x, fiir die gilt
~ 1 gleich bzw. fast; nahezu gleich; ungefahr H 1%} ! leere Menge
= ; e:észrrlt?gzal U E < 1 ist Teilmenge von
____________________ L_p__‘_)____________________________________: < | ist nicht Teilmenge von
< ' kle"iner als ! = ' Teilmenge bzw. unechte Teilmenge von
e ; groBell' als E N » Durchschnitt; geschnitten mit
>> | sehr v!el grql&er . Y 1 Vereinigung; vereinigt mit
<< « sehr viel kleiner ! |
[N . i + ohne
> ' kleiner als oder gleich ' / v
< ' gréRer als oder gleich ' 1 Differenzmenge
---------- e e A 1 und; Element von a und von b
+ 1 und, plus ' '
' . " ' v 1 oder; Element von a oder von b
- 1 weniger, minus e el L T ..
. ' mal, multipliziert E - E d"araus folgt; aus ... folgt; folglich ist
/ ! geteilt durch, dividiert : v : fur alle
e 1 1 t rt
! | Fakultatszeichen H 3 H ’e\ls ex;.s ert genau
(2.B:31=1.2.3=6) e S skt
% ' Prozentzeichen ! ) ! Summe
© + Unendlich E ' ; Ableitung
N; No ' Aleph; Aleph-Null ' 0 : Differenzial
' ' | ' Integral

lim (1 + % + § +...+ % - In(n + 1)) =0,5772 15664 90153 28606 06512 00082 40243 10421 59335 93992 ... = C (Eulersche Konstante)

r
Binomische Reihe: (1 +x) = Y% _¢ (n) ~x™re|N

ry_r mr _r -1 mr\_r-(r-1 (r-2)
(1)_1’(2)_ 1-2 ’(3)_ 1-2-3 s erelR

. 1 E E . 1 .
oo k=20 Z@0 =) | Dieox" = o <
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Grundbegriffe der Mathematik

n = 2: log dualis
n = e: log naturalis
n = 10: log dekadischer

i lognb = logmb/logmn
logab"™ = (1/n) - logab Er Logarithmus einer Wurzelfunktion E

"""""""""""""" Rechengesetze =~ ' Elementare Beziehungen
""""""" Kommutativgesetz} a+b=b+aa-b=b-a | A=Al Reflexvitat

Assoziativgesetz, a+ (b+c)=(a+b)+c 1 A=B-—>B=A: Symmetrie

ia-(b~c)=(a-b)~c i A=B/\B=X4)A=Xi Transitivitat

Distributivgesetzi a-(b+c)=a-b+a-c E E
‘Mengenlehre
A=AACA Offenes Intervall: Ja, b= {x| x < R, a<x<b}

A = B: A und B sind gleich und besitzen die gleichen Elemente

Abgeschlossenen Intervall: [a, b] = {x| x € IR, a< x< b}

A={n|neN,n2<200}>n={0,1,23,4,5,6,7,8,9,"0, 11,12, 13 14} | Halboffenes Intervall: [a, b[ = {x| x € |R, a < x < b}

Leere Menge A={}=J; I c A ' Halboffenes Intervall: Ja, b] = {x| x € |R, a<x < b}

AcBundBcC—>AcC 1 Unendliches Intervall (rechts): ]a, «] = {x| x € |R, a < x}
AcBudBCASA=B o ........_.___iUnendiichesntervall (links):]-0.a] = {x|x<[Rx<at

Operationen ...

Zuordnungsvorschrift: a |- f(a) E Operation: a(b +c)=ab+ac  Summenzeichen: )L a;=ai+ ... +am E Produktzeichen: [[7'. ;a; =ai- ... - am

Polynomfunktion: f(x) = ¥ ja; -x! =ac+ar-x+az-x2+ ... +anx™ | Zeilenvektor: x = (x1, ... , Xn) € K" %1
"""""""""""""""""""""" 1ognt1 T L aekop s Sl N o cKn

Summe e. geometrischen Reihe: Y0 _,q" = quq; nelN;g=1 Teleskop-Z: Y27 (3i+1 — aj) = am—ar .

1 Xﬂ

Monom: my: x |-> x;v=0,1,2, ...
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Impressionen / Anregungen / Impulse

1000

———__ | Temperaturverlauf im SiiRwasser-Teich im
— Sommer und Winter
oo i__Sommer__ _Winter
, ,oberhalb..y  8C . 0C
i 4 LTCIITIITC T
Ly LEelEe
; | I R i S
‘ Boden | 4°C . 4C
| Links: Wasser-Eis: Temperatur zur Dichte
==l i Dichte-Anomalie bei 4°C (genahert)
\'\‘*2’\ ' gestrichelte Linie: Trendlinie
E Rechts: Bessel-Funktion: Zylinderfunktion
x2=2% Funktionsgraph im R® exp(x) - x®®(M = gx - x&
1 |
2
lll 5 0O DIS lI ‘5—
,27
-4l
,5_
'E_
’ Nl;lllstelleﬁ: R 07,77667;42, Suche nach Extrema ... Nullstelle: 1,411

Fotos © Rathgeber, Carsten
Die Wissenschaft beschreibt mit Modellen die Realitat. Der Kern der Modelle wird mathematisch formuliert. Die Beziehung der Modelle zur Welt ist selbst
klarungsbedirftig. (Siehe zum Beispiel Adorno (1982), S. 209-400 (,Dritter Teil: Modelle*).) In zunehmender Art werden in Wissenschaft und Technik
stochastische Beschreibungen eingesetzt. Dies gilt besonders fiir die Physik (Quantenphdnomene), die Biologie (Evolution, Mutation, Selektion, ...) und die
Nachrichten- und Informationstechnik (Information als Ausdruck von Entropiebetrachtungen (— Shannon)). Weiterhin zeigt sich, dass vielféltige Realitats-
aspekte durch Methoden der Kl aufgeklart werden kénnen. Auch bleibt die Rickfrage zur ,Kausalitat* und zum ,Wesensgehalt* der Daten erhalten.

Nachweis mittels vollstédndiger Induktion fiir:
B=1F, = Fn—2 (fir n > 1); Fn: Fermat-Zahlen
Fn=22"+1; Fo=3; F1=5; F2 = 17; F3 = 257; F4 = 65537; ...

65537 — 2 = 65535

3-5-17.257 = 65535

(Hinweis: Bisher sind nur die Fermat-Zahlen 3, 5, 17, 257, 65537 als Primzahlen bekannt.)
Nachweis: Induktionsanfang: z. B. n = 1 — ist erfiillt
Induktionsvoraussetzung: [13 =1 F = Fq - 2 fir n > 1 — ist gegeben
Induktionsschluss: Schluss von n auf n + 1: [[§ Fx = Fn+1) -2
I3 Fic = (T1§ 7" Fic) - Fa = (Fn-2) - 22"+ 1) = (2274 1) - 2) - 22"+ 1) = (22"~ 1) - 2"+ 1) =

= (220 22"+ 22" — 22" L )= (22" - )= (22" +1-2) = Fen)-2

» Traktrix”

:rr' Kreiszahl, auch Archimedes-Konstant bzw. auch Ludolphsche Zahhl

: 34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502 84102 70193
E 85211 05559 64462 29489 54930 38196 44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091 45648
i 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273 72458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540

91715 36436 78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094 33057 27036 57595 91953 09218
61173 81932 61179 31051 18548 07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912 .

| w 1 _ 11
i 2k:016" (8k+1 rrrwinlerre-tale ey
‘ — BBP-Formel (BBP: Bailey; Borwein; Plouffe)

355/113 = 3,1415926 ... = = + 0,00000026 ... = 3 + P

Koch-Kurve (Fraktal)
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(nach Peano: eine axiomatische Begriindung)
1. Null ist eine Zahl.
2. Der Nachfolger irgendeiner Zahl eine Zahl.
3. Es gibt nicht zwei Zahlen mit demselben Nachfolger.
4. Null ist nicht der Nachfolger irgendeiner Zahl.
5. Jede Eigenschaft der Null, die auch der Nachfolger jeder
Zahl mit dieser Eigenschaft besitzt, kommt allen Zahlen zu.
Gemal der axiomatische Begriindung der natlrlichen Zahlen zahlt das
Prinzip der vollstandigen Induktion zu den Axiomen.

e N: Menge der naturlichen Zahlen
IN=N={0;1;2;3;4;5; ...}

o In der DIN 5473 (92-07) aus dem Jahr 1992 wurde festgelegt,
dass auch die Null zur Menge |N gehort.

e |Z: Menge der ganzen Zahlen |Z=2Z2={0;+1;+2;£3;+t4; ..}

¢ |Q: Menge der rationalen Zahlen
[Q=Q={p/a|pelZq eN\{0}}

¢ |R: Menge reelle Zahlen; |R =R

¢ |C: Menge der komplexen Zahlen: |C = C
zeCmitz=x+i-y;xeR;yeRundi?=-1

’ "

» Die Elemente der Primzahlmenge (|P) sind natirliche Zahlen.
e Mengenbeziehungen: [Pc|Nc|Zc|Qc|Rc|C

IC
IR Q

1. Rationale Zahl — algebraische Zahl

2. Irrationale Zahl — algebraische bzw. transzendente Zahl
Irrationale Zahlen: Keine Periodik in der Dezimalbruchentwicklung:
unendliche Kettenbruchentwicklung

Algebraische Zahl: Lésung fir Z?: 0Ci - xt=0
V2 ist irrational; = und e sind transzendental;

Menge der algebraische Zahlen ist abzahlbar.
Menge der reellen Zahlen ist nichtabzahlbar.

Machtigkeit der Menge der rationalen Zahlen gleich No (Aleph-Null).
Méchtigkeit der reellen Zahlen (|R) gleich &= 2%0.

Es gilt gemaR Cichon-Diagramm: No < X1 < add(L) < cov(L) < non(B) <
cof(B) < non(L) < cof(L) < ¢ = 2%,

o Kartesische Form: firz e |C gilt: z=x+i-y
mitx e R,y e Rundi2=-1,alsov=1=+ i
z - komplexe Zahl
x - Realteil von z: x = Re{z}; y — Imaginarteil von z: y = Im{z}

e 7 - konjugiert komplexe Zahl zu z
Z=X—i-yzuz=x+i-y

z=

o Betrag (,Lénge*) von z: | z | = (x? + y?)*°
|z| = r: Abstand vom Nullpunkt

e Trigonometrische Form:

z=r-(cos(p) +i-sin(e)) =r-exp(i- )

¢ = arg(z); |z| = Va? + b? =r; cos(¢) = alr; sin(e) = b/r
o Eulersche Formel: exp(ip) = cos(o) + i - sin()

Die einzelnen Zahlziffern werden addiert.
Die Summe der Ziffern ist die Quersumme.

e ateiltb:a|b (Somitgilt: a-x=bmita, b, x € |2)
e ateilt nichtb:a|/ b

2.albundaljc—al(b+c)
4.a|bi,...albnoal(b1+...+bn)

o Teilbarkeit einer Zahl a durch eine Zahl b ist dann gegeben,
wenn die Zahl a ohne Rest durch die Zahl b teilbar ist.
e b | a: aist teilbar durch b. b ist der Teiler von a.

o d ist gemeinsamer Teiler von a und b, wenn gilt: d [aund d | b
e ggT(a, b) =1 — aund b sind teilerfremd

:P eacl|Z;be|Z;a#0;b=0

E e kgV(a,b) ist das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b
i e kgv(m-a, m-b)=m-kgv(a, b)

! «ggT und kgV: ggT(|al,|b)-kgV(a, b)=|a|-|b|

i 1.99T(a, b) = ggT(b, a) 2.9gT(a, b) = ggT(- a, b)
» 3.99T(a, b)=ggT(a-b,b)  4.d=ggT(a, b) > ggT(a/d, b/d) =1
E 5.9gT(a, b) - ggT(a mod b, b)

Die Quersumme der Zahl muss durch 3 teilbar sein.

9234 — 18 — 9: teilbar durch 3

Die Zahl aus den beiden kleinsten Zahlstellen (10"
und 10°) muss durch 4 teilbar sein.

38924 — 24 ist durch 4 teilbar: 38924 ist teilbar.

Die Quersumme muss durch 3 teilbar sein. Und die
Zahl muss gerade sein.

379752 — Quersumme: 33 — ist durch 3 teilbar; da
die Zahl gerade ist, ist sie durch 6 teilbar.

Wenn das Doppelte der letzten Ziffer einer Zahl, sub-
trahiert vom Rest der Zahl, einen durch 7 teilbaren
Wert ergibt, dann ist die urspriingliche Zahl durch 7
teilbar. Diese Prozedur kann wiederholt zur Anwen-
dung gebracht werden.

—9240 >924-0=924 »>92-8=84;84=7-12

Weiterhin gilt: Die Summe der alternierenden 3er-
Blocke muss durch 7 teilbar sein.

9240 — 009 — 240 =-231; -231=-33 -7

E Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus ihren letz-
' ten 3 Ziffern gebildete Zahl durch 8 teilbar ist.

123456 — 456 ist durch 8 teilbar.

i Eingabe:aund b (a € |N; b e |N)

' (1)x=aundy=b

. (2)y =0, dann ist das Ergebnis: ggT(a, b) = x

i (3) y # 0, dann sei

\ r=xmod y; x =y; y = r; Rlickkehr zur Position (2).
: [— Basis fur die Bestimmung von Kettenbriichen.]

i ae|Zbe|Zax0;b=0;ggT(a,b)=s-a+t-b

Seite 11 - © Rathgeber, Carsten, 2026, BoD



Zahlen

« Definition: Eine ganze Zahl, die nur durch sich selbst und durch i
eins ohne Rest teilbar ist, ist eine Primzahl (p). i als Nicht-Primzahlen erkannt werden kénnen. Von Bedeutung
|P: Menge der Primzahlen; p € |P i sind nur Zahlen mit ungeraden Endungen.

1 ¢ Auch sind Zahlen mit den Endungen 0, 2, 4, 5, 6, 8 keine

i Primzahl. Dabei sind 2 und 5 aber prim.

 Vielfache von Primzahlen —wie n - 3 (3; 6; 9; 12; ...) oder

o Alle natlrlichen Zahlen besitzen eine eindeutige Primfaktorzerlegung:
n =T, cpp"7®™P), wobei VT angibt, wie oft p Teiler von n ist.
©Z. B.:72=2%.3% .3,74=2.37,;78=2-3 - 13
2.3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67 UE 13 (= 13; 26; 39; 52; 65; ...) sind ebenfalls nicht prim.
71, 73,79, 83, 89, 97,101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 139, 149 ' Sieb des Eratosthenes
151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223
227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283
293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373
379, 383, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457
461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547
557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619
631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709
719,727,733, 739, 743, 751, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821
823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911
919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997, 1009

Idee: Alle Primzahlen und echten Vielfachen der Primzahlen wer-
den gestrichen. Es bleiben die unbekannten Primzahlen erhalten.
Algorithmus (Sein € |[N):
1.P={2;3;...;n}
i =1 (piist das i-te Element von P}
2. pi existiert nicht. Oder aber pi > n°%: gehe zu Pos (4.)
3. Entferne alle Vielfache von pi aus P.
(Entferne: k - piaus P; k e INund 2 <k <n/ pi.
Setze:i=i+1.-Gehe zu 2.
4. Ausgabe von P und Abschluss.

n e |Z. p ist eine Primzahl. Es sei: p | n. Dann ist p ein Primteiler von n. | e p: Primzahl

1o (p, p + 2)ist ein Primzahlzwilling, wenn p + 2 auch prim ist.
————————————————————————————————————————————————————————————————— e (p, p+2,p+4)ist ein Primzahldrilling, p + 2 und p + 4 auch
! Primzahlen sind.

[ | | [
A _Prim-Potenz | L 4an | Prim-Potenz | < gibt mit (3, 5, 7) nur einen Primzahidrilling
4=22 ! 2 ! L 14=21.7" ! 2 oSttt ettt ittt it ettt ettt
s=5' | T ST S I R |ZusammengesetzteZahl ..
6=2".3" , 2 | | 16 = 24 | 4 i e Jede Zahl n > 1, die nicht prim ist, ist zusammengesetzt.
7=7 ! 1 ! 117 =17" ! 1 ' e 1 ist dabei keine Primzahl.
8=2% : 3 : : 8=2".32 : 3 E ¢ Jede zusammengesetzte Zahl n hat zumindest einen
9=3 i 2 i i 19=19' Pt L _Primteilerpmit1<ps<n® ..
10=2"-5' : 2 : : 20=22.5' : 3 i Primfaktorzerlegung
11=11" ! 1 ! b oq =gt ! 2 R e LR E R
> at 3 ! ! 21=37 ! 2 1 » Jede Zahl n € |Z ist ein Produkt von Primzahlen.
12=2%.31 | ! 122=2"11" Cmia D N ' :
13 =13 i 1 i | 93 = 031 i 1 e Die Primzahlen sind eindeutig bestimmt.
________________ L |
Primzahlen - Kurvenverlauf i Mersenne’sche Primzahlen
Primzahlen bis 100: ' | ® My = 2" — 1; bekannt sind (Jahr 2010) 47 Zahlen.
! ' o Vermutlich gibt es unendlich viele Mersenne’sche Primzahlen.
2,3,5,7, i e s 1 Z.B.: 3 (p=2); 7 (p=3); 31 (p=5); 127 (p=7); 8191 (p=13);
11,13,17,19, i — i 131071 (p=17); 524287 (p=19); 2147483647 (p=31); ...
23, 29, ! ] Hfr | 2136279841 _ 4 (entdeckt im Oktober 2024)
31,37, ! ! o Eine vollkommene Zahl korrespondiert jeweils mit Mn.
41, 43, 47, ' 1 ettt ettt
53, 59, ' = ! Teiler einer Primzahl
61, 67, : o] i Teiler von p: 1 und p; t(p) = 2
71,73, 79, ' ' Teiler von p™ 1, p, p%, p3, ..., p t(p") =n + 1
83, | T
91 97 ' ] ' Kanonische Primfaktorzerlegung
i Firn e |Zmitn ¢ {-1, 0, 1} gilt:
' 0 » @ @ & 10 n=1p . p®2 ... p (— kanonische Primfaktorzerlegung)
i p1, P2, ... pr: Primzahlen
‘ e1, €2, ..., er: Exponenten (ganzzahlig mit ei > 1)
Primzahlbeziehungen GroRte bekannte Primzahlen

o p=1(mod 4) - (p - 1)/2 ist gerade 2521 _q; 2607 _ q; 22281 _ o Q1257787 _ ; Q6972898 _ 4;

o p=3(mod 4) - (p — 1)/2 ist ungerade 213466917 _ 4. 924036583 _ 4. 925964951 _ 1. 136279841 _ 4

e Wenn 2" — 1 prim ist, dann ist n prim. | Dies verandert sich durch Computeranalysen immer wieder:
Postulat von Joseph Bertrand ‘

Fur jedes n > 1 gibt es eine Primzahl p mitn <p <2n
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_________________________________________________________________ R
Teilerfremde Zahlen E Lineare Kongruenz
"« Zahlen, die keine gemeinsamen Teiler haben, sind teilerfremd. Pabelzundme|N, m>1;aX=b(modm)
Beispiele: ¢(6) = 2 (teilerfremde Zahlen zur 6 sind: 1; 5) ' Es gilt hierfir:
¢(8) = 4 (teilerfremd zur 8 sind: 1; 3; 5; 7) E ax =b (mod m) fiir ein x € |Z, so folgt: a(x mod m) = b (mod m)
« Primzahlen haben nur teilerfremde Zahlen; ¢(p) =p — 1. 1 ax=b (mod m) fiir ein x & |Z, so folgt:
o Teilerfremde Zahlen: Fiir die Anzahl ¢(n) der teilerfremden :r ______ ax+km)=b(modm)vkez
Zahlen zur Zahl n gilt: ! Chinesischer Restsatz
. _3___5__{'___5__5___5_ _6___1:,_-_1___5_?___:,_9___. ' m1, mg, ..., m; sind natiirliche Zahlen (|N), die paarweise teilerfremd
2 12 "4 '2 ‘@6 '4 '@ ' sind. Weiterhin sind a1, az, ..., ar ganze Zahlen (|2).
P12 113 114 115 116 117 118 } EsseiM=m;-m; - m
[l [ etaiah ey [ et 1= - [l ' Nun gibt es ein Xergebnis € |Z, mit dem sich ergibt:
4 12 .6 .8 .8 .16 .6 I
.................. L e U N H (1)XErgebnisEa1(m0dm1)
__________________________________________________________________ ! (2) Xergebris = @2 (mod mo)
p, q sind Primzahlen. n € [N. d | n mitd > 0. E (3) Xergebnis = a3 (Mod m3)
t(n): Teileranzahlfunktion E etc.
[N - [N; t(n) = X 1 (1 jeweils fir d | n) :
7(1) = 1 (und dies ist auch nur bei n = 1 gegeben.) | Algorithmus (zur Lésung simultaner linearer Kongruenzen)
©(n) = 2 (dies ist nur fur Primzahlen (n = p) gegeben.) ' (1) Eingabe: r lineare Kongruenzen
n o ogn) fan) ¢ n 1 og(n) . X=ai(modmi); 1<i<r
_?] _____ 1"": __________ :__4__":_":"1_1"_:_5"" . 2)M=ms-mz2-mr
R o Ui T A S ' (3)Bestimmungvon Mi=M/m;iVimit1<i<r
3 2 7T Tig T S T ' (4) Bestimmung von xifiir jedes Mi beziglich Mi - X = 1 (mod m;)
4T 3 'E """"" E' 3 'E' ° 'E' 14 '5'21' T E unter Nutzung de erweiterten Euklidischen Algorithmus
-‘-5 ----- 2- -": ---------- :"4"":-":"1-5"-:-;‘_"" . (5) Xergebnis = @1 - M1 - x1 + ... + ar - Mr - xr (mod M)
Kongruenzen i Primzahl-Anzahl
TabelzmelN,m>1 T | nn(n) """""""""""""""""
a ist kongruent zu b modulo m, wenn m | (a — b) Dommmmmmmeoeoe oo Aot
__.ml(@a=b)®a=bmodm); ml/(@a-b)®azbmodm) _____________ s s
Mod-Einsichten E __1_0_0 __________________ E __2_5 ____________
"Vp>5git p=1(mod 6) oder aber p=5(mod 6) ;1000 ) 168
_asb(modm)®amodm=bmodm_ . ! 10.000 11229
Rechenregeln (modulo) ; “Jooooo T ?_5_55_2 __________
abcelZundme|N,m>1 U Hoooo00 T Vesos
e (a+b)mod m = ((amod m)+ (b mod m) mod m E - '1'0'_666_'0'0'0' """""" E - éé;{s}é """"
e (a-b)mod m = ((@amod m) - (b mod m)) mod m ' 400.000.000 ' 5761455
= d | T TSI Toero s oo 1Tt
*a=a(modm) ! 1.000.000.000 | 50847534
e Ista = (b mod m)und b =c (mod m), dann gilt: a = ¢ (mod m) ittt [iaeeeistetstaipaiaia
. ' 10.000.000.000 1 455052511
ea=b(mod m),sogilt:a+c=b+c(modm) Rt qm e e m e
. ,100.000.000.000 1 4118054813
ea=b (mod m), so gilt ac = bc (mod m) [yt P
1.000.000.000.000 37607912018

e ac = bc (mod m) und gilt ggT(c, m) = 1, so folgt: a=b (mod m) :
e ac = bc (mod m) und gilt ggT(c, m) = d, so folgt: a=b (mod m/d) :

ea=b(mod m),sogilta"=b"(mod m)V n e [N

Lineare Diophantische Gleichungen i s R
“ea.X+bY=zcmitabocelz ;120 =

e Lésungen (Es sei d = ggT(a, b)) E 1000 -7 ”

1.d | c — es existiert eine Lsg.; 2. d |/ c — es existiert keine Lsg. E a0 - 2

Reduzierte lineare Diophantische Gleichungen E -7 1
“Esseimita,bcelz T P %

a-X+b-Y =ceine lineare Diophantische Gleichung E 400 g 27

Nun sei: d = ggT(a, b): a* = a/d; b* = b/d; c* = c/d i 36 -7 -

Dann gilt: a* - X +b*-Y =c*istdiezua-X+b -Y=c¢ . //'

reduzierte lineare Diophantische Gleichung. E 0¢

! 0 2000 4000 6000 8000 10000
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Komplexe Zahlen

o Erste Darstellung zu komplexen Zahlen durch Cardano (1501 - 1576)
um 1545

* 1572 erste Angabe zu imaginaren Zahlen mit
(- 1)%5 . (- 1)%% = -1 bei Bombelli (1526 — 1573)

o Descartes (1596-1650) erkannte komplexe Nullstellen

e Giraud (1595-1632) beschrieb imaginare Nullstellen

o cos(x) = 0,5 - (e + )
e sin(x) = (1/(2 -i) - (e - )
e log(i) = (i- m)/2
ez"=r".(cos(n- @) +i-sin(n- e))dagilt:
(r- (cos(p) +i-sin(@))"=r"- (cos(n - ¢)+i-sin(n - ¢))
ez"=w=|w|- (cos(a) +i- sin(a))
e Fir w kdnnen n Lésungswerte ermittelt werden.
o Jede Wurzel ist eine Losung:
zc = (Jw])"™ - (cos(a/n + (2 k m/n)) + i - sin(a/n + (2 k w/n)))

N
o
=
o
F]
o
o
o
F]
o

imaginare Achse Zahl z ¢omitk=0;1;2;..;n-1
(Im 2) e z=(xy) i Die z«-Werte liegen auf einem Kreis in gleichméRiger Anordnung.
E Der Radius betragt (jw|)"".
[ reelle Achse (Re z) . Nullstellenlage: on = exp(2 - 7 - i/n)
Basisdefinitionen ! (m2) A
o Kartesische Form: firz e [Cgilt: z=x+i-y : ©n
mitx e R,y e Rundi?=-1,also vV-1=1= i ' Vs
V=1=i-(-1)"mitn € {0,1} ; 4 >
z - komplexe Zahl ! (Re 2)
x - Realteil von z: x = Re{z} :
y — Imaginarteil von z: y = Im{z} '
e 7 - konjugiert komplexe Zahl zu z R
Z=x—i-yzuz=x+i-y . Logarithmen

o Betrag (,Lange*) von z: |z| = (x? + y?)*5
| z| = r: Abstand vom Nullpunkt

o Trigonometrische Form: z =r - (cos(¢) + i - sin(p)) = r - exp(i - 9)
¢ = arg(z); |z| = VaZ + b% =r; cos(o) = alr; sin(¢) = bir

o Eulersche Formel: exp(i - ¢) = cos(o) + i - sin()

ew=logzmitz e |C\{0}
— exp(w) = exp(log z)
S eV= eIogz =z
ew=In|z| +i-(arg z + 2kn); mitk € |Z

ezi=Xx1+i-y;Z2=Xe+i-y2
ezi+zZp=(X1+i-y1))t(Xati-y2)=x1i+x2+i-(y1+y2)
o Re{z1 + z2} = x1 + Xx2; Im{z1 + 22} = y1 +y2

e &7 =exp(z) = Zf:o%t mitz € |C

® exp(z) - exp(w) = exp(z + w)

e exp(z +i2n) = exp(z)

* (exp(2))' = exp(z)

e exp(0) = exp(i2r) = 1

e exp(x +iy) = exp(x) - exp(i - y) = exp(x) - (cosy + i - siny)

o |z1: 29| = |z41] - |z2|
o |zi/z2| = |z1]/|z2]
© Z1/z2 = (r1/r2) - exp(i - (@1 - ¢2))

eXx=r-cos(p);y=r-sin(o);z
11

e~ == " (cos(p)-i-sin(p))
z T

r- (cos(p) +i- sin(e))

e ¢ - Argument von z: arg(z) = ¢; tan (¢) = f

o ¢ ist der Winkel zwischen der x+-Achse und der gedachten
Verbindungslinie vom Nullpunkt zu z; arg(z) = - arg(z)

) a b
mita,b,c,d e |[Cund A= =(@a-d-=b-c)=0
c d

Die Transformation Uberfiihrt Kreise u. Geraden in Kreise u. Geraden.
Gerade durch Null <> Gerade durch Null.
Gerade nicht durch Null <> Kreis durch Null.

Dreiecksgleichung i i * |exp(z)| = exp(Re(z})
ellzi| - |z2l| < |z1 + 22 < |+ arg(exp() h Im(z) i
< |Z1| + |ZZ| ' Im L exp(z) = sinh(z) + cosh(z)
- [ O 2 1 e sin(z) = - /2 (exp(iz) — exp (-iz))
* |zl =1zl ' 7 ' e cos(z) = ¥ (exp(iz) + exp(-iz))
ez-Z =z E S o sinh(2) = % (exp(2) - exp(-2)
Lt 2= it i % ! e cosh(z) = % (exp(2) + exp (-2))
- = = . [oF |
©Z1 - Zp= 11 1q ! 4 ' e Matrix-Exponentialfunktion (A: Matrix; A — exp(A))
L1 E x Re E exp(A)=eA:=l!iE1( ‘§n=0E+A+%+... +%Ak)
Z z | | 0 ] !
! voexp(i-0)=1 exp( n/2)=+i
' 'oexp(i-m)=-1 exp(+i-n/4)=0,5-V2- (1+i)

cos(3x) = Re(exp(i3x)) = Re((exp(ix))®) = Re(cos(3x) + i - sin(3x))
= (cos(3x))® — 3 - cos(3x) - (sin(3x))? = 4 - (cos(3x))* — 3 - cos(3x)

Kreis nicht durch Null <> Kreis nicht durch Null.

Reelle Achse «> reelle Achse.
Imaginére Achse <> imaginare Achse.
Obere Halbebene «» untere Halbebene.
Recjte Halbebene «> recht Halbebene.
Linke Halbebene « linke Halbebene.
Einheitsperipherie <> Einheitsperipherie.

V=1=1-(= 1" mitn e {0,1}
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Zahlen: Quaternionen etc.

o Erste Annaherung durch Euler um 1748 und Beziige zu
Quaternionen durch Gauss um 1819
o Entdecklung durch Hamilton um 1830 (Veroffentlichung 1843)
» Begriffsdeutung - Quaternionen: ,Menge der Vier*
o Definition durch Hamilton: q = a + bi + ¢j + dk
mit:a,b,c,d e RundiP=j2=k?=ijk=-1
|H: Menge der geordneten Quadrupel reeler Zahlen
Quadrupel: x = (xo, X1, X2, X3); Xo, X1, X2, X3: Koordinaten von x
Rechenregeln: x und y seien Quadrupel, dann gilt
X +y = (Xo + Yo, X1 + y1, X2 + Y2, X3 + y3)
A-X=A-Xo+tA-X1+h-Xe+Xr X3
Es gilt: eo = (1,0,0,0); e1 = (0,1,0,0); e2 = (0,0,1,0); e3 = (0,0,0,1)
Mit eo Einselement der Multiplikation; weiterhin gilt:
ei-e+e-e=-2-3jmiti,j=1,2, 3und 3: Kronekersymbol
Esgilter-e2=es; e =e?=es?=-1;eg=-eemiti=j;
ewer2 = ew2 (i=0;1:2)
Neutrales Element: (0,0,0,0)
|H und |C werden als Vektorrdume verstanden
eX=XotX1e1+ X2e2+X3€3
Skalarteil (Sc(x)): xo; Vektorteil (Vec(x)): x =x1e1+x2e2+ X3 €3
—>X=Xo+ X
— Sc(|H) = |R und — Vec(|H) = |R®

o Symbol: B, (rekursive Definition mit Bo =1): Y323 (Z) By =0;n>2

en=2 75 () B30 ]) = () 8 () Br0

mit(Z)=#’_k>!folgt:Bo+2»B1=0—>1+2-B1=0—>B1=-1/z

'
'
'
r
'
'
‘_
'
'
'
=
'
'
'
‘_
'
'
'
'
'
'
'
'
'
-
'
'
'
'
T
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
=
'
'
'

o4 Bl
Bn i1 1-1/211/61-1/30:1/42 1-1/30:5/66 - 691/2730:7/6

« Hinweise: Die Indizierung erfolgt in der Literatur unterschiedlich.
Eine direkte Definition kann mit einer erzeugenden Funktion G(z)
vorgenommen werden. Z. B.: G(z) = z/2 - coth(z/2) — z/2

k
Weiterhin gilt (siehe DIN 13 301): ﬁ = 2,“::0’;—! By

Bernoulli-Zahlen sind bedeutsam u. a. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung

(Kombinatorik).
* Bernoullische Polynome Bn(x) = ¥ _ (E) By - x"k

Cayley-Tafel zur Beschreibung der Quarternionen-Multiplikationen

e Endungen der Primzahlen: ungerade, keine 5, z. B.: 11, 13, 17, 19
* Empirisch zeigt sich, dass auf eine Primzahl mit einer Endung ,,1*
in etwa 19 % der Félle wieder eine , 1%,
in etwa 30 % der Félle eine ,3" oder eine ,7* und
in etwa 22 % der Falle eine ,9" folgt.
e Insofern liegt keine Normalverteilung vor.

n=1:immer erfiillt, z. B.:3+6 =9
n=2:erfillt z. B. fir 32+ 42 =9 + 16 =25 = 5?
Fir n > 2 gibt es keine Lésung, was Fermat vermutet hat — und
nach eigener Bekundung auch bewiesen hat. (Er konnte wohl, so
wird heutzutage vermutet, fir n e {3, 4} einen Beweis finden.

o Der allgemeine Beweis dafiir wurde dann erst nach langen Vorar-
beiten von Wiles 1994 erbracht.

« Mit dem Satz von Fermat verbinden sich Uberlegungen zu
elliptischen Kurve und zu Modulformen.
(Jede elliptische Kurve besitzt eine Modulform.)

e Der Satz von Fermat ist ein Spezialfall der ABC-Vermutung.

o Mit der verallgemeinerten ABC-Vermutung kann eine konstruktive
Lésungsannaherung mit Blick auf das groRen Satz von Fermat
gefunden werden.

o Sie wurde 1985 von Joseph Oesterlé and David Masser entdeckt.

* ABC sei ein Tripel von natirlichen Zahlen (n) (gréBer Null), wobei A

und B teilerfremd sind. C ist die Summe von A und B.

C ist teilerfremd zu A und zu B.

Ein Radikal rad(n) ist ein Produkt der Primfaktoren der Zahl n, wobei

jeder Primfaktor nur einmal auftritt.

[Z.B.:rad(2® - 13?) = rad(1352) = 2 - 13 = 26.]

Ein ABC-Treffer liegt vor, wenn rad(ABC) < C gilt.

Beispiele

Bspl. :A=5",B=27=3%C=A+B=C=32=25

— rad(ABC) =rad(5 - 27 - 32) =rad(4320)=5-3-2=30

— rad(ABC ) =30< C = 32.

— Es liegt ein ABC-Treffer vor.

Bspl 2: A=3%.5"=405;B=2*.7'=112;

A+B=C=517=11.47

—rad(3*-5") = 15; rad(2* - 7') = 14; rad(11 - 47) = 517

—rad(A-B-C)=rad(405-81-517)=15- 14 . 517 = 108570

— rad(ABC) > C.

— Es liegt kein ABC-Treffer vor.

Die Frage ist, wieviel Treffer es insgesamt gibt.

Vermutet wird, dass es nur eine endliche Anzahl gibt.

« Verallgemeinert gilt fUr drei teilerfremde Zahlen (A, B, C = A + B):
max{lal, |b], [c]} < C(e) ([Tp | asc p)”g. A, B, C sollen prim sein.
[T wird Gber das Produkt aller p bestimmt, die Primteiler von ABC
sind. Wobei jeder Primteiler nur einmal eingesetzt wird. Der
Exponent 1 + ¢ soll groRer als 1 sein und gegen 1 konvergieren.
Ein allgemein anerkannter Beweis fiir die Vermutung liegt bisher
nicht vor. Ein Beweis (Inter-universal Teichmiiller theory: IUT-Theo-
rie) wurde im Jahr 2012 von Shinichi Mochizuki vorgelegt, der von
Peter Scholze (Fields-Preistréager) und Jakob Stix bestritten wird.

« Clifford hat die Quarternionen um 1876 auf |R" erweitert. Dies fiihrte zur
Entdeckung der Clifford-Zahlen. Fir diese Zahlen giltz. B.: ei- ej=-¢j - €

e 0. Art: (z) = E}:ls(l,j) PR Xi=os@j) - z) mit (untere Faktorielle als
erzeugende Funktion): (z)k = z(z-1)(z-2)...(z-k+1))

Stirling-Zahlen erster Ordnung

) v j=\i=;0 1 2 3 4 5 6 7 8
2.t (2)= Bi=1SUJ) - zj= XjZo5(Lj) - zmit(obere Faktoriele |~ 57Ty 6TT 070 0T 0T 0T
als erzeugende Funktion): (z)k = z(z+1)(z+2)...(z+k-1)) : 1t .0 1 -1 2 -6 24 -120 720 -5040
- . . 2 .0 0 1 -3 11 -50 274 -1764 13068
. Stlrlmg-lnverswnsformel ' 3 0 0 0 1 6 35 -225 1624 13132
Sioks@) - SGk) =X o050 - SGK) : 4 10 0 0 O 1-10 8 -735 6769
. 5 10 0 0 O 0o 1 -15 175 -1960
Es gilt auch: Sn,k = Sn-1,k-1 + K -Sn—1,kmitn, k>0 . 6 0 0 0 0 0 O 1 -21 322
mit So,0 = 1; Soxk =0 flirk>0, Sno=0firn>0 ! 7 +0 0 0 O 0 O 0 1 -28
' 8 0 0 0 O 0 0 0 0 1

e Formel von Stirling
log(n!) = log(2) + log(3) + ... + log(n) = Yr_, log(k)
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