
  
    PRELIMINARES


    Para auxiliar no raciocínio e obter uma melhor visão dos problemas, iremos utilizar representações de figuras. Tanto no desenho, como no texto, usaremos representações padronizadas para evitar confusões.


    A medida do segmento será denotada com um traço horizontal sobre o segmento. Por exemplo, [image: ] é a medida do segmento [image: ] que é a distância entre os pontos [image: ] e [image: ].


    Denotaremos por [image: ]. a área de figuras planas, por exemplo, [image: ] é a representação da área do triângulo [image: ].


    Um ângulo é formado por dois segmentos com um extremo em comum, ou interseção de retas. Por exemplo, o ângulo formado pelos segmentos [image: ] e [image: ] será escrito como [image: ], mas quando existe somente um ângulo no vértice, indicaremos usando apenas este ponto como [image: ].


    Teorema de Tales:


    Se duas retas são transversais de um feixe de retas paralelas, então a razão entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual à razão entre os respectivos segmentos correspondentes da outra.


    Em geometria, centroide é o ponto associado a uma forma geométrica também conhecida como centro geométrico. Caso a forma geométrica represente uma secção homogênea de um corpo, então o centroide coincide com o centro de massa. Nos casos que, não só o corpo é homogêneo e também está submetido a um campo gravitacional constante, então esse ponto coincide com o centro de gravidade.


    Isoperímetro, é um termo usado em Matemática para figuras com perímetros iguais.


    Nas construções geométricas são permitidos apenas a régua (não graduada) e o compasso. A régua serve apenas para desenhar uma reta passando por dois pontos dados e o compasso serve apenas para desenhar uma circunferência cujo raio é dado pela medida de um segmento e cujo centro é um ponto dado. Estes instrumentos não podem ser utilizados de nenhuma outra maneira.


    A pureza das construções com régua e compasso não é a mesma da geometria analítica que também resolve, de forma equivalente, problemas de geometria usando as coordenadas, a equação da reta e a equação da circunferência.


    A seguir enunciaremos alguns problemas básicos que usamos ao longo deste livro.


    (i) Traçar por um ponto dado uma reta perpendicular a uma reta dada.


    (ii) Traçar por um ponto dado uma reta paralela a uma reta dada.


    (iii) Dividir um segmento dado em um número qualquer de partes iguais.


    (iv) Traçar uma reta tangente a uma circunferência.


    (v) Construir o inverso de um número [image: ].


    Para resolver o primeiro, seja P um ponto dado fora de uma reta r dada. A construção é a seguinte. Com centro em P trace uma circunferência qualquer que corte a reta r nos pontos A e B. Em seguida, desenhamos dois arcos de circunferência de mesmo raio, com centros nos pontos A e B, determinando uma das interseções como o ponto Q. A reta [image: ] é perpendicular à reta r resolvendo o primeiro problema.


    Para resolver o segundo problema, seja P um ponto dado fora de uma reta r dada. A construção é a seguinte. Traçamos três circunferências com mesmo raio: a primeira com centro em P cortando a reta r em A; a segunda com centro em A cortando a reta r em B e a terceira com centro em B, passando por A e cortando a primeira circunferência em Q. A reta [image: ] é paralela à reta r e o problema está resolvido.


    O fato importante das construções geométricas é que não basta encontrar a solução. É preciso justificar porque ela é correta. Neste primeiro problema, a primeira circunferência desenhada garante que [image: ] e as duas seguintes, garantem que [image: ]. Assim, os pontos P e Q equidistam de A e B. Portanto, eles pertencem à mediatriz do segmento AB que é a reta perpendicular a AB passando pelo seu ponto médio.


    Para justificar o segundo problema, observe que, pelas construções efetuadas, PABQ é um losango e, portanto seus lados opostos são paralelos.


    Um terceiro problema é o de dividir um segmento dado em um número qualquer de partes iguais e sua construção é da seguinte forma. Dado o segmento AB, para dividí-lo, por exemplo em 5 partes iguais, traçamos uma semirreta qualquer [image: ] e sobre ela, com o compasso determinamos 5 segmentos iguais:


    
      [image: ]
    


    Tracemos agora a reta [image: ]. As paralelas a esta reta traçadas pelos pontos A1, A2, A3 e A4 determinam sobre AB os pontos P1, P2, P3 e P4 os quais dividirão o segmento AB em 5 partes iguais. A justificativa desta construção é o Teorema de Tales.


    Uma quarta construção é traçar uma reta tangente a uma circunferência. Para isso, prosseguimos da seguinte forma: Considere uma circunferência de centro O e P um ponto pertencente a ela. Sobre a semirreta [image: ], determinemos os pontos A e B, traçando uma circunferência de centro em P e raio menor que o comprimento de [image: ]. Determinemos, agora, a mediatriz entre os pontos A e B encontrando o ponto Q. A reta que passa por P e Q é a reta tangente pedida. A justificativa desta construção é baseada no fato que, a tangente traçada pelo ponto P é uma reta perpendicular ao raio [image: ]. Sendo r a mediatriz de AB, segue o resultado obtido.


    Para realizar a quinta construção devemos considerar [image: ] número real e positivo construtível, então [image: ] é construtível.


    Sobre uma reta r traçamos um segmento AB tal que [image: ]. Traçamos agora o semicírculo com centro no ponto médio de AB. Marcamos um ponto C sobre AB tal que AC seja a unidade. Traçamos agora um círculo de centro em A intersectando o semicírculo de diâmetro AB no ponto P. Por P traçamos uma reta perpendicular ao segmento AB intersectando-o no ponto D. Definimos então [image: ].


    Para justificar esta construção basta ver que o ângulo [image: ] do triângulo APB é reto, pois está inscrito num semicírculo e utilizando as relações métricas do triângulo retângulo temos que:


    
      [image: ]
    


    ou seja,


    
      [image: ]
    


    equivalente a,


    
      [image: ]
    


    o que mostra que [image: ] é construtível.


    Relatamos que todas as figuras contidas neste livro foram geradas no Geogebra.

  


  
    UMA VISÃO HISTÓRICA DO PROBLEMA


    Os três problemas mais famosos da antiguidade são: a quadratura do círculo, a trissecção de um ângulo e a duplicação do cubo. Embora todos eles sejam especiais por não admitirem soluções exatas, tem uma grande vantagem para efeitos de estudo histórico. Vamos dar ênfase ao primeiro desses problemas, que será nosso assunto especial de estudo, no qual possuem indícios de sua origem na antiguidade. Para tanto, seguiremos as linhas nas quais o problema foi tratado e seu passo de geração a geração, em conformidade com o desenvolvimento progressivo da Matemática, em que exerceu uma evolução perceptível. Também seremos capazes de ver o progresso dos esforços para obter uma solução do problema, pela intervenção de alguns dos maiores pensadores matemáticos que o mundo já viu, homens como Arquimedes, Huygens, Euler e Hermite. Por último, veremos quando e como os recursos da evolução Matemática tornou-se suficientemente poderosos para ser possível uma solução do problema, embora negativa. A impossibilidade do problema estava longe de ser apenas uma negação, mesmo com os verdadeiros motivos estabelecidos com um carácter definitivo e pleno, algo raro na história da ciência.


    Por toda a história há relatos da existência de várias questões que ocuparam a mente de grande parte da humanidade por todos os séculos passado. Algumas questões fundamentais que envolvem o problema da quadratura do círculo se apresentaram para o pensamento humano no alvorecer do intelecto especulativo, e manteve a sua identidade ao longo dos séculos, ainda que os termos precisos em que tais questões foram formuladas tenham variado de época para época, de acordo com a atitude da humanidade com relação a tais questões. Após vários anos de discussão sem uma resposta efetiva, tais questões permaneceram preenchendo o pensamento de todos em busca de uma resposta para a quadratura do círculo.


    Devido ao fato que, em todos os momentos, seja no tempo presente como anteriormente, tenha atraído a atenção de pessoas com um conhecimento inadequado da verdadeira natureza do problema ou da sua história, tais pessoas dedicaram sua atenção a quadratura do círculo, muitas vezes com entusiasmo apaixonado. As pessoas mantiveram seus esforços na solução do problema, mesmo sabendo de refutações feitas a matemáticos genuínos os quais supostamente tinham obtido uma solução do problema. As soluções propostas para a quadratura do círculo o mais quadrado possível, exibem todas, diferentes graus de habilidades, variando desde tentativas fúteis, em que os escritores deixam claro uma absoluta falta de raciocínio correto, até soluções aproximadas cuja construção exigiu muita criatividade por parte dos seus inventores. Era frequente o envio de uma solução do problema para as autoridades de uma universidade estrangeira ou sociedade cientifica, acompanhada de uma declaração constando que os homens ligados a ciência do próprio país deste escritor faziam conspirações para suprimir seu trabalho, devido ao ciúme, na esperança de receber um tratamento mais justo no exterior. Um relato detalhado muito interessante das peculiaridades da quadratura do círculo, e da inutilidade das tentativas por parte dos matemáticos para convencê-los de seus erros, pode ser encontrada no Orçamento de Paradoxos do Augustus De Morgan.


    Em 1775, a Academia de Paris considerou prudente aprovar uma resolução e publicou na ata da academia informando que não seria mais analisados as soluções dos problemas da quadratura do círculo para tentar evitar que seus funcionários desperdiçassem seu tempo de trabalho no estudo deste problema. É interessante observar o quão forte era a convicção dos Matemáticos que a solução do problema é impossível, isso mais de um século antes de surgir uma prova irrefutável dessa convicção.


    Bem conhecido pelos geômetras o problema da quadratura do círculo, ou sua equivalência, a retificação do círculo consiste em construir um quadrado de área igual à do círculo, ou em último caso, da construção de uma linha reta com um comprimento igual ao da circunferência, por um método que se utilize apenas de régua e compasso. Este modo de afirmação, embora indica aproximadamente o verdadeiro enunciado do problema, é decididamente deficiente na medida em que deixa inteiramente fora de consideração a distinção fundamental entre os dois aspectos da geometria para a qual foi feita alusão anteriormente.


    Historicamente esse problema exibia um grau notável de muitos fenômenos característicos da Matemática. As primeiras tentativas de uma solução experimental do problema eram concebidas de uma forma vaga e, por vezes, confusas. Observamos também o fato, que na Matemática, como também nas outras áreas, os grandes avanços, são realmente incorporando a novas ideias. Dessa forma, grandes avanços foram seguidos de um período onde houve várias melhorias.


    Os relatos do problema dividem-se em três períodos diferenciados fundamentalmente em matéria de método, de objetivos imediatos, e de equipamentos na posse de ferramentas intelectuais. No primeiro período, os estudos são baseados em determinações experimentais da razão entre a circunferência e o diâmetro de um círculo até a invenção do cálculo diferencial e integral por Newton e Leibniz, no meio do século XVII. Nesta etapa, a pureza da construção exata não foi totalmente perdida de vista, e foi ocasionalmente suposto como atingida no período geométrico, onde a atividade principal consistiu-se no cálculo aproximado de [image: ] pela determinação dos lados ou áreas de polígonos regulares circunscritos. A fundamentação teórica desse processo foi o método grego de esgotamentos. Na parte inicial dos
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