
  
    CAPÍTULO 1: MODELO SIR PARA ESTUDIAR UNA EPIDEMIA


    En el presente capítulo se presentaran dos modelos estadísticos, o matemáticos, que se han reportado en la literatura para describir y pronosticar algunos aspectos del comportamiento de una epidemia cuando esta se encuentra activa en una población. Se explicarán las bases matemáticas, o estadísticas, en las que se sustentan, así como la descripción detallada de sus aspectos más importantes. Todo esto con el objetivo de clarificar las propiedades que puedan tener y al conocer sus características tengamos la posibilidad de aplicarlos a una base de datos del Covid-19 para realizar un estudio comparativo de los resultados que nos arrojen y entonces determinar con cuál de ellos posteriormente los modelos se aplicaran a datos de algunas ciudades de la República de Cuba donde se obtiene una mejor estimación de su tendencia y así poder emitir criterios al respecto.


    1.1 Ecuaciones diferenciales


    Desde su descubrimiento, de forma independiente, por Newton y Leibniz en el siglo XVII el cálculo diferencial e integral ha participado en los grandes avances que siguieron en las matemáticas, las ciencias y la ingeniería, debido a su capacidad de modelar procesos dinámicos. Una de las formas más importantes y fascinantes de modelar los procesos dinámicos en la rama de las matemáticas son las ecuaciones diferenciales, con ellas se pueden modelar situaciones y obtener soluciones en una gran diversidad de problemas, en estas áreas.


    Una ecuación diferencial ordinaria es una ecuación que involucra las derivadas respecto a una variable x de una función identificada como y, (de tal modo que las derivadas son derivadas ordinarias) Sin embargo, si la función desconocida depende de más de una variable (de tal modo que las derivadas son derivadas parciales) la ecuación es una ecuación diferencial parcial [4], [5], [20], [22].
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    Fig.1.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.


    Fuente: Elaboración propia


    Una ecuación diferencial ordinaria lineal puede ser escrita en la forma.
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    donde [image: ] y los coeficientes [image: ] son funciones dadas de x, y [image: ] no es idénticamente igual a cero. Una ED (Ecuación Diferencial) que no puede escribirse en la forma (1.1) es una ecuación diferencial no-lineal [1], [22].


    En las aplicaciones de ED, las funciones generalmente representan cantidades y las derivadas son las tasas de variación de las funciones involucradas. Las relaciones entre cantidades y sus tasas de cambio son frecuentes en áreas como la Física, la Biología, la Ingeniería o la Economía. Estas ciencias pasan de ser empíricas a ser descriptivas y predictivas esto se lo permite las ED. También pueden describir cómo cambian las poblaciones, cómo se transfiere el calor, cómo se desintegra el material radiactivo, etc. Como curiosidad, también las ecuaciones diferenciales sirvieron para determinar la causa del derrumbe del puente colgante de Tacoma Narrows (de casi un kilómetro de largo) en Washington en 1940 [22].


    Existe una gran cantidad de fenómenos reales complejos que pueden ser formulados en términos de ED, lo cual permite predecir sus comportamientos futuros, entre otras cosas, lo que hace que estas sean de suma importancia.


    1.2 Estudio de una epidemia con el modelo SIR


    El modelo SIR, es una de las aplicaciones más resientes de las ecuaciones diferenciales para el estudio de la pandemia Covid-19. Una de las aplicaciones para el modelo SIR es en el estudio y análisis de una epidemia en una población cerrada en la que existe un individuo infectado al que se le identifica como paciente 0. Este método fue ampliamente utilizado desde finales de 2019 cuando inició la epidemia. Las ED se utilizaron para determinar cuándo se doblegaría la curva de infectados.


    Este es uno de los modelos epidemiológicos más simples capaces de capturar varias de las características típicas en los brotes epidémicos. El SIR es un sistema dinámico determinista su nombre se basa en el patrón de flujo entre los distintos estados por los que pasan los individuos, formado por tres ecuaciones diferenciales, donde cada una de ellas representa a una clase epidemiológica en la que se puede dividir la población en estudio como: S (t) (población susceptible), I (t) (población infectada) y R (t) (población recuperada) [4]. Es un modelo centrado en estados donde lo importante es la variación de éstos a lo largo del tiempo. Parte de la premisa que un individuo se encuentra categorizado en uno de los tres estados posibles, con un parámetro β que corresponde a la tasa de recuperación que depende del tiempo que suele durar la enfermedad; una vez que se recuperan, los individuos son inmunes es decir (ya no vuelven a ser susceptibles). En el estado R (t) no solo están contemplados los individuos que se recuperan, sino también los que fallecen a causa de la enfermedad, ya que en ambos casos no afectan al desarrollo de la epidemia. En la Figura 1.3 se representa el esquema del modelo.


    • Susceptibles S (t)


    • Infectados I (t)


    • Recuperados R (t)


    Este modelo es uno de los patrones epidemiológicos más usados ya que describe la dinámica de enfermedades en que los individuos susceptibles son infectados, pero posteriormente desarrollan una inmunidad a la enfermedad o mueren. En la práctica ha sido utilizado para modelar enfermedades en la niñez como sarampión, varicela y paperas, que son originadas por virus y de los cuales se suele desarrollar inmunidad [4].


    1.1.1 Partes del modelo SIR


    En el análisis matemático del modelo es necesario tomar en consideración las siguientes premisas:


    • Todos los individuos son susceptibles. (Todos los individuos tienen las mismas probabilidades de contagiarse, situación que aplica en nuestro contexto actual al inicio de la pandemia).


    • En la epidemia/pandemia, una sola infección es la responsable de ocasionar un proceso infeccioso en otro individuo cercano, de allí la importancia del número básico de reproducción R0


    Es importante conocer el número básico de reproducción de la enfermedad (R0) que es el indicador que cuantifica el número de personas capaz de infectar, una persona contagiada por el virus, por ejemplo (Ver figura 1.3):


    Si R0 = 1 quiere decir que una persona infectada es capaz de infectar otra.


    Si R0 = 2 quiere decir que una persona infectada logra infectar a dos.
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    Figura 1.2 Representación gráfica de R0.


    Fuente: Elaboración propia


    El número básico de reproducción R0 se calcula como el cociente entre las tasas de recuperación y de transmisión, esto es una representación matemática del R0, este indicador se calcula como la relación de θ sobre β, o sea la tasa de transmisión sobre la tasa de recuperación:
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    • El desenlace del proceso infeccioso sólo podrá ser recuperación o fallecimiento.


    • La Tasa de contagio [image: ], con θ > 0 es proporcional a la probabilidad de contraer la enfermedad.


    • La razón de cambio de la población susceptible a infectados aumenta a una tasa proporcional a la tasa de contagio y al número de susceptibles: [image: ]. Con una constante de proporcionalidad θ > 0 que se denomina velocidad de infección o velocidad de contagio.


    • El número de susceptibles disminuye con la misma tasa.


    • El número de susceptibles s(t) al transcurrir un tiempo Δt será:
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    Los individuos son removidos de la clase de infectados a una razón proporcional al tamaño de la clase I (t) , con una constante de proporcionalidad β > 0 que se denomina velocidad de remoción o recuperación. La tasa de recuperación de infectados es proporcional al número de infectados βi(t).


    El número de infectados i(t) al transcurrir un tiempo Δt será:
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    Y el número de recuperados será al transcurrir un tiempo Δt:
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    • El tiempo de incubación es corto, lo que implica que un susceptible, cuando se infecta, inmediatamente se vuelve infeccioso.


    • La población es cerrada, por lo cual [image: ], donde N es el tamaño total de la población.


    Sabiendo el comportamiento de las diferentes clases, se traduce en ecuaciones diferenciales mediante las cuales se determina el flujo entre estados de cada clase en cualquier período de tiempo. Estableciéndose el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:
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    1.1
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    1.2
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    1.3


    Donde θ > 0 es la tasa de infección y β > 0 la tasa de recuperación.


    Al poner en marcha el modelo se puede predecir cuál será el comportamiento de la epidemia y para iniciar el desarrollo matemático se normalizan las variables dividiendo por el total de la población N
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    Luego derivamos respecto a t cada una de las expresiones anteriores y los remplazamos en las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3)
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    1.4
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    1.5
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    1.6


    En la ecuación (1.4) se muestra la velocidad a la que disminuye el número de susceptibles, dado que aumenta el número de infectados, la ecuación (1.5) expresa la velocidad a la que se incrementan los infectados y la ecuación (1.6) marca la velocidad de incremento de los recuperados.


    Se obtiene un sistema de ecuaciones que se conoce como modelo clásico de Kermack-McKendrick con las condiciones
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    1.3 Variante del modelo SIR
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