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Nota de los autores

na vez consolidado el primer volumen de Circuitos Eléctricos en Régimen Transitorio.
U Teoria y Problemas Resueltos, es muy grato ofrecer al lector este segundo volumen
con mds problemas resueltos. Hemos querido mantener la misma estructura que el primer
volumen y, ademads, nuestro empefio ha sido que ambos se pudieran trabajar de forma
independiente, sin necesitar el uno del otro. Para ello, no ha habido mas remedio que
incorporar de nuevo la parte tedrica aln siendo conscientes que es exactamente la misma
que la del primer volumen.

Se ha puesto especial empefio en la representacién de forma gréfica de aquellos resulta-
dos que hemos considerado como mads destacables para motivar al lector a que adquiera
el habito de representar graficamente los resultados tedricos obtenidos en este tipo de
problemas de andlisis transitorio.

En cuanto a las unidades de las diferentes magnitudes que se usan en los problemas,
hemos intentado equilibrar la rigurosidad y la claridad del texto. Somos conscientes
que las unidades son fundamentales en cualquier problema de Ingenieria pero también
entendemos que, durante la resolucién de un problema, se puede obviar su indicacién en
muchas situaciones. En particular, los problemas de la transformada de Laplace, se ha
mantenido el criterio de solamente indicar las unidades en las magnitudes finales para asi
evitar desviar la atencién del lector.

Los autores






Prologo

I lector interesado en el andlisis de los circuitos eléctricos se encuentra con una
cantidad ingente de obras en la literatura especializada que abordan esta temética, la
mayoria de las cuales dedican habitualmente uno o dos capitulos al régimen transitorio
de circuitos. Es pues este libro singular y de especial interés, al ser su eje principal el
estudio tedrico y practico de transitorios que resulta esencial en s{ mismo y como preludio
ineludible del régimen permanente.

Ya en el prélogo del primer volumen de esta obra se pone de manifiesto la relevancia del
estudio de los regimenes dindmicos de los circuitos eléctricos y electrénicos, motivando
muy acertadamente al lector que busca profundizar en esta drea de estudio de los circuitos.
Con objeto de enfatizar atiin mds la importancia del estudio del régimen transitorio en
circuitos eléctricos, es interesante recordar algunas tematicas de la ingenieria eléctrica
donde este estudio es de especial relevancia, ya sea en tareas de disefio, modelado, planifi-
cacion o de operacién de la red eléctrica. Es, por ejemplo, el caso de estudio de la posible
actuacion erronea de aparamenta de proteccion y corte durante el transitorio por faltas
espurias, o el de los transitorios que surgen en la conexion y desconexion de condensadores
a las redes eléctricas. Muy importante también es el fendémeno de resonancia interna en
transformadores, o los transitorios a generar y estudiar cuando se desea cuantificar la
inductancia y capacitancia de la bobina de un transformador, entre otros muchos que se
podrian nombrar. La comprensién de todos estos fenémenos y comportamientos requiere
de una adecuada asimilacion de los fendmenos transitorios en circuitos lineales basicos,
paso ineludible para su aplicacién a casos practicos que el ingeniero, eminentemente
eléctrico, habrd de acometer.

Por su parte, en este segundo volumen se aborda, al igual que el primero, el estudio
tedrico y practico de transitorios en circuitos lineales de primer y segundo orden, tanto en el
dominio del tiempo como en el dominio de Laplace. Destaca esta segunda obra por la gran
variedad de ejemplos précticos que incluye, estando presentes en los mismos numerosos
componentes habituales de los circuitos eléctricos: por supuesto resistencias, bobinas y
condensadores, pero también fuentes dependientes, bobinas acopladas e interruptores que
modifican la topologia y conectividad de los circuitos. Se aborda el andlisis cuando las
excitaciones al circuito son tanto fuentes de continua como de alterna, los dos grandes

XI



Xl

Prélogo

tipos dominantes de sefiales eléctricas, si bien se incluyen también otras excitaciones como
las de tipo impulso, estas tltimas de gran relevancia en numerosos casos practicos. Las
representaciones graficas incluidas en la obra enriquecen de forma notable los ejemplos
estudiados, facilitando al lector la compresion de los regimenes dindmicos.

Los autores de esta obra, Alfonso Bachiller y Ramén Cano, son Doctores Ingenieros
Industriales que desarrollan su actividad en el Departamento de Ingenieria Eléctrica de
la Universidad de Sevilla desde hace mas de 20 afios. Su profundo conocimiento de los
circuitos eléctricos no se limita a su dilatada experiencia adquirida en el desarrollo de sus
actividades docentes, pues sus relevantes contribuciones en investigacion y transferencia
tecnoldgica a la industria pivotan en torno a los regimenes transitorios de circuitos eléc-
tricos. Toda esta experiencia respalda la tarea aqui acometida, que constituye sin lugar a
dudas una obra seria, rigurosa y de gran valor formativo para los ingenieros y profesionales
que lidien en su quehacer diario con circuitos eléctricos.

Esther Romero Ramos
Catedratica de Universidad
Dpto. Ingenieria Eléctrica
Universidad de Sevilla
Sevilla, 2 de marzo de 2023



Transitorios de primer orden

1.1. Introduccion

En los circuitos cuyos elementos pasivos son tinicamente resistencias, las tensiones e
intensidades responden de forma inmediata a la evolucién de las fuentes de excitacién. En
este tipo de circuitos, conocidos como circuitos estaticos, las tensiones e intensidades de
los elementos vienen dadas por ecuaciones algebraicas y cada instante puede ser analizado
sin tener en cuenta los instantes anteriores. Esto no es asi en los circuitos que contienen
elementos almacenadores de energia, bobinas o condensadores, en los que la relacion entre
tension e intensidad viene definida por una ecuacién diferencial que hace que la respuesta
del circuito sea dindmica. En este tipo de circuitos, denominados circuitos dindmicos,
para determinar la respuesta en un instante cualquiera es necesario conocer la evolucién
anterior de la misma.

En los circuitos dindmicos excitados con fuentes de continua o de alterna, una vez que
ha trascurrido un cierto tiempo (régimen transitorio) se alcanza el denominado régimen
permanente, donde la respuesta se estabiliza en un valor constante o bien se repite perio-
dicamente, segtn la excitacién sea de continua o alterna, respectivamente. A modo de
ejemplo, en la Figura 1.1 y Figura 1.2 se ha representado la respuesta de un circuito RC
cuando se excita con una fuente de tension continua y fuente de tensién alterna respectiva-
mente. En ellas puede observarse como, tras el régimen transitorio, se alcanza el régimen
permanente.

t=0 R u(t) A
— W B

ugy

Y

Régimen Transitorio Régimen
permanente permanente

Figura 1.1. Conexi6n de un circuito RC a una fuente de corriente continua.
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u(t) A

_N\NANAN
VAVAVAY

Régimen
permanente

Régimen
permanente

Transitorio

Figura 1.2. Conexién de un circuito RC a una fuente de corriente alterna.

En general, la transicién de un régimen permanente a otro diferente involucra un periodo
transitorio. Estos procesos transitorios pueden tener su origen en diversas acciones, entre
las que destaca la apertura y cierre de interruptores, cortocircuitos o cualquier otra variacién
de la topologia o de los parametros del circuito.

1.2. Circuitos de primer orden

Los circuitos de primer orden son aquellos en los que cualquier tension o intensidad se
obtiene a partir de una ecuacion diferencial de primer orden. En general, son de primer
orden:

* Los circuitos en los que solamente existe un tnico elemento almacenador de energia
eléctrica: bobina o condensador, Figura 1.3.

Circuito Circuito
con con
resistencias resistencias
y C —/— y L
fuentes fuentes
(estético) (estético)

Figura 1.3. Circuitos de primer orden con un tinico elemento almacenador de energia.

* Los circuitos en los que existiendo varios elementos almacenadores de energia del
mismo tipo se pueden transformar en uno solo equivalente, Figura 1.4 y Figura 1.5.

Circuito Circuito Circuito
con con con
resistencias resistencias resistencias
¥ ¥ y prm—
fuentes J fuentes fuentes
(estético) (estético) (estético)

Figura 1.4. Circuito con dos condensadores conectados en serie y en paralelo.
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Circuito Circuito Circuito
con con con
resistencias resistencias resistencias
y y 3 3 R y
fuentes fuentes fuentes
(estédtico) (estético) (estatico)

Figura 1.5. Circuito con dos bobinas conectadas en serie y en paralelo.

1.2.1. Circuito RC

En primer lugar se considerarén los circuitos de primer orden en los que solo existe un
condensador o varios que pueden sustituirse por un tnico equivalente. Al existir un inico
condensador, el resto del circuito estard formado por fuentes y resistencias, pudiendo ser
sustituido por su equivalente de Thévenin, como se muestra en la Figura 1.6. De esta forma,
el estudio del circuito RC serie, excitado por una fuente de tension, engloba a todos los
circuitos de primer orden cuyo elemento almacenador es un condensador.

i(t)
Circuito P
con
resistencias +
y C =— uc(t) —
fuentes _
(estético)

Figura 1.6. Circuito RC y su equivalente Thévenin.

A continuacion se obtendrd la ecuacion diferencial que define el comportamiento de las
distintas variables del circuito de la Figura 1.6.

Ecuacion diferencial de la tension del condensador
Aplicando la ley de Kirchhoff de tensiones:

uc(t) + up(t) = uy(t) (1.1)

Teniendo en cuenta la ley de Ohm en la resistencia:

uc(t) + R-i(t) = u,(t) (1.2)

Usando la ecuacion de definicion del condensador

i(t) = 0=C (1.3)
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y tras ordenar términos, resulta:

duc(t) 1 gy (1)
i t) = 1.4
i T rete) = e 14
Ecuacion diferencial de la intensidad
Derivando la ecuacion (1.2) se obtiene:
due(t) di(t)  dug(t)
= 1.5
i d (15
Usando la ecuacién de definicion del condensador (1.3)
i(t) di(t) dug (t)
— + R—— = 1.6
C dt dt (1.6)
y reordenando términos, se llega a:
dit)y 1 1 duy(t)
_ P 1.7
i TRV Ea 47
Ecuacion diferencial de la tension en la resistencia
Si se deriva la ecuacién (1.1):
dug(t) | dup(t) _ duy(t) s
dt at  dt '
y usando la ecuacién de definicion del condensador (1.3), se obtiene lo siguiente:
i(t dup(t du,(t
it) , dup() _ duy(t) (1.9)

C dt dt

Finalmente, aplicando la ley de Ohm en la resistencia y ordenando términos, se tiene
que:
dug(t) iuR(t) _ du,,(t)
dt RC dt
Observando las ecuaciones diferenciales obtenidas para cada una de las variables, (1.4),
(1.7) y (1.10), puede comprobarse que todas ellas poseen los mismos coeficientes y solo
difieren en el término independiente.

(1.10)

1.2.2. Circuito RL

Se consideran ahora los circuitos de primer orden que poseen una bobina o varias que
pueden ser agrupadas en una sola equivalente. El resto del circuito estard formado ex-
clusivamente por fuentes y resistencias, no existiendo mas elementos almacenadores de
energia. Este parte del circuito puede ser sustituido por su equivalente de Norton, que
estard formado por una fuente de intensidad en paralelo con una resistencia, como se
muestra en la Figura 1.7.
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i) ir(t)
Circuito >
con .
resistencias + 'R (t) +

y L u(t) — i) R L u(t)

fuentes

(estdtico)

Figura 1.7. Circuito RL y su equivalente Norton.

A continuacién se obtendrd la ecuacion diferencial que define el comportamiento de
las distintas variables del circuito RL paralelo excitado con fuente de intensidad de la
Figura 1.7.

Ecuacion diferencial de la intensidad por la bobina

Aplicando la ley de Kirchhoff de intensidades:
ip(t) +ig(t) =1i,(t) (1.11)
Considerando la ley de Ohm en la resistencia

i () + % =i,(t) (1.12)

y teniendo en cuenta la ecuacién de definicién de la bobina

_ o dig(t)
u(t) = LZLE (1.13)

finalmente resulta, tras reordenar términos:

di,(t) R. . R
T + flL(t) = Ezg(t) (1.14)

Ecuacion diferencial de la tension del circuito

Derivando la ecuacién (1.12) se obtiene lo siguiente:

dig(t) | 1du(t) diy(t)

= 1.15
dt R dt dt (1.15)
Usando la ecuacién de definicion de la bobina (1.13)
u(t)  1du(t) dig(t)
kS = 1.1
L * R dt dt (1.16)
y reordenando términos, se llega a:
du(t di, (t
ut Ry —r o(t) (1.17)
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Ecuacién diferencial de la intensidad por la resistencia

Derivando la ecuacién (1.11)

dig(t) , dig(t) _ diy(t

= 1.18
dt dt dt (1.18)
y usando la ecuacion de definicion de la bobina (1.13), se obtiene lo siguiente:
t)  dig(t)  dig(t
u(t) + ip(t) _ 9( ) (1.19)

L dt dt

Finalmente, aplicando la ley de Ohm en la resistencia y después de ordenar los términos,
resulta:

dig(t) R, di,(t)
- t) =
a0 g
Puede observarse que los coeficientes de las ecuaciones diferenciales obtenidas para
cada una de las variables, (1.14), (1.17) y (1.20), son los mismos en todos los casos y solo

difieren en el término independiente. Esto permite escribir una ecuacién genérica para
todas ellas.

(1.20)

1.2.3. Ecuacion diferencial genérica de un circuito de primer orden

En la Figura 1.8 se muestran las ecuaciones diferenciales de todas las variables de los
circuitos RC y RL obtenidas en los apartados anteriores.

iL(t)
i)Y .
ig(t) R L =3 u(t)
dl;ft) + %z‘L(t) _ %z’g(t)
du(t) R diy(t)
a T f“(t) =g
dig(t) R dig(t)
gt +zirlt) = =4

Figura 1.8.

Segtn la Figura 1.8, puede observarse que todas las ecuaciones pueden expresarse de la
forma genérica
df (t)

1
o+ f () = g() (1.21)
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donde f(t) denota la tensién o intensidad considerada, g(t¢) es una funcién relacionada
con la fuente excitacion del circuito y 7 es una constante que depende de los pardmetros
de los elementos pasivos del circuito. La constante 7 se denomina constante de tiempo,
y su unidad en el SI es el segundo. Esta constante es caracteristica de cada circuito y su
valor es:

¢ Circuito RC: 7=R-C
* Circuito RL: 7=L/R

Debe tenerse en cuenta que, si en el circuito de primer orden existen varios condensadores
que pueden agruparse en uno solo, C representa la capacidad equivalente. Andlogamente,
L representa el coeficiente de autoinduccién de la bobina equivalente. Por tltimo, R es
la resistencia equivalente del circuito pasivo visto desde los terminales de L o de C. Por
tanto, en el caso mds general:

¢ Circuito RC: 7=R,-C,,
¢ Circuito RL: =L, /R,

1.3. Respuesta transitoria de los circuitos de primer orden

Como se ha expuesto, todas las tensiones e intensidades de los circuitos de primer orden
vienen dadas por la ecuacion diferencial lineal de primer orden de coeficientes constantes:

T4 21w = ot (122

La solucién de esta ecuacion servird para obtener la respuesta transitoria de las distintas
variables del circuito. Matematicamente, la solucién general de la ecuacién diferencial
puede expresarse como la suma de la solucién general de la ecuacién homogénea mds una
solucién particular de la ecuacién completa. En los circuitos eléctricos, la solucién de la
homogénea es conocida como respuesta natural del circuito, mientras que a la solucién
particular se la conoce como respuesta forzada o de régimen permanente. Por tanto, la
solucién de la ecuacidn diferencial (1.22) puede expresarse como

F@) = fo(®) + £, (1) (1.23)

donde f, (t) es la respuesta natural del circuito y Iy (t) es la respuesta forzada o de régimen
permanente. A continuacién se describe como determinar cada una de ellas.

1.3.1. Respuesta natural

La respuesta natural se corresponde matemdaticamente con la solucién de la ecuacion
diferencial homogénea, es decir, de la ecuacién igualada a cero
df (t)

1
v =0 (1.24)
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cuya solucién, parat > 0 es:
() =K e t/" (1.25)

Cabe sefialar que en la ecuacién homogénea (1.24) no aparece el término g(t), que era
el término debido a la fuente de excitacién. Por tanto, la solucién de esta ecuacion es la
respuesta de circuito si se anulasen las fuentes de excitacion, de ahi que reciba el nombre
de respuesta natural del circuito.

La respuesta natural de un circuito de primer orden es una exponencial cuya tasa de
decrecimiento viene marcada por el valor de la constante de tiempo, 7. En la Figura 1.9,
puede observarse que cuando ha transcurrido un tiempo igual al valor de la constante de
tiempo, la respuesta natural se ha reducido de su valor inicial, K, a 0,368 K, es decir, se
ha reducido un 63,2 % de su valor inicial. Aunque matemdticamente la respuesta natural
no desaparece nunca en el tiempo, en la practica puede considerarse que cuando el tiempo
trascurrido es igual a 57, la respuesta natural es despreciable, ya que tiene un valor de solo
0,007K.

falt) R
K

0,007 K

Y

0 T 5T t

Figura 1.9. Constante de tiempo. Decrecimiento de la respuesta natural.

En la Figura 1.10 puede observarse cémo un mayor valor de la constante tiempo se
corresponde con una mayor duracién de la respuesta natural.

fa(t)
fn(t) =K-e '/7

aumenta 7

-
P

0 t

Figura 1.10. Influencia de la constante de tiempo sobre la respuesta natural.
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1.3.2. Respuesta forzada o de régimen permanente

La respuesta forzada se corresponde matemdticamente con una solucion particular de la
ecuacion diferencial completa. Esta solucion particular es normalmente del mismo tipo
que el término independiente g(t), lo que significa que, en este caso, es del mismo tipo que
la excitacion del circuito. Ya que la respuesta natural tiende a cero, la respuesta forzada es
la que permanece en el tiempo, de ahi que en los circuitos eléctricos se le conozca también
como respuesta en régimen permanente.

Para obtener una solucién particular de una ecuacién diferencial de coeficientes constan-
tes pueden utilizarse diferentes métodos matemadticos, como variacion de los pardmetros y
coeficientes indeterminados, entre otros. Sin embargo, para los circuitos eléctricos con
excitaciones de continua y de alterna se han estudiado técnicas especificas para la obten-
ci6n del régimen permanente. Por ello, la respuesta forzada se obtendra utilizando dichas
técnicas.

1.3.3. Respuesta completa

Conocidas la respuesta natural y la respuesta de régimen permanente, la respuesta completa
serd:

FO) = [ + f() = K - e7T + [, (1) (1.26)

Si se ha obtenido la respuesta en régimen permanente, fp(t), y se ha determinado la
constante de tiempo del circuito, 7, solo queda calcular el valor de la constante K para
tener completamente definida la respuesta completa de la variable considerada.

El valor de la constante K se obtiene a partir del valor inicial de la variable, es decir, a
partir de f(0T). Asi, en t=0" se verifica que

FO0T) =K+ f,(0%) (1.27)
de donde
K = f(0%) - f,(0%) (1.28)
Con lo que finalmente se obtiene lo siguiente:
F(t) = £,(8) + [£(07) = £,(0%)] -e=*/7 (1.29)

Esta expresion permite obtener la tensién o intensidad de cualquier elemento de un
circuito de primer orden, donde:

* f(t) es la variable tensi6n o intensidad considerada.

. fp(t) es la respuesta en régimen permanente de dicha variable.

fp(0+) es el valor en =0T de la respuesta en régimen permanente.
* 7 es la constante de tiempo del circuito.

+ f(0") es el valor inicial de la variable.

En el apartado siguiente se mostrard cémo calcular f(0") en los circuitos de primer
orden.
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1.3.4. Condiciones iniciales

La transicién de un régimen permanente a otro diferente involucra, en general, un periodo
transitorio. En este periodo transitorio se produce una redistribucién de la energia almace-
nada en bobinas y condensadores, y un cambio en el estado energético de las fuentes. La
redistribucién de energia no puede tener lugar instantdneamente, lo que implica que, en
ausencia de respuestas de tipo impulsional, se cumple que:

* La tension en el condensador no puede sufrir discontinuidades:
uc(0%) = uc(07)

* Laintensidad en la bobina no puede sufrir discontinuidades:
i, (07) =i (07)

Teniendo en cuenta estas premisas, puede calcularse el valor inicial de cualquier tensién
o intensidad, f(0™), resolviendo el circuito en el que:

1. Las fuentes de excitacion, e, () e i,(t), se sustituyen por sendas fuentes de valor
constante:
- +y . — i (0t
E,=e,(07) ; I,=1i,07)
2. En el caso de un circuito RC, el condensador se sustituye por una fuente de tension

de valor:
UC(0+) =uc(07) =U,

3. En el caso de un circuito RL, la bobina se sustituye por una fuente de intensidad de
valor:

in(07) =i (07) =1,

En la Figura 1.11 se ha sintetizado el procedimiento a seguir, en el caso de un circuito
con condensador, para obtener el circuito en t=0" que permite calcular los valores iniciales
de cualquier variable. Andlogamente, en la la Figura 1.12, se muestra el procedimiento
para el caso de un circuito con bobina.

ig(t) ig(07)
(t=07%)
=
+
Circuito + Circuito
€y (t) compuesto por uc (t) €g (O*) compuesto por UU
Resistencias _ Resistencias

Figura 1.11. Obtencién del circuito en t=0. Circuito con condensador.
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ig(t) ig(0T)
(t = 0%)
iy, (t) i
Circuito Circuito
€g (f) compuesto por €g (0+ ) compuesto por I
Resistencias Resistencias

Figura 1.12. Obtencién del circuito en t=0. Circuito con bobina.

1.4. Generalizacion de la respuesta transitoria

Hasta ahora se ha considerado que el periodo transitorio objeto de andlisis comienza
en el instante ¢=0. No obstante, el estudio desarrollado en apartados anteriores puede
generalizarse a cualquier instante t=t,. Esto serd de gran utilidad cuando se quieran
analizar varios transitorios concatenados que comienzan en diferentes instantes. Para
ello, teniendo en cuenta que se trata de sistemas invariantes en el tiempo, si el transitorio
comenzara en t=t, la respuesta completa seria:

F) = £,(8) + [F(t) — £, (&) =107 (1.30)
Igualmente, para el calculo de la condiciones iniciales, debe tenerse en cuenta que, en
ausencia de respuestas de tipo impulsional:

* La tension en el condensador no puede sufrir discontinuidades:

uc(ty) = uc(ty) (1.31)
» La intensidad en la bobina no puede sufrir discontinuidades:

ig(tg) =iy (to) (1.32)

Teniendo en cuenta estas premisas, puede calcularse el valor inicial de cualquier tensién
o intensidad, f (tar), resolviendo el circuito en el que:

1. Las fuentes de excitacion, e, () e i,(t), se sustituyen por sendas fuentes de valor
constante:
— +y . — 5 (4T
Eg_eg(to) ) Ig_zg(to)
2. En el caso de un circuito RC, el condensador se sustituye por una fuente de tensién
de valor:

uc(ty) = uc(ty) =0y,

3. En el caso de un circuito RL, la bobina se sustituye por una fuente de intensidad de
valor:

ip(ty) =ig(ty) =1,
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La Figura 1.13 y la Figura 1.14 resumen el procedimiento a seguir para obtener el
circuito en t=t; que permite obtener los valores iniciales de cualquier variable en dicho

instante.
7 . +
ig(t) ig(ty)
(t=t7)
Circuito + Circuito
€g (t) compuesto por uc(t) €g (t(T compuesto por Ui,
Resistencias _ Resistencias
Figura 1.13. Obtencién del circuito en t=t{ . Circuito con condensador.
; o
ig(t) ig(tg)
(t=13)
ir(t)
Circuito Circuito
eg (t) comp‘ucstoApor €g (tg ) (:ouqJ'ucsto‘por I o
Resistencias Resistencias

Figura 1.14. Obtencién del circuito en t=t . Circuito con bobina.

1.5. Procedimiento para la obtencion de la respuesta de un circuito
de primer orden

A modo de resumen, se enumeran los pasos a seguir para obtener la tensién o intensidad
de cualquier elemento de un circuito de primer orden durante un transitorio que comience
en tar. Si denotamos por f(t) la variable que se desea calcular, esta vendra dada por:

@) = £,(0) + [Ft]) = £,(t)] - e (to)/ (1.33)

Cada uno de los términos de la expresion anterior se calculan como sigue:

1. Determinar la respuesta de la variable en régimen permanente, fp(t) para t>t.
Para este punto puede utilizarse cualquiera de las técnicas conocidas de andlisis de
circuitos en régimen permanente en corriente continua o alterna, segin sean las
fuentes del circuito. Para obtener fp(t(f ) basta con sustituir t=t,, en la expresién de
[,(t) obtenida. En el caso de que el circuito para t>?, no posea fuentes de excitacion
independientes, f,(¢) serd nula.
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2. Determinar la constante de tiempo del circuito, 7, para t>%. El valor de esta cons-
tante viene dado por =R, C,, (0 =L,/ R,,), si el circuito posee condensadores
(o bobinas). En primer lugar se obtendra el circuito pasivo anulando las fuentes
independientes y se asociardn todos los condensadores (bobinas) en uno equivalente.
Si esto no fuera posible, no se trata de un circuito de primer orden. A continua-
cién se determinard la resistencia equivalente del circuito desde los extremos del
condensador equivalente (bobina equivalente).

3. Determinar f(t7 ), valor inicial de la variable considerada. Sea cual sea la variable
que se quiere determinar para t>t, es necesario conocer la tension del condensador
uc(ty ) (intensidad de la bobina iy (¢, )) justo antes de comenzar el transitorio,
instante ¢, . Esta variable es, en principio, la inica que se mantiene constante desde ¢,
a tar. Conocido este valor, se podrd analizar el circuito en t=07, donde el condensador
(bobina) se sustituye por una fuente de tensién (intensidad) de valor u. (¢, ) (i, (¢, ).
Ademads, todas la fuentes independientes se sustituyen por fuentes de valor constante
e igual al valor de la fuente en t:ta”.

Cabe senalar que los tres pasos anteriores son independientes entre si, por lo que el
orden puede alterarse libremente. Con ello, se habrdn determinado todos los términos que
constituyen la respuesta completa de la variable buscada.

Ejemplo 1.5.1. En el circuito de la Figura 1.15, en ¢t=0 se cierra el interruptor. Calcular la
tension u (t) y la intensidad ¢(¢) para t>0, sabiendo que u(07)=4 V.

it) 3 =0

*—

15V 6F ——= uc(t)

Figura 1.15.

Solucion. Al tratarse de un circuito de primer orden, la tension u(t) y la intensidad 4(t)
vendran expresadas por:

ul,(t) + [uc(0F) — uly(0%)] - e7V/7
P(t) + [i(0T) — P (0F)] -e /7

uc(t)

i(t)

A continuacién se determinard la respuesta en régimen permanente, la constante de
tiempo y la condicion inicial de estas variables.
Respuesta en régimen permanente. En este caso, una vez cerrado el interruptor, la tnica
fuente de excitacion es de corriente continua, por lo que habra que resolver el circuito en
régimen permanente de continua mostrado en la Figura 1.16, donde el condensador se ha
sustituido por un circuito abierto.
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Figura 1.16. Circuito en régimen permanente de corriente continua.

Resolviendo el circuito de la Figura 1.16 se obtienen las magnitudes en régimen perma-
nente:
PP(t)=0A ; uf(t) =15V

Asimismo:
P(0T)=0A; v (0T)=15V
Constante de tiempo. Al ser un circuito de tipo RC, la constante de tiempo es la siguiente:

T=RC=3-6=18s

Condiciones iniciales. Segtin el enunciado, antes de cerrar el interruptor la tensién del
condensador es u (0~ )=4 V. Para obtener las condiciones iniciales se empleard el circuito
en el instante =07 Dicho circuito se obtiene a partir del circuito original, una vez cerrado
el interruptor, sustituyendo en este caso el condensador por una fuente de tension de valor
ue(0T). Salvo respuesta de tipo impulsional, la tensién en el condensador no varia al
cerrar interruptor, por tanto:

ue(0T) =us(07) =4V

El circuito en el instante t=0" se muestra en la Figura 1.17.

i(0t) 30

— WA

15V uc(0T)=4V

Figura 1.17. Circuito en t=07.

A partir del circuito de la Figura 1.17 es facil obtener i (0" ):

. 15—-4 11
0==5-=3
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En consecuencia, i(t) y uo(t) para t>0 son las siguientes:

IS
Q
—~
=

I

11

ul(t) + [uc(07) —ule(07)] e/ =15+ [4—15]- e /B =15 - 11 . e /1Y
11
iP(8) + [i(0%) —iP(07)] e /T =0+ {3 B 0] et/18 _ u oIS A

Ejemplo 1.5.2. En el circuito de la Figura 1.18, en t=0 se cierra el interruptor. Sabiendo
que i, (t)=20+/2 sen (5t + 45°) A, calcular la intensidad i (¢) para ¢>0.

t=0
ir(t) ir(t)

ig(t) 109 5H

Figura 1.18.

Solucion. Al tratarse de un circuito de primer orden, la intensidad i 5 (¢) vendrd dada por:
in(t) = B (1) + [i5(07) — p(09)] -e™/"

A continuacién se determinard la respuesta en régimen permanente, la constante de
tiempo y la condicidn inicial de esta variable.

Respuesta en régimen permanente. En este caso, una vez que el interruptor se cierra, la
unica fuente de excitacion en el circuito resultante es de corriente alterna. Por ello, habra
que resolver el circuito en régimen permanente de alterna, para lo cual se usard el circuito
en el dominio fasorial mostrado en la Figura 1.19.

TP
IR

20/45° A 10Q 255

Figura 1.19. Circuito en régimen permanente de alterna.

Resolviendo el circuito de la Figura 1.19 se obtiene 71;%:

1

o 10 o o

sl
+

255
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Una vez obtenida la intensidad en régimen permanente en el dominio fasorial, se
obtendrd la intensidad en régimen permanente en el dominio temporal:

i%(t) = 18,57V 2 sen (5t + 66,8°) A
cuyo valor para t=07 es el siguiente:
i%(07) = 18,57\/§sen(66,8°) ~ 24,14 A

Constante de tiempo. Al ser un circuito RL, la constante de tiempo (para ¢t>0) es la

siguiente:
L ) 1

R-102°

Condiciones iniciales. Antes de cerrar el interruptor no circula intensidad por la bobina,
por lo que i, (07 )=0 A. Para obtener la condicién inicial se empleard el circuito corres-
pondiente al instante t=0". Dicho circuito se obtiene a partir del circuito original, una vez
cerrado el interruptor, sustituyendo, en este caso, la bobina por una fuente de intensidad
de valor i, (0T). Salvo respuesta de tipo impulsional, la intensidad de una bobina no varfa
al cerrar interruptor, por tanto:

iL(O+) =i (07)=0A

Ademds, la fuente de alterna i (t) se sustituye por una fuente de valor constante igual a

i,(07), que en este caso es:

i,(07) = 20v2sen(0 + 45°) =20 A

El circuito en el instante =07 se muestra en la Figura 1.20.

ir(07)
ig(0F) =20A 109 iL(07) =0A

Figura 1.20. Circuito en t=0".

A partir del circuito de la Figura 1.20 es f4cil obtener i 5 (07):
ir(0T) =20A
Finalmente, la intensidad i (¢) para >0 es la siguiente:

in(t) = iR (t) + [ig(07) — iH(0F)] - e™¥/7
= 18,57v/2sen(5t + 66,8°) 4 [20 — 24,14] - e "2* A
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1.6. Casos que provocan impulsos

Como se ha indicado anteriormente, las tensiones de los condensadores y las intensida-
des de las bobinas no pueden sufrir discontinuidades en ausencia de respuestas de tipo
impulsional. Sin embargo, en determinadas situaciones estas variables pueden sufrir una
discontinuidad de tipo salto, apareciendo un escalén en su evolucién, llevando asociada
una respuesta impulsional. Estas situaciones son dos:

» Conexion en paralelo de condensadores con distinta tension inicial.
» Conexion en serie de bobinas con distinta intensidad inicial.

1.6.1. Condensadores en paralelo

Considérese el circuito de la Figura 1.21 donde los condensadores C; y C, se conectardn
en paralelo al cerrarse el interruptor en t=t,. En el instante ¢, , justo antes de cerrar el
interruptor, los condensadores se encuentran cargados a diferente tension, u, (¢, )#us(ty ).
Al cerrar el interruptor, ambos condensadores quedan en paralelo y necesariamente tendran
que igualar sus tensiones, es decir, u; (7 )=u,(t{ )=u(t{). En este caso no se puede
aplicar, como se ha hecho hasta ahora, que la tensién de cada condensador se mantiene
desde el instante t; al instante ¢ .

=h t=t i(t)
——e e ~—o—>
+ + + + +
- - — | —
ur(ty ) # ua(ty) ui(ty) = ua(ty) = ulty)

Figura 1.21. Conexi6n de dos condensadores en paralelo.

Para obtener el valor de la tensién comtin de los dos condensadores en ¢ se aplica el
principio de conservacion de carga, el cual establece que la carga total en un sistema aislado

es constante. Esto implica que la carga total almacenada no puede cambiar bruscamente.

De esta forma:
S4;(tg) = Ba;(tg) = Cru(ty) + Coug(ty) = (Cy + Cy) ulty) (1.34)
Por tanto, la tensién que tendran ambos condensadores en ¢~ serd:

Ciuy(ty ) + Cous(ty)

1.35
C,+ G, (1.35)

ulty) =

A partir de ese instante, puede considerarse que el circuito posee un solo condensador
de capacidad C,,=C, +C, cargado a la tensién u(td).

Aunque la carga total se conserva, existe un transvase de carga desde un condensador a
otro en un tiempo infinitesimal. Esto solo puede conseguirse si la intensidad que circula es
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muy elevada, concretamente de tipo impulsional. La intensidad que circula en el instante

de cerrar el interruptor se puede calcular teniendo en cuenta la ecuacién del condensador

Cy:

duy(t)
dt

duy(t)

i(t) =Cy o7

dt (1.36)

Integrando ambos miembros entre ¢; y ¢, resulta:

t t+
[ itwar=c, [T P8 ar = putei) - i) 20 a3)
t ta

to
Teniendo en cuenta que la funcién delta de Dirac o impulso unitario satisface las
siguientes propiedades

co sit=t t
S(t—ty) = 0 / St —ty)dt =1 1.38
(t—1tp) {0 Sit £t - (t—1o) (1.38)

0

se deduce que el valor de la intensidad sera:
i(t) = Cy (ulty) — us(tg)) - 0t — o) (1.39)

Si en lugar de dos condensadores, se tienen n condensadores con diferentes tensiones
iniciales que se conectan en paralelo en un instante ¢, la tension de todos ellos en tar viene

dada por:
2 i Ciuslty)
t5) = ==t 1.40
=TT (140
A partir del incremento de tensién que sufre cada condensador, puede determinarse la
intensidad que circula por €l en ¢, segin:

i;(t) = C; (u(td) — uylty)) - 6(t — tp) (1.41)

En esta ultima ecuacién se han supuesto referencias pasivas, es decir, que la intensidad
calculada es la que circula del terminal positivo al negativo de la tensién.

1.6.2. Bobinas en serie

En el circuito de la Figura 1.22 se tienen dos bobinas por las que circulan sendas intensida-
des i, (t) e i5(t). Al abrirse el interruptor, las bobinas quedaran conectadas en serie siendo,
por tanto, la misma intensidad para ambas. Si en el instante 7, las intensidades tienen
valores diferentes, i, (t, )#i,(t, ), cuando se abra el interruptor las bobinas no podrdn
mantener estos valores ya que debe cumplirse que i, (t{)=i5(td )=i(t{ ). En esta caso no
se puede considerar, como se ha hecho hasta ahora, que la intensidad de las bobinas se
mantienen desde el instante ¢, al instante ¢ .

Para obtener el valor de la intensidad inmediatamente después de abrir el interruptor, se
tendra en cuenta el principio de conservacion de flujo, el cual establece que el flujo total
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t=tg t=t§
=\,= —0>)/0-—
Ly iy(t) Ly ir(t)

hi(t)

Lo ig(t) Ly jy(t)
— — N
i (ty) # ia(ty) i(tg) =ia(tg) = i(ty)

Figura 1.22. Conexi6n de dos bobinas en serie.

no puede cambiar bruscamente:

Soi(ty) =S¢, (t5) = Lyiy(ty) + Lyiy(ty) = (Ly + Ly) i(t]) (1.42)

Por tanto, la intensidad que circula por ambas bobinas en tg serd:

Lyiy(ty ) + Lais(ty )

i(ty) =
0 L, +1L,

(1.43)

A partir de ese instante, puede considerarse que el circuito posee una sola bobina de
coeficiente de autoinduccion L, =L, +L, con intensidad inicial ().

La discontinuidad que aparece en la intensidad de cada bobina lleva asociada una
respuesta de tipo impulsional en su respectiva tension. La tension a la que se ve sometida
la bobina L, se puede calcular teniendo en cuenta su ecuacion:

diq (t) diq(t)
t)=L,— t)dt = L, —>—~dt 1.44
u(t) . u(t) R (1.44)
Integrando ambos miembros entre ¢§ y ¢, resulta:
td 5 i (t
/ti u(t)dt = L, /r %)dt = Lyi(t]) — Lyiy(t5) # 0 (1.45)
0 0

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién delta de Dirac (1.38), el valor de la
tension sera:

u(t) = Ly (i(tg) —i1(tg)) - 6(t —to) (1.46)

El estudio puede extenderse ficilmente a n bobinas con intensidades iniciales diferentes
que, en un instante determinado ¢, se conectan en serie. La intensidad de todas ellas en
td viene dada por:

n . —

Do Lidi(ty)
=1 0
12”712- (1.47)
=1 "1

i(ty) =
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Finalmente, a partir del incremento de intensidad que sufre la intensidad de cada bobina,
puede determinarse la tension a la que se ve sometida cada una de ellas en ¢:

w;(t) = Ly (i(tg) —i,(ty ) - 6(t — t) (1.48)

En esta dltima ecuacion se han supuesto referencias pasivas para la tension e intensidad
de cada bobina.

1.7. Modelo de condensador y bobina con condiciones iniciales

En las situaciones en las que un condensador tenga carga inicial o que por una bobina
circule una determinada intensidad inicial, se pueden establecer modelos que facilitan su
tratamiento.

Para el caso del condensador, si la tension inicial es u (7 ), entonces la tension en el
mismo para cualquier instante de tiempo tztar se puede expresar de la siguiente forma ':

ty .
uc(t) = uc(ty) + / ’Cg) A\ = ug(ty) + ud(t) (1.49)

t

donde u (t) es la tensién de un condensador descargado. De esta forma se obtiene el
circuito equivalente de la Figura 1.23.

ic(t)

uo(ty)

Figura 1.23. Circuito equivalente de condensador cargado inicialmente.

Para la bobina, si la intensidad inicial que circula por ella es i (¢ ), entonces la intensi-
dad en la misma para cualquier instante de tiempo tzta' se puede expresar de la siguiente

forma: N
tU
@) =)+ [ an= i)+ id ) (1.50)
t

donde i% (t) es la intensidad de una bobina sin condicién inicial. De esta forma se obtiene
el circuito equivalente de la Figura 1.24.

Se ha usado la variable A para evitar que coincidan la variable de integracién con el limite superior de
integracion.
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ir(t)
B ())
w() ir(ty)

Figura 1.24. Circuito equivalente de bobina por la que circula una intensidad inicial.

Estos modelos se pueden usar en cualquier situacion, sin embargo serd especialmente
util para resolucidn de circuitos donde haya condensadores conectados en serie y/o bobinas

conectadas en paralelo.






