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			Capítulo 1

			Modelagem e representação de sistemas 

			Existem duas abordagens principais para a modelagem de sistemas dinâmicos. A primeira é conhecida como modelagem por parâmetros concentrados, amplamente utilizada para descrever sistemas dinâmicos por meio de uma descrição baseada no armazenamento e na dissipação de energia. Esta abordagem foca em elementos discretos, como resistores, capacitores e indutores, que representam a dissipação e o armazenamento de energia em sistemas físicos. Essa é a abordagem que estudaremos ao longo deste livro.

			A segunda abordagem é a modelagem com parâmetros distribuídos, que descreve as características físicas de um sistema ao longo de suas diferentes dimensões. Este método é especialmente útil para analisar fenômenos que variam espacialmente, como a distribuição de temperatura em um corpo ou a deformação de estruturas. Técnicas como o método dos elementos finitos são frequentemente utilizadas nesta abordagem para resolver as equações diferenciais parciais que surgem desses problemas.

			Neste capítulo, focaremos na modelagem de sistemas dinâmicos utilizando analogias com circuitos elétricos. Sistemas mecânicos, hidráulicos e térmicos podem ser representados por meio de equações diferenciais que são matematicamente equivalentes às dos circuitos elétricos. Essa equivalência permite a aplicação das Leis de Kirchhoff, o que simplifica a obtenção das equações diferenciais dos sistemas.

			Com as equações diferenciais em mãos, podemos representar os sistemas em diferentes formas, como modelos com integradores, diagramas de blocos, equações de estado, funções de transferência e diagramas de fluxo.

			1.1. Diagramas de Blocos

			Os sistemas e os subsistemas podem ser representados como diagramas de blocos com funções no plano de Laplace, desde que o conteúdo de cada bloco garanta que a entrada não seja perturbada pelas perturbações na saída, por exemplo uma variação de carga no eixo de uma máquina que afete o comportamento da máquina, ou uma variação de carga em uma rede elétrica que possa afetar um gerador. Isso quer dizer que a impedância de entrada de cada bloco deveria ser infinita (ou suficientemente grande). Normalmente a função dentro de um bloco é representada no plano de Laplace (com o operador linear “s”). A saída do bloco é o produto da entrada pela função do bloco. A Figura 1.1 ilustra uma representação de um sistema em um bloco:

			Figura 1.1. Representação de um bloco.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Os blocos podem formar diferentes combinações de subsistemas em forma sequencial (cascata), paralela, realimentada e de várias outras formas. Se não garantir que cada bloco tem impedância de entrada infinita, o modelo não será válido. A grande maioria dos sensores e atuadores tem impedância de entrada infinita. 

			Os blocos em cascata têm uma analogia com uma sequência de amplificadores em série, em ambos os casos a função final é mantida se cada elemento tiver impedância suficientemente alta para que perturbações não afetem as etapas anteriores. De fato, uma sequência de amplificadores com baixa impedância de entrada não pode ser representada como o produto dos ganhos dos amplificadores. Cumprindo com a condição de impedância de entrada infinita, pode-se garantir que uma sequência de blocos em série ou cascata equivale ao produto das funções dos blocos, como ilustrado na Figura 1.2.

			Figura 1.2. Blocos em cascata.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Os blocos em paralelo equivalem à soma ponderada dos fluxos. Os somadores podem ter sinais positivos ou negativos na entrada, são representados por círculos e a sua saída é a soma ponderada total. Os pontos de bifurcação são extensões do fluxo para outros blocos, somadores ou blocos. A Figura 1.3. ilustra esses casos.

			Figura 1.3. Ponto de bifurcação, somador e blocos em paralelo.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			As realimentações são comuns nos diagramas de blocos; elas podem ser realimentações positivas ou negativas. Nesses casos, a saída do somador é chamada de erro (e). A realimentação é conhecida como “f” e equivale ao produto da saída pelo bloco de realimentação “H”, ou seja, f = y ∙ H. A Figura 1.4. mostra um sistema realimentado e a dedução matemática da função equivalente resultante. A relação entre a saída y e a entrada u em uma malha fechada é:

			y = G ∙ e = G ∙ (u ± y ∙ H) → y = G ∙ u ± G ∙ H ∙ y 

			→ y (1 ± G ∙ H) = G ∙ u
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							(1.1)

						
					

				
			

			Figura 1.4. Realimentação de blocos.
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			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Os pontos de bifurcação e os pontos de soma (somadores) podem ser deslocados para facilitar a redução de blocos para determinar a função equivalente. Seguem algumas regras de deslocamento de ponto de soma na Figura 1.5, e regras de deslocamento de ponto de bifurcação na Figura 1.6.

			Figura 1.5. Regras de deslocamento de ponto de soma. 

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Figura 1.6. Regras de deslocamento de ponto de bifurcação.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.1. Reduzir o diagrama de blocos para determinar a relação entre saída y e entrada u:

							Figura 1.7. Diagrama de blocos.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Deslocando o ponto de bifurcação de “d” para o ponto “e”, o ponto “d” é eliminado. 

							Figura 1.8. Diagrama de blocos.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Deslocando o ponto de soma “b” para trás do bloco G1, o somador “b” é eliminado.

							Figura 1.9. Diagrama de blocos.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

Associando G1 em série com G2, G3 em série com G4, e [image: ] em série com [image: ]:

							Figura 1.10. Diagrama de blocos.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Fechando a malha: a → G1 ∙ G2 → H: 
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											(1.2)

										
						
					

				
			

			
							Fechando a malha: c → G3 ∙ G4: 
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											(1.3)

										
									

								
							

							Figura 1.11. Diagrama equivalente.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

Fechando a malha: 
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											(1.4)

										
									

								
							

							Figura 1.12. Sistema reduzido.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

		


			Quando há mais de uma fonte, deve-se aplicar o princípio de superposição de fontes, ou seja, considerar uma fonte por vez ignorando todas as outras e calcular a(s) saída(s) desejada(s). Depois, deve-se repetir para todas as fontes. Finalmente a saída desejada será a somatória das contribuições de cada fonte.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.2. Determine as saídas em função das fontes. 

							Figura 1.13. Diagrama de blocos.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Para entrada “u”: Eliminar entrada “n”. O somador “b” é eliminado.

							Figura 1.14. Diagrama equivalente.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Seja yu a saída devida à entrada “u”: 
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											(1.5)

										
									

								
							

							Para entrada “n”: Eliminar entrada “u”. O somador “a” é eliminado. Observe que o fluxo negativo da saída de “H” deve ser representado como um ganho unitário negativo (-1).

Figura 1.15. Diagrama de blocos.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Realocando os blocos:

							Figura 1.16. Diagrama equivalente.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Seja yn a saída devida à entrada “n”: 
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											(1.6)

										
									

								
							

							Finalmente, a saída é a soma das saídas parciais:
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							Se houver mais saídas, foque na de interesse para a resolução do problema, por exemplo, para controlar uma variável, filtrar um sinal, entre outros.

						
					

				
			

			
			
			1.2. Variáveis de um Ponto e de Dois Pontos

			Tendo entendido o conceito de diagrama de blocos, é importante conhecer os dois tipos usados na modelagem de sistemas. As variáveis de um ponto (ou variáveis “através”) são aquelas que podem ser medidas ou obtidas a partir de um único ponto do sistema já que são variáveis não relativas (que não variam em função de outras referências). A Figura 1.17. mostra as variáveis de um ponto como um fluxo que entra em um sistema e sai sem ser alterada, ou seja, não é relativa. Nos sistemas elétricos, a corrente (i) é uma variável de um ponto já que não varia ao entrar e sair de algum elemento. Nos sistemas hidráulicos e pneumáticos, a vazão (J) é uma variável de um ponto já que a quantidade de volume por unidade de tempo pode ser medida em um único ponto, e a vazão total entrando em um sistema é equivalente à vazão total saindo deste sistema. Nos sistemas térmicos o fluxo calórico (Q) é uma variável de um ponto, já que não varia quando flui entre dois corpos com temperaturas diferentes. Nos sistemas mecânicos a força (F) e o torque (τ) são variáveis de um ponto, já que podem ser medidas diretamente em diferentes pontos do sistema sem necessidade de referenciais (por exemplo, a força em uma massa pode ser diretamente medida com um dinamômetro fixado em um único ponto).

			Figura 1.17. Variáveis de 1 ponto. 

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Observe que a variável não é alterada ao sair do sistema.

			As variáveis de dois pontos (ou também conhecidas como variáveis “entre”) são aquelas que precisam de uma referência para poder medi-las e sofrem alteração ao passar por um elemento de armazenamento ou de dissipação de energia. A Figura 1.18 mostra em forma geral as variáveis de 2 pontos. Nos sistemas mecânicos a velocidade de movimento linear (v) é uma variável de 2 pontos, já que é relativa e pode ser diferente dependendo da referência que está sendo medida, o mesmo vale para a velocidade angular (ω). A posição linear (x) e a posição angular (θ) também são variáveis de dois pontos, já que podem variar dependendo das referências. A altura (h) é uma posição relativa, e por isso é uma variável de 2 pontos (por exemplo, uma aeronave pode voar a uma altitude referida ao nível do mar, mas quando está perto de pousar ela navega em função da altitude referida ao solo). Nos sistemas elétricos, a tensão (u) é uma variável de 2 pontos, já que seu valor é diferente se referido a terra ou se referido a outro ponto. Nos sistemas hidráulicos e pneumáticos a pressão (P) e a altura de coluna de fluido (h) são variáveis de 2 pontos, já que podem ter valores diferentes se medidas a partir de diferentes referências. Nos sistemas térmicos a temperatura (T) é uma variável de 2 pontos, já que precisa de um referencial para ser medido.

			Figura 1.18. Variáveis de 2 pontos. 

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Observe que a variável é alterada ao sair do sistema.

			1.3. Elementos dos Sistemas Elétricos

			Os sistemas elétricos (passivos analógicos) podem se caracterizar do ponto de vista energético. A corrente i com unidade Ampere (A) é a variável de 1 ponto, e a tensão u com unidade volts (V) é a variável de dois pontos.

			Indutor elétrico: o elemento que armazena energia cinética é o indutor ou indutância (L) com unidade em Henrios (H) e guarda energia em forma de campo magnético. O indutor é ilustrado na Figura 1.19. Quando carregado, a condição inicial é uma corrente. A equação da variável de 1 ponto é:
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			E a equação de variável de dois pontos:
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			Energia cinética no indutor:
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							(1.10)

						
					

				
			

			Sendo iL a corrente do indutor, uL a tensão do indutor, iO o valor inicial e T a energia do indutor.

			Figura 1.19. Indutor elétrico.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Capacitor elétrico: o elemento armazenador de energia potencial é o capacitor (C) com unidade em Fadários (F) que armazena energia em forma de campo elétrico. Quando carregado, armazena uma tensão como condição inicial. O capacitor é ilustrado na Figura 1.20. A equação da variável de 2 pontos é:
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							(1.11)

						
					

				
			

			E a equação da variável de 2 pontos é:
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							(1.12)

						
					

				
			

			Energia potencial no capacitor:
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							(1.13)

						
					

				
			

			Sendo iC a corrente no capacitor, uC a tensão no capacitor, uO o valor inicial da tensão, C a capacitância, e U a energia potencial.

			Figura 1.20. Capacitor elétrico. Equações e simbologia.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Resistor elétrico: o elemento que dissipa energia elétrica transformando-a em energia térmica é o resistor (R) com unidade em Ohms (Ω). Ao invés de armazenar energia, dissipa ela em forma de potência dissipada. O resistor é ilustrado na Figura 1.21. A equação da variável de 2 pontos é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							uR = iR ∙ R

						
							
							(1.14)

						
					

				
			

			E a equação da variável de um ponto é: 
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							(1.15)

						
					

				
			

			A energia dissipada em forma de potência é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							P = R ∙ iR2

						
							
							(1.16)

						
					

				
			

			Sendo iR a corrente no resistor, uR a tensão no resistor, R a resistência elétrica, e P a potência dissipada.

			Figura 1.21. Resistor elétrico. Equações e simbologia.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			As equações diferenciais são a forma mais simples de representar matematicamente um sistema, sobretudo se o sistema for considerado linear. Para circuitos elétricos, podem-se obter as equações diferenciais escrevendo as equações de malhas e nós seguindo as leis de Kirchhoff e isolando as derivadas mais altas. É importante que cada equação diferencial deve caracterizar as variáveis dos armazenadores. 

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.3. Obter as equações diferenciais do circuito a seguir.

							Figura 1.22. Circuito elétrico.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Nó u1:
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											(1.17)

										
									

								
							

							Aplicando derivada em ambos os lados:
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							Isolando a derivada mais alta:
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							Nó u2:

							
								
									
									
								
								
									
											
											[image: ]

										
											
											(1.20)

										
									

								
							

							Aplicando derivada em ambos os lados:
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Isolando a derivada mais alta:
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											(1.22)

										
									

								
							

							Semimalha u1 - u2:
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											(1.23)

						
					


				
			

			
						
					

				
			

			Dualidade entre circuitos

			Um circuito elétrico pode ser equivalente quando as equações do sistema são análogas, apesar de ter diferentes variáveis, a solução das equações é equivalente. Se observar as equações da corrente de capacitor e tensão de indutor, elas são matematicamente equivalentes.
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							(1.24)

						
					

				
			

			Algumas vezes é mais conveniente ao objetivo do projeto analisar circuitos transformando-os a sua forma dual seguindo estas regras:

			
					A carga deve ser equivalente ao fluxo, e vice-versa: q ≡ ∅

					A corrente deve ser equivalente à tensão, e vice-versa: i ≡ u

					A resistência deve ser equivalente à condutância, e vice-versa: [image: ]

					A impedância deve ser equivalente à admitância, e vice-versa: Z ≡ Y

					Um curto-circuito deve ser equivalente a um circuito aberto, e vice-versa.

					A capacitância deve ser equivalente à indutância, e vice-versa: C ≡ L

					Uma conexão série equivale a uma conexão paralela, e vice-versa.

			

			Ao resolver as equações, os valores calculados numéricos são equivalentes às variáveis do circuito original. 

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo. 1.4. Transformar o circuito a seguir ao seu equivalente dual. Escrever as equações diferenciais do circuito dual se: R1 = 10Ω, R2 = 40Ω, C1 = C2 = 0,1F, L = 0,5H. 

							Figura 1.23. Circuito elétrico.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Fazendo analogia da dualidade, i1 = u1; G1 = [image: ]; La = C1; G2 = 1/R2; u = i; C = L; Lb = C2 e i2 = u2. 

							Figura 1.24. Dualidade do circuito.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Observe que, resolvendo as correntes ia, ib, ic, id, e ie, resolve-se a tensão nos elementos do circuito original. Resolvendo as tensões x e y, encontramos as correntes de malha do circuito original. Supor que u1, u2 e i são fontes conhecidas, mas não especificadas.

							Nó x:
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							Substituindo variáveis duais: 
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							Derivando:
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											(1.27)

										
									

								
							

							Como u1 e i são fontes conhecidas, x é a variável.
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											(1.28)

										
									

								
							

							Nó y:
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											(1.29)

										
									

								
							

							Substituindo variáveis duais:
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											(1.30)

										
									

								
							

							Derivando:
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											(1.31)

										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Como u2 e i são fontes conhecidas, y é a variável.
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							Para relacionar as tensões x e y, observe no circuito que u = x - y, considerando a polaridade de u. Substituindo valores, a terceira equação do sistema é:

							
								
									
									
								
								
									
											
											i = x - y 
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							Finalmente, devem ser resolvidas as três equações, sendo duas equações diferenciais e uma algébrica.

						
					

				
			




			Quando o circuito é simples e pode ser descrito com apenas uma equação, é possível resolver manualmente a equação diferencial do sistema. Se for de segunda ordem, pode ser resolvida diretamente; se for de ordem maior, pode ser resolvida usando transformada de Laplace, conforme explicado no capítulo 3. É necessário reduzir o circuito na medida do possível, estabelecer a equação diferencial, determinar as condições iniciais, calcular a resposta natural e a resposta forçada. Quando o circuito tem mais de uma equação diferencial, é recomendável uma resolução numérica. Uma forma simples é obter um modelo com integradores e resolver computacionalmente, como será explicado nas próximas seções. No próximo exemplo, vamos resolver manualmente um circuito simples.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.5. Considere o circuito com fonte DC. Resolva manualmente a equação diferencial da corrente no indutor iL.

							Figura 1.25. Circuito elétrico.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							A fonte de tensão em série com R1 pode ser convertida em uma corrente em paralelo ao mesmo resistor R1, o valor da fonte de corrente é:
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							Figura 1.26. Transformação de fonte.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Ao fechar o interruptor no instante t = 0, R1 e R2 podem se juntar em um resistor equivalente.
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											(1.35)

										
									

								
							

							Figura 1.27. Circuito equivalente após fechar o interruptor.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Montando a equação de corrente de Kirchoff: i = iR + iC + iL
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							Derivando:
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							Equação característica para resolver a equação diferencial: 
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							Raízes:
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							A solução natural (resposta natural) tem a forma:

							
								
									
									
								
								
									
											
											uN (t) = Ae -82,17t + Be -596,56t

										
											
											(1.39)

										
									

								
							

							A solução forçada corresponde à tensão no indutor uL no instante infinito. Quando o tempo é suficientemente grande, o indutor se comporta como um curto-circuito, logo, a tensão é nula. Sendo assim, a resposta forçada da tensão no indutor é uf (t) = 0. A tensão no indutor corresponde à soma da resposta natural e a resposta forçada. 

							
								
									
									
								
								
									
											
											uL (t) = un (t) + uf (t) = Ae -82,17t + Be -596,56

										
											
											(1.40)

										
									

								
							

							Observe que queremos calcular a corrente no indutor. Resulta que a corrente vai ter a mesma equação característica que a tensão, ou seja, 
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											λ1 = -82,17 e λ2 = -596,56

										
											
											(1.41)

										
									

								
							

							Isso ocorre porque o sistema é o mesmo e mantém as raízes características (também conhecidas como polos). Isso será demonstrado no capítulo 3. Assim, a resposta natural da corrente no indutor mantém a forma que a resposta natural da tensão, porém, com diferentes constantes.

							
								
									
									
								
								
									
											
											iN (t) = Ce -82,17t + De -596,56t
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							A resposta forçada da corrente, em contrapartida, não é a mesma resposta forçada da tensão. Observe no circuito que, depois de um tempo infinito o indutor se comporta como curto-circuito, circula nele a mesma corrente da fonte, ou seja, iL (∞) = i = 0,1A.

							Logo, a corrente forçada no indutor é:

							
								
									
									
								
								
									
											
											if (t) = 0,1
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							A corrente no indutor é iL (t) = iN (t) + if (t), ou seja,

							
								
									
									
								
								
									
											
											iL (t) = Ce -82,17t + De -596,56t + 0,1
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											(1.44)

										
									

								
							

							No instante t = 0, a corrente no indutor é nula, já que o indutor se comporta como um circuito aberto, ou seja, i(0) = 0. Observe que:
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											(1.45)

										
									

								
							

							No instante t = 0,
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							iL (0) = C + D + 0,1 =0

							Logo,
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											(1.46)

										
									

								
							

							Ao substituir a condição inicial, chegamos aos valores de C e D,

							C = -0,116; D = 0,016

						
					

				

					
							
							Finalmente, a corrente no indutor é:

							
								
									
									
								
								
									
											
											iL (t) = -0,116e^ e -82,17t + 0,016e -596,56t + 0,1

										
											
											(1.47)

										
									

								
			

			
				
					
				
				
							

						
					

				
			

			1.4. Elementos de Sistemas Mecânicos

			Os sistemas mecânicos, assim como os sistemas elétricos, também podem se caracterizar do ponto de vista energético. 

			Sistemas mecânicos com deslocamento retilíneo

			A variável de um ponto é a Força (F) com unidade Newton (N), e a variável de dois pontos pode ser a velocidade (v) com unidade metro por segundo (m/s) e a posição (x) com unidade em metros (m).

			Massa (M ou m): o elemento que armazena energia cinética e potencial é a massa, com unidade em quilogramas (kg). A Figura 1.28 ilustra a representação da massa. Quando carregada, a condição inicial é uma velocidade vo.

			Figura 1.28. Representação da massa.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A equação da variável de 1 ponto é:
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							(1.48)

						
					

				
			

			E a equação da variável de 2 pontos é: 
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							(1.49)

						
					

				
			

			A energia cinética da massa é:
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							(1.50)

						
					

				
			

			E a energia potencial da massa é: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							U = m ∙ g ∙ h

						
							
							(1.51)

						
					

				
			

			Sendo FM a força na massa, vM a velocidade da massa, x a posição da massa, h a altura relativa ao referencial com energia potencial nula, T a energia cinética da massa e U é a energia potencial da massa.

			Mola (K): o elemento armazenador de energia potencial é a mola (K, ou rigidez da mola), com unidade Newton/metro (N / m). A Figura 1.29 ilustra a representação da mola. Quando carregado, armazena uma força Fo contrária ao deslocamento como condição inicial.

			Figura 1.29. Representação da mola.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A equação da variável de 1 ponto é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							Fk = K ∙ x = K (∫ vk dt) + Fo

						
							
							(1.52)

						
					

				
			

			
				
					(1.53)

				

			

			A variável de 2 pontos é: 
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							(1.53)

						
					

				
			

			E a energia potencial na mola é:
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							(1.54)

						
					

				
			

			Sendo FK a força na mola, vK, a velocidade da mola, x, a posição, K, a rigidez da mola, e U, a energia potencial.

			Dissipador (B): o elemento que dissipa energia mecânica transformando-a em energia térmica é o dissipador. Ao invés de armazenar energia, ele a dissipa em forma de potência dissipada. São representados com a letra “B” com unidade Newton-segundo/metros [image: ]. São dissipadores de energia os amortecedores e os atritos de Coulomb (aqueles que não dependem da gravitação, mas da velocidade, tais como o atrito viscoso, o atrito de derrapagem, o atrito de arrasto do ar, entre outros). A Figura 1.30 ilustra a representação do dissipador.

			Figura 1.30. Dissipador mecânico e simbologia. 

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A equação da variável de 2 pontos é:
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							(1.55)

						
					

				
			

			A equação da variável de 1 ponto é: 
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							(1.56)

						
					

				
			

			Energia dissipada em forma de potência:
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							(1.57)

						
					

				
			

			Sendo FB a força no dissipador, vB a velocidade no dissipador, x a posição, B o coeficiente de dissipação, e P a potência dissipada.

			Elementos dos sistemas mecânicos de movimento giratório

			Os sistemas giratórios têm parâmetros parecidos com os sistemas de movimento linear. Mas, neste caso, a variável de um ponto é o torque (τ) com unidade Newton-metro (N - m), e a variável de dois pontos pode ser a velocidade angular (ω) com unidade radianos por segundo (rad/s) e a posição angular (θ) com unidade em radianos (rad).

			Momento de inércia de massa (J): o elemento que armazena energia cinética é o momento de inércia de massa giratória, com unidade em quilogramas por metro quadrado (kg - m2). A sua representação é ilustrada na figura 1.31. Quando carregada, a condição inicial é uma velocidade angular ωo.

			Figura 1.31. Momento de inércia de massa.

			[image: ]

			Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

			A equação da variável de 1 ponto é:
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							(1.58)

						
					

				
			

			A equação da variável de 2 pontos é:
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							(1.59)

						
					

				
			

			
			Energia cinética da massa giratória:
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							(1.60)

						
					

				
			

			Sendo τJ o torque em J, ωJ a velocidade angular de J e θ é a posição angular. 

			Mola giratória (K): o elemento armazenador de energia potencial é a mola (K, ou rigidez da mola), com unidade Newton/metro [image: ]. Quando carregado, armazena um torque τo como condição inicial. A sua representação é ilustrada na figura 1.32.

			Figura 1.32. Mola giratória.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A variável de 1 ponto é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							τk = K ∙ θ = K (∫ ωk dt) + τo

						
							
							(1.61)

						
					

				
			

			A variável de 2 pontos é: 
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							(1.62)

						
					

				
			

			Energia potencial na mola: 
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							(1.63)

						
					

				
			

			Sendo τK o torque na mola, ωK a velocidade angular da mola, e θ é a posição angular. 

			Dissipadores giratórios (B): o elemento que dissipa energia mecânica transformando-a em energia térmica é o dissipador. Ao invés de armazenar energia, dissipa-a em forma de potência dissipada. São representados com a letra “B” com unidade Newton-segundo/metros [image: ]. São dissipadores de energia os amortecedores e atritos de Coulumb (aqueles que dependem da velocidade, tais como o atrito viscoso, atrito de derrapagem, entre outros). A sua representação é ilustrada na figura 1.33.

			Figura 1.33. Dissipador mecânico. Equações e simbologia.
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			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A variável de 2 pontos é:
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							(1.64)

						
					

				
			

			A variável de 1 ponto é: 
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							(1.65)

						
					

				
			

			Energia dissipada em forma de potência:
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							(1.66)

						
					

				
			

			Sendo τB o torque no dissipador, ωB a velocidade angular no dissipador, θ a posição angular, B o coeficiente de dissipação, e P a potência dissipada.

			1.5. Analogia Força-Corrente

			Os sistemas mecânicos, assim como outro tipo de sistemas (hidráulico, térmico, pneumático, químico etc.), têm comportamento análogo ou equivalente aos sistemas elétricos em termos de representação, análise e resolução matemática. Esta analogia facilita a modelagem de sistemas de diferentes naturezas. A dualidade força-corrente reflete esta analogia.

			A analogia força-corrente resulta mais prática e intuitiva de utilizar. A grande vantagem desta dualidade é que é possível obter e resolução das equações de modelos de sistemas até sem relação com a engenharia, tais como modelos econômicos, sociais, biológicos (por exemplo, a dinâmica de caçador-presa), entre outros. A analogia força-corrente para sistemas mecânicos segue estas regras de representação:

			
					As forças e os torques equivalem à corrente elétrica. As fontes de força ou de torque correspondem a fontes de corrente.

					As velocidades de movimento linear e velocidades angulares equivalem a tensões elétricas.

					As massas e as massas giratórias equivalem a capacitores sempre aterrados, devido ao fato de que são corpos rígidos que não se deformam e mantêm seu referencial ancorado ou fixo (equivalendo à terra elétrica). O valor da capacitância equivalente corresponde ao valor da massa (C = M para movimento linear, C = J para movimento giratório).

					As molas de movimento linear e giratório equivalem a indutores, podendo ser aterrados ou flutuantes. O valor da indutância equivalente é o inverso do coeficiente de rigidez da mola (ou seja, L = 1/K).

					Amortecedores e atritos de Coulomb equivalem a resistores, podendo ser aterrados ou flutuantes. O valor do resistor equivale ao inverso do valor do dissipador (R = 1/B). Note que, quando massas possuem rodas com atrito de Coulomb (que não dependem da gravidade e sim da velocidade), estas rodas equivalem a amortecedores no eixo de movimento da massa.

					A carga elétrica “q” equivale a momentum mecânico “p”.

					Fluxo magnético “ψ” equivale a posição “x”. 

			

			Observe que, para obter equações diferenciais de sistemas mecânicos, é mais fácil trabalhar com variáveis de posição. É apenas uma recomendação, nada impede trabalhar com velocidades se for necessário para diferentes aplicações.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.6. Obter a analogia elétrica do sistema mecânico a seguir. Obter as equações diferenciais do sistema. 

							Figura 1.34. Sistema mecânico.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Observe que o amortecedor B1 é aterrado no lado esquerdo, tem velocidade v1 no lado direito e equivale a um resistor aterrado, a massa M1 tem as mesmas velocidades nos dois lados (v1) e equivale a um capacitor aterrado na tensão u1 (o mesmo vale para a massa M2, equivale a um capacitor aterrado na tensão u2), o amortecedor B2 tem velocidade v1 no lado esquerdo e velocidade v2 no lado direito, e equivale a um resistor entre u1 e u2. A mola K tem velocidade v2 no lado esquerdo, e o lado direito é aterrado, e equivale a um indutor aterrado. A força externa F equivale a uma fonte de corrente paralela ao capacitor equivalente da massa M1. A analogia elétrica é:

							Figura 1.35. Analogia elétrica.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Equações diferenciais:

							Às vezes é mais conveniente trabalhar com a posição ao invés da velocidade, como este caso, fazendo 
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											(1.67)

										
									

								
							

							Nó v1:
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											(1.68)

										
									

								
							

							Nó v2:
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											(1.69)

										
									

								
							

							Note que a força na mola tem equação algébrica (não diferencial), sendo 

							
								
									
									
								
								
									
											
											Fk = K ∙ x2

										
											
											(1.70)

										
									

								
							

						
					


				
			

			
					
			
			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.7. Obter a analogia elétrica do sistema mecânico a seguir. Obter as equações diferenciais do sistema.

							Figura 1.36. Sistema mecânico.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
	
					
							
							Analogia elétrica:

							Figura 1.37. Analogia elétrica.
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							Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

							Nó v1:

							
								
									
									
								
								
									
											
											0 = Fk + Frb1 + FB1 + Fm1 + FB2
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											(1.71)

										
									

								
							

							Nó v2:
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											(1.72)

										
									

								
			

			
				
					
				
			
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.8. Obter a analogia elétrica do sistema mecânico giratório. Obter as equações diferenciais do sistema.

							Figura 1.38. Sistema mecânico.
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							Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

							Analogia elétrica:

							Figura 1.39. Analogia elétrica.
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							Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

							Nó ω1:

							
								
									
									
								
								
									
											
											τ = τ1 + τb1 + τbr + τk
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											(1.73)

										
									


								
							

Nó ω2:
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											(1.74)

						
					


				
			

			
						
					

				
			




			Existe outra analogia com circuitos elétricos: a analogia força-tensão não é muito usada e não será utilizada nos exercícios deste livro. As regras desta analogia para sistemas mecânicos são:

			
					As forças e os torques equivalem à tensão elétrica. As fontes de força ou de torque equivalem a fontes de tensão.

					As velocidades de movimento linear e velocidades angulares equivalem a correntes elétricas.

					As massas e as massas giratórias equivalem à indutância elétrica “L”.

					O valor da indutância equivalente corresponde ao valor da massa (L = M para movimento linear, L = J para movimento giratório).

					As molas de movimento linear e giratório equivalem a capacitores elétricos. O valor da capacitância equivalente é o inverso do coeficiente de rigidez da mola (ou seja, C = 1/K).

					Amortecedores e atritos de Coulomb equivalem a resistores elétricos. O valor do resistor equivale ao parâmetro do dissipador (R = B)Note que, quando massas possuem rodas com atrito de Coulomb (que não dependem da gravidade e sim da velocidade), elas equivalem a amortecedores no eixo de movimento da massa.

					A carga elétrica “q” equivale à posição “x”. 

					Fluxo magnético “ψ” equivale a momentum mecânico “p”.

			

			A vantagem de usar analogias com circuitos elétricos é que elas facilitam a obtenção das equações diferenciais de sistemas grandes e complexos. Sistemas mecânicos podem ser analisados por meio de corpos livres, por exemplo, mas, se o mecanismo for muito complexo, será muito mais fácil cometer erros na análise.

			1.6. Modelagem com integradores

			Um dos objetivos da modelagem dinâmica é prover um modelo que possa ser simulado por software usando a mínima quantidade de memória possível e que a execução seja a mais ligeira possível para computadores, sistemas embarcados e microcontroladores com poucos recursos. 

			As equações diferenciais obtidas dos sistemas normalmente formam um sistema de equações, e não é muito fácil de resolver rapidamente, por exemplo, para uma simulação em um sistema embarcado com pouca memória. Uma forma de resolver as equações diferenciais rapidamente é convertendo a analogia elétrica do sistema em um modelo com integradores. Uma vez obtido, é fácil de rodar uma simulação usando integração numérica.

			O procedimento padrão para obter modelos com integradores é escolher uma variável que envolva um elemento armazenador de energia aterrado (ou com referencial próprio) e desenvolver deixando as outras variáveis sem desenvolver para cada nó ou malha da analogia elétrica do sistema. A variável envolvida com o armazenador escolhido é isolada no plano de Laplace (o integrador é expresso como 1/s). Logo, deve-se desenvolver cada uma das outras variáveis. 

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.9. Considere o circuito elétrico da figura. Obter o modelo com integradores.

							Figura 1.40. Circuito elétrico.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

	Nó u1:

							
								
									
									
								
								
									
											
											i = i1 + i12

										
											
											(1.75)

										
									

								
							

							O termo com derivada é i1 (corrente de capacitor 1)
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											(1.76)

										
									

								
							

							Evidenciando u1,
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											(1.77)

										
									

								
							

							Semimalha u1 - u2:

							
								
									
									
								
								
									
											
											u1 - u2 = uL1 + uR1

										
											
											(1.78)

										
									

								
							

							O termo com derivada é uL1 (tensão de indutor)
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											(1.79)

										
									

								
							

							Evidenciando i12,
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											(1.80)

										
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											uR1 = R1 ∙ i12

										
											
											(1.81)

										
									

								
							

							Nó u2:

							
								
									
									
								
								
									
											
											i12 = i2 + iL

										
											
											(1.82)

										
									

								
							

							Termo com derivada é i2 (corrente de capacitor C2)
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											(1.83)

						
					

				
			

			
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Evidenciando u2,
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											(1.84)
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											(1.85)

										
									

								
							

							Figura 1.41. Modelo com integradores.

							[image: ]

							Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

							Cada termo com [image: ] é um bloco integrador, já que o sinal que entra no bloco é integrado na saída. Do exemplo anterior, tem-se o diagrama com integradores (substituindo [image: ] por uma integral): 

							Figura 1.42. Modelo com integradores obtido do exemplo 1.9.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Ao criar algoritmos para simular o sistema, as variáveis devem passar por integradores com variáveis auxiliares, e (erro) para entrada e x (integral) para a saída da integral resolvida por meio de integral numérica (usando por exemplo a integral de Euler, Simpson etc.). Dependendo do algoritmo de integração numérica escolhido novas variáveis auxiliares podem ser necessárias, por exemplo, acumuladores de entrada. Segue um algoritmo para rodar uma simulação do sistema da Figura 1.42:

							i = sinal de entrada;

							e1 = i - i12;

							x1 = integra (e1);

							u1 = x1/C1;

							e2 = u1 - u2 - uR1;

							x2 = integra (e2);

							i12 = x2/L1;

							uR1 = i12 * R1;

							e3 = i12 - iL;

							x3 = integra (e3);

							u2 = x3/C2;

							iL = u2/R2;

						
					

				
			




			Observe que “integra( )” é uma chamada para uma função que faz a integração numérica da variável. Neste livro, será usado o algoritmo de integração numérica de Euler, a mais simples, rápida e que precisa de menos memória para execução com recursos computacionais limitados. Esse algoritmo utiliza um acumulador auxiliar da variável de entrada da integral (e1o, e2o, ….eno). A Figura 1.43. ilustra o algoritmo de integração de Euler e um exemplo de função para ser usado no ambiente de MatlabTM ou OctaveTM. 

			Figura 1.43. Algoritmo da integral de Euler.

			[image: Interface gráfica do usuário, Texto, Aplicativo, Email  Descrição gerada automaticamente]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Observe que, ao chamar a função “integral”, o acumulador deve ser atualizado pelo valor da integral resultante.

			Reformulando o algoritmo para simular o sistema da Figura 1.42, o chamado para a função “integra” agora inclui os acumuladores auxiliares e o intervalo de integração (o tempo deve ser suficientemente pequeno para não comprometer a precisão do cálculo e a velocidade de execução.

			inicializar acumuladores: e1o = 0; e2o = 0; e3o = 0; 

			definir intervalo de integração: h;

			i=sinal de entrada;

			e1 = i - i12;

			x1 = integra (e1o, e1, h); e1o = x1; (atualizar acumulador) 

			u1 = x1/C1;

			e2 = u1 - u2 - uR1;

			x2 = integra (e2o, e2, h); e2o = x2; (atualizar acumulador) 

			i12 = x2/L1;

			uR1 = i12 * R1;

			e3 = i12 - iL;

			x3 = integra (e3o, e3, h); e3o = x3; (atualizar acumulador) 

			u2 = x3/C2;

			iL = u2/R2;

			Observe que o algoritmo deve rodar dentro de um ciclo de tempo.	Para obter equações diferenciais de sistemas mecânicos é mais fácil trabalhar com variáveis de posição. No entanto, para obter modelos com integradores, é mais fácil trabalhar com variáveis de velocidade.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.10. Considere o sistema mecânico de massas e amortecedores. Br é o atrito entre as rodas e a superfície de contato. Obter o modelo com integradores. Faça um programa para simular o sistema no ambiente MatlabTM ou OctaveTM. 

							Figura 1.44. Sistema mecânico e a sua analogia elétrica.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Nó v1:

							
								
									
									
								
								
									
											
											F = FBr + Fm1 + FB1
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											→ M1 ∙ v1 ∙ s = F - FBr - FB1
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											(1.86)

										
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											FBr = Br ∙ v1

										
											
											(1.87)

										
									

									
											
											FB1 = B1 ∙ (v1 - v2)

										
											
											(1.88)

										
									

								
							

							Nó v2:

							
								
									
									
								
								
									
											
											FB1 = Fm2 + FB2

										
											
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											[image: ]

										
											
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											[image: ]

										
											
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											[image: ]

										
											
											(1.89)

										
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											FB2 = B2 ∙ v2

										
											
											(1.90)

										
									

								
							

							Figura 1.45. Modelo com integradores.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Seja e1 a entrada do primeiro integrador, x1 a saída do primeiro integrador, e e2 a entrada do segundo integrador, x2 a saída do segundo integrador. Segue o algoritmo para rodar simulação do sistema:

inicializar variáveis

							declarar parâmetros

							ciclo

							e1 = F - Fb1 - Fbr;

							x1 = integra (e1o, e1, h); e1o = x1;

							v1 = x1/M1;

							Fbr = Br * v1;

							Fb1 = (v1 - v2) * B1;

							e2 = Fb1 - Fb2;

							x2 = integra (e2o, e2, h); e2o = x2;

							v2 = x2/M2;

							Fb2 = B2 * v2;

							fim_ciclo

							Código para simular o sistema no ambiente MatlabTM ou OctaveTM

							m1=0.3; m2=0.5; b1=0.2; b2=0.06; br=0.2; u=0;

							 f=0.6;fbr=0;fb1=0;fb2=0;fr=0;f1=0;f2=0;t=0;u1=0;
u2=0;e1o=0;e2o=0;e1=0;e2=0;x1=0;x2=0;v1=0;v2=0;

							h=0.05; tf=20; n=0;t=0;

							 for i=0:h:tf; %tf:tempo final

							u=1; %entrada degrau

							e1=(f-fbr-fb1);

							x1=integra(e1o,e1,h); e1o=x1; u1=x1/m1;

							fbr=br*u1;

							fb1=b1*(u1-u2);

							e2=fb1-fb2;

							x2=integra(e2o,e2,h); u2o=x2; u2=x2/m2;

							fb2=u2*b2;

							n=n+1;

						
					

				
			

			
			
				
					
				
				
					
							
							%variaveis

							v1(n)=u1; v2(n)=u2;fr(n)=fbr;f1(n)=fb1;f2(n)=fb2;

							fm1(n)=f-fbr-fb1;

							fm2(n)=fb1-fb2;

							t(n)=i;

							end

							%para plotar a variável de interessem falta tirar o símbolo “%” que serve para comentar

							 plot(t,v1);%velocidade bloco 1

							% plot (t,v2);%velocidade bloco 2

							% plot(t,fr);%força atrito rodas

							% plot(t,f1);%força amortecedor B1

							% plot(t,f2);%força amortecedor B2

							% plot(t,fm1);%força massa 1

							% plot(t,fm2);% força massa 2

							 grid; 

							%função

							function y= integra(xo,x,h) 

							y=xo+(x*h);

							end

							Figura 1.46: Velocidades das massas.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

	Figura 1.47. Forças nas massas.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Figura 1.48. Forças de dissipação.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
			1.7. Retroação de baixa impedância

			Quando vários sistemas estão conectados em cascata (em sequência), perturbações na saída ou entre as etapas podem afetar as etapas anteriores, e às vezes esse efeito pode ser negativo porque compromete o desempenho e o bom funcionamento dos sistemas. A impedância de entrada de cada etapa define a imunidade a perturbações ou variações bruscas nas saídas destas. Quanto maior for a impedância de entrada, mais imune será aos efeitos das perturbações na saída. Quando as impedâncias de entrada são suficientemente grandes (zi ≈ ∞), os sistemas são imunes a perturbações na saída. Para entender o que acontece quando um sistema tem baixa impedância de entrada ou impedância de entrada infinita, considere o seguinte caso ilustrado na Figura 1.49:

			Figura 1.49. Circuito RC de primeira ordem.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Agora considere um segundo circuito RC de primeira ordem ilustrado na Figura 1.50.

			Figura 1.50. Circuito RC de primeira ordem.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Agora responda à pergunta: É correto associar o bloco G1(s) e G(s) para representar um circuito RC de segunda ordem da Figura 1.51?

			Figura 1.51. Circuito RC de segunda ordem.

			[image: ] 

			Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

			Para responder à pergunta vamos fazer um teste. Calcularemos a função de transferência equivalente de duas formas (ambas deveriam ser idênticas). 

			Analisando o circuito, 

			[image: ]

			Agora, associar-se os dois blocos em série, 

			[image: ]

			Observe que as funções de transferências são diferentes. De fato, a primeira função obtida a partir da análise do circuito é certa. A segunda função de transferência obtida pela associação de blocos não representa o circuito RC de segunda ordem. Mas por quê?

			Na associação de blocos não é considerado o efeito da retroação. Por isso deve-se ter muito cuidado na hora de modelar sistemas em diagramas de blocos. Note que na segunda função de transferência falta o termo R2C1 ∙ S. Este termo é justamente o efeito da retroação do circuito.

			O efeito da retroação de baixa impedância pode ser encontrado associando blocos isolados e comparando com a função de transferência original. Mas existe uma forma de identificar o efeito da retroação de um jeito mais simples?

			
					Primeiro que nada, deve garantir que o bloco individual tem impedância de entrada infinita (ou muito grande). Modelar sistemas com blocos integradores é uma forma de garantir isso.

					Uma vez obtido o diagrama de blocos com integradores, as realimentações que impedem fechar diretamente outras malhas são identificadas como retroações.

			

			Conclusões importantes:

			
					O efeito da retroação ocorre à medida que uma perturbação na saída de uma etapa de um sistema afeta a etapa anterior. Quanto maior a impedância de entrada desta etapa menor o efeito da retroação; e o inverso também vale, quanto menor a impedância de entrada maior será o efeito da retroação.

					Isolar sistemas equivale a ter uma impedância de entrada infinita.

					Aplicando o princípio de superposição no caso de várias fontes, a retroação obtida analisando uma das fontes será a mesma para a análise com outras fontes.

			

			Os filtros de sinal e controladores analógicos são projetados para isolar as suas etapas com amplificadores operacionais. Estes dispositivos servem de isolamento de impedância, ou seja, sua impedância de entrada é tão alta que são imunes a perturbações nas saídas. 

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.11. Obter a retroação de baixa impedância do sistema.

							Figura 1.52. Circuito elétrico.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Nó u1:

							
								
									
									
								
								
									
											
											i = ic1 + iR1
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											ic1 = C1 ∙ u1 ∙ s = i - iR1

										
											
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											[image: ]

										
											
											(1.91)
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											(1.92)

										
									

								
							

							Nó u2:

							
								
									
									
								
								
									
											
											iR1 = ic2 + iR2
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											ic2 = C2 ∙ u2 ∙ s = iR1 - iR2
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											(1.93)
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											(1.94)

										
									

								
							

						
					

				
			

			
			Figura 1.53. Modelo com integradores.
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			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Para determinar o valor da retroação de baixa impedância, todas as malhas devem poder fechar sem interferência de outras malhas.

			Figura 1.54. Evidência da retroação de baixa impedância.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A retroação de baixa impedância equivalente é o produto dos blocos marcados em vermelho; logo, a retroação de baixa impedância equivalente é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							C1 ∙ R2 ∙ s

						
							
							(1.95)

						
					

				
			

			1.8. Conversão eletromagnética

			Ao modelar sistemas eletromecânicos, é necessário considerar os efeitos da conversão eletromagnética, que muitas vezes são aproximadamente lineares no estado estacionário e na ausência de grandes perturbações no sistema. Algumas relações podem ser consideradas desprezíveis para pequenas variações.

			Força ou torque eletromagnético

			Quando uma corrente elétrica circula por uma bobina, a corrente é convertida em força ou torque. Todo sistema eletromecânico tem um fator de conversão constante entre grandeza elétrica e grandeza mecânica chamada Kt. 

			Para grandezas de um ponto:

			
				
					
					
				
				
					
							
							F = kt ∙ i

						
							
					

					
							
							τ = kt ∙ i

						
							
							(1.96)

						
					

				
			

			
			Para grandezas de dois pontos:
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							(1.97)

						
					

				
			

			Força contra-eletromotriz

			Todo sistema eletromecânico móvel sofre variação de linhas de fluxo, o que induz uma tensão contrária à fonte, chamada força contra-eletromotriz. O fator de conversão é Kv.

			Para grandezas de dois pontos:

			
				
					
					
				
				
					
							
							u = kv ∙ v

						
							
					

					
							
							u = kv ∙ ω

						
							
							(1.98)

						
					

				
			

			Para grandezas de um ponto:
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							(1.99)

						
					

				
			

			Indutâncias mútuas

			A cada par de indutâncias independentes presentes em um sistema eletromagnético, existe um indutor equivalente chamado indutância mútua que reflete a interação entre as duas. Sejam as indutâncias La e Lb um par de indutâncias de circuitos independentes interagindo, a indutância mútua é Mab, e a força na massa móvel (rotor, guia etc.) é calculada como:

			
				
					
					
				
				
					
							
							FMab = Mab ∙ ia ∙ ib

						
							
							(1.100)

						
					

				
			

			Para movimento linear. Para movimento giratório, o torque é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							τMab = Mab ∙ ia ∙ ib

						
							
							(1.101)

						
					

				
			

			As variações de Mab são ignoradas quando o sistema opera em estado estacionário. A indutância mútua entre dois indutores equivale a um terceiro indutor imaginário com os mesmos efeitos de um indutor comum e, também, armazena energia cinética. A energia cinética da indutância mútua é:
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							(1.102)

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.12. Considere o sistema eletromecânico. Obter a analogia elétrica do sistema completo.

							Figura 1.55. Sistema eletromecânico. 

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							O bloco com massa M1 é atraído pelo núcleo ferromagnético com uma força 

							
								
									
									
								
								
									
											
											F = Kt ∙ ia

										
											
											(1.103)

										
									

								
							

							Quando a massa M1 se desloca, as linhas de fluxo no núcleo variam, produzindo uma corrente induzida no indutor L, em consequência, tem uma tensão contrária à fonte ua. Esta fonte é modelada como
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											(1.104)

										
									

								
							

							Esta fonte vai em série com o indutor. A fonte controlada F tem um comportamento analógico de um amplificador com impedância de entrada infinita. Assim, a analogia elétrica é:

Figura 1.56. Analogia elétrica do sistema.
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.13. Considere o sistema eletromecânico com indutância entre os dois indutores. A massa é de material ferromagnético. Obter a analogia elétrica do sistema completo.

							Figura 1.57. Sistema eletromecânico.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							O bloco com massa m é atraído para o núcleo com uma força

							
								
									
									
								
								
									
											
											Ft = Kt ∙ (i1 - i2)

										
											
											(1.105)

										
									

								
							

							No sentido do eixo x (por ser um modelo unidimensional). A força devido à indutância mútua é:

							
								
									
									
								
								
									
											
											FM = M12 ∙ (i1 - i2)

										
											
											(1.106)

										
									

								
							

							A variação do fluxo magnético no núcleo induz uma corrente nos dois indutores gerando uma diferencia de potencial:

							
								
									
									
								
								
									
											
											
												
													[image: ]
												
											

										
											
											(1.107)

										
									

								
							

							Pode-se modelar como uma fonte de tensão em série com o indutor L1 e outra fonte replicada em série com o indutor L2.

							Figura 1.58.Circuito equivalente.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.14. Estudo de caso: Motor CC ao vazio (sem carga) com campo constante (ímãs). Considere o modelo de um motor CC.

							Figura 1.59. Modelo simplificado de um motor CC (DC).

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							O atrito B é a dissipação por atrito entre rotor e estator. A tensão ua é a fonte CC que alimenta o motor, a tensão ub é a força contra-eletromotriz que faz a conversão entre energia mecânica e energia elétrica, está em série com o indutor e com polarização contrária à fonte ua. Para visualizar melhor a conversão entre a corrente ia e o torque τ, é feita a seguinte modificação no modelo:

							Figura 1.60. Modelo de motor

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Observe que a tensão ub depende da velocidade do rotor (fonte de tensão dependente). O ganho Kv relaciona a tensão ub com a velocidade do rotor. O torque depende da corrente ia, e a conversão é modelada com um amplificador operacional com ganho kt, observe que a terra virtual do amplificador isola a parte elétrica da parte mecânica (a corrente ia circula apenas em ua, Ra, ub, e La). Fazendo a analogia elétrica da parte mecânica tem um segundo circuito isolado do primeiro pelo amplificador, sendo assim, pode-se trabalhar como se fossem dois circuitos separados.

							Figura 1.61. Analogia elétrica do motor 

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Obtendo o modelo com integradores 

							Parte elétrica: 

							ua - ub = uRa + uLa → uLa = La ∙ ia ∙ s = ua - ub - uRa 
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											(1.108)

										
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											ub = kv ∙ ω

										
											
											(1.109)

										
									

									
											
											uRa = Ra ∙ ia

										
											
											(1.110)


										
									

								
							

Elo entre parte elétrica e parte mecânica:

							
								
									
									
								
								
									
											
											τ = kt ∙ ia

										
											
											(1.111)

										
									

								
							

							Elo entre parte mecânica e parte elétrica: 

							
								
									
									
								
								
									
											
											ub = kv ∙ ω

										
											
											(1.112)

										
									

								
							

							Parte mecânica:
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											(1.113)

										
									

									
											
											τB = B ∙ ω

										
											
											(1.114)

										
									

								
							

							Diagrama de blocos:

							Figura 1.62. Diagrama de blocos.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

	Modelo com integradores:

							Figura 1.63. Modelo com integradores.

							[image: ]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Algoritmo para rodar simulação do motor:

							inicializar variáveis e parâmetros

							ciclo

							e1 = ua - ub - ura;

							x1 = integra (e1o, e1, h); e1o = x1; 

							ia = x1/La;

							ura = ia * Ra;

							tau = ia * Kt; (τ: torque)

							e2 = tau - tauB; (τB: torque de dissipação)

							x2 = integra (e2o, e2, h); e2o = x2; 

							omega = x2 /J; (ω: velocidade angular)

							tauB = omega * B;

							ub = omega * kv;

							fim_ciclo;

							Simulação para um motor CC de 100W e 12 volts com parâmetros:

							ua = 12 volts

							La = 0,05 (H) 

							Ra = 3,7Ω

						
					


				
			

			
		
			
				
					
				
				
					
							
							kt = 17,5 

							J = 0,025 (kg - m2) 

							B = 0,0003 [image: ] 

							kv = 0,063;

							Código para simular o motor no ambiente MatlabTM ou OctaveTM.

							la=0.05;ra=3.7; kt=17.5; j=0.025; b=0.0003; kv=0.063;

							h=0.001;ua=12; %ua: degrau de tensão (12 volts)

							tf=1.4; % tempo de simulação

							n=0; 

							x1=0;x2=0;e1=0; e2=0; e1o=0; e2o=0; ia=0;ura=0; tau=0;tau_b=0; w=0; taub=0; ub=0;

							ul=0;tauj=0;tempo=0;

							omega=0;tauj=0;torque=0;corrente=0;

							
							for t=0:h:tf

							n=n+1;

							e1=ua-ura-ub;

							x1=integra(e1o,e1,h); e1o=x1;

							ia=x1*(1/la);

							tau=kt*ia; ura=ia*ra;ub=kv*w;

							e2=tau-taub;

							x2=integra(e2o,e2,h); e2o=x2;

							w=x2*(1/j);taub=w*b;

							tauj=x2;

							tempo(n)=t;

							omega(n)=w; 

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							torque(n)=e2;corrente(n)=ia; %torque no eixo=tau-tau_B

							tau_b(n)=taub;

							
							end

							rpm=9.549*omega; %converte de rad/seg para RPM

							
							% tirar o símbolo “%” para plotar a variável de interesse

							 plot(tempo,rpm);

							%plot(tempo,torque);

							%plot(tempo,corrente);

							%plot(tempo,tau_b);

							grid

							
							function y=integra(xo,x,h)

							y=xo+(x*h);

							end

							As outras curvas podem ser obtidas tirando o símbolo “%” da linha da variável de interesse.

							Figura 1.64. Simulação do motor

							[image: ]

							Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			1.9. Amplificadores Ideais e Bipolos

			Quando diferentes sistemas estão acoplados, seja por conversão ou transformação, as interfaces entre os sistemas são modeladas como se fossem amplificadores ideais.

			A transformação entre sistemas refere-se a situações em que os sistemas são da mesma natureza. Por exemplo, um sistema elétrico acoplado a outro sistema elétrico por meio de um transformador, um sistema mecânico giratório acoplado a outro sistema mecânico giratório por meio de um redutor, ou um sistema mecânico giratório acoplado a um sistema mecânico de movimento linear por meio de uma cremalheira, entre outros.

			A conversão entre sistemas refere-se a situações em que dois sistemas de natureza diferente estão acoplados por uma interface. Por exemplo, um sistema hidráulico acoplado a um sistema mecânico por meio de uma turbina, ou um sistema elétrico acoplado a um sistema mecânico por meio da conversão eletromagnética, entre outros.

			O amplificador ideal possui alta impedância de entrada e oferece um curto-circuito virtual que isola os dois sistemas. A retroação de baixa impedância, nesse caso, é nula ou mínima. O amplificador em malha aberta tem ganho teórico infinito, mas não é estável. Já em malha fechada ganha estabilidade, mas seu ganho é reduzido.

			O amplificador ideal pode ser representado em diferentes configurações, dependendo da topologia de entrada e saída das interfaces que acoplam os sistemas, como ilustrado na Figura 1.65. Seguem as quatro topologias básicas, considerando apenas os elementos na entrada e na saída:

			Figura 1.65. Topologias para interfaces entre sistemas.

			[image: Diagrama  Descrição gerada automaticamente]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Representação com Bipolos

			Considere a relação entre saída “Y” e entrada “U” de um amplificador ideal com ganho “K”. Seja U1 entrada variável de 1 ponto, U2 entrada variável de 2 pontos, Y1 saída variável de 1 ponto e Y2 saída variável de 2 pontos, então dependendo das variáveis, o amplificador pode ser representado como um sistema de duas portas (bipolos), no qual o ganho de amplificação é

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(1.115)

						
					

				
			

			A relação entre amplificadores e bipolos pode ser observada na Figura 1.66. Em essência as filas do sistema matricial dos bipolos alternam entre variáveis de um ponto para variáveis de dois pontos, ou vice-versa. A importância de identificar corretamente o tipo de variável jaz no tipo de energia ou coenergia do sistema, podendo ser cinética ou potencial. Essa representação pode ser aplicada perfeitamente para amplificadores eletrônicos como uma ferramenta de coerência da topologia destes com o tipo de ganho entre variáveis. 

			De fato, encaixa perfeitamente para os amplificadores operacionais. Alguns cuidados devem ser considerados quanto à retroação de baixa impedância, já que pode comprometer a validade dos modelos. Não confundir com o quadripolo, que é um conceito totalmente diferente.

			Figura 1.66. Amplificadores modelados como bipolos.

			[image: Diagrama, Esquemático  Descrição gerada automaticamente]

			Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.16. Considere o sistema eletromecânico simplificado no qual é ignorado o efeito de Lenz (força contra-eletromotriz) e considera apenas a conversão entre corrente e força eletromagnética. Represente em forma matricial o bipolo de conversão.

							Figura 1.67. Sistema eletromecânico.

							[image: Tela de computador com texto preto sobre fundo branco  Descrição gerada automaticamente com confiança média]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Figura 1.68. Analogia elétrica.

							[image: Diagrama, Esquemático  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Figura 1.69. Representando o amplificador como fonte dependente.

							[image: Diagrama, Esquemático  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Pela topologia do circuito da etapa elétrica a entrada do amplificador tem variável de 1 ponto nula (corrente) pelo que a variável de entrada do amplificador é de 2 pontos (tensão no capacitor uc). Pela topologia do sistema da segunda etapa (pode-se observar na analogia elétrica do sistema mecânico) a variável de 2 pontos na saída do amplificador (velocidade) é nula, e assim a saída do amplificador corresponde a uma variável de 1 ponto (força). Observe que o amplificador ideal pode ser representado por uma fonte dependente da variável de entrada, nesse caso, a tensão no capacitor e o tipo de fonte serão do mesmo tipo de variável correspondente à saída do amplificador. Pelo teorema do bipolo, o sistema está acoplado por um amplificador ideal de admitância (saída 1 ponto, entrada 2 pontos), e o bipolo que representa este acoplamento é
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											(1.116)

										
									

								
							

							Ou seja, a força de entrada da segunda etapa é descrita pela equação

							
								
									
									
								
								
									
											
											F = k ∙ uc

										
											
											(1.117)

										
									

								
							

						
					

				
			

			1.10. Descrição formal dos sistemas hidráulicos

			Os sistemas hidráulicos são conhecidos pela grande relação de potência-peso, precisão e simplicidade da operação. A maioria dos sistemas hidráulicos são não lineares, mas podem ser considerados aproximadamente lineares para pequenas variações. Um grande problema dos sistemas hidráulicos é o efeito do tempo morto (atraso de transporte), já que provoca uma grande variação na fase. Uma forma de reduzir este efeito é minimizando as variações dos parâmetros do sistema e manter a operação no regime laminar.

			Geralmente um sistema hidráulico apresenta a relação pressão-vazão típica mostrada na Figura 1.70. Observe que na zona linear é possível aproximar a resistência hidráulica (R) como a relação entre variação de pressão em função da variação da vazão. 

			Figura 1.70. Curva típica de sistemas hidráulicos.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A vazão do fluido (“J” ou “Q”) é descrita como a variação do volume do fluido (V: m3) em função do tempo, ou seja,
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							(1.118)

						
					

				
			

			Alguns autores utilizam a letra “J” e outros a “Q” para definir vazão de fluido. Neste livro será adotada a letra “J”. A vazão é considerada uma variável de um ponto, já que sua magnitude é mantida na entrada e na saída dos elementos. A variável de dois pontos é a pressão do fluido (P), com unidade N/m2. A potência hidráulica pode ser expressa da seguinte forma:
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							(1.119)

						
					

				
			

			Observe na Figura 1.71, a vazão é mantida por meio do elemento, e a pressão é diferente entre os extremos do elemento. A vazão tem comportamento análogo à corrente elétrica, e a pressão tem comportamento análogo à tensão elétrica.

			Figura 1.71. Variável de um ponto (J) e variável de dois pontos (P).

			[image: Imagem em preto e branco  Descrição gerada automaticamente]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A pressão pode ser determinada dependendo do elemento pelo qual o fluido está circulando. Formalmente estes elementos são classificados em armazenador cinético, armazenador potencial e dissipador de energia – eles elementos serão descritos a continuação.

			Armazenador potencial

			O elemento que armazena energia potencial (U) é o capacitor hidráulico (Ch) ou capacitância hidráulica armazenada em recipientes abertos ou fechados (note que a capacitância hidráulica não tem a ver com a capacidade de volume de armazenamento dos recipientes). Este elemento tem um comportamento análogo a um capacitor elétrico.

			Quando o fluido é armazenado em recipientes fechados, ele tende a se comprimir em forma elástica, este efeito é equivalente a ter um êmbolo com uma mola ou ter um recipiente com caraterísticas de fole. Considere a Figura 1.72, à esquerda o fluido entra em um êmbolo fechado com uma mola, e no sistema da direita o fluido entra em um fole fechado. Note que o mesmo corpo do fole tem um comportamento de uma mola (k). Assim a matemática de ambos os sistemas é equivalente.

			Figura 1.72. Armazenadores potenciais fechados. 

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Ambos os sistemas representam a compressão do fluido ao entrar em recipientes fechados.

			Seja “A” a superfície transversal do êmbolo e do fole, “x” o deslocamento do êmbolo e o deslocamento de expansão do fole, V o volume do fluido dentro do recipiente, e considere que em ambos dos sistemas entra um fluido com vazão “J” que pode se expressar como
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							(1.120)

						
					

				
			

			Seja “F” a força do fluido sobre a superfície “A”, e “Fk” a força na mola, em equilíbrio tem que,

			
				
					
					
				
				
					
							
							F = Fk ↔ p ∙ A = k ∙ x

						
							
							(1.121)

						
					

				
			

			Aplicando derivada: 
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							(1.122)

						
					

				
			

			Em que “p” é a pressão sobre a superfície “A”. A vazão pode ser descrita como
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			Ou seja,
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							(1.123)

						
					

				
			

			A capacitância hidráulica (Ch) é considerada um armazenador potencial já que a energia potencial armazenada no elemento é
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							(1.124)

						
					

				
			

			Observe que a capacitância hidráulica tem um comportamento análogo com um capacitor elétrico porque respeita a relação entre variáveis de um ponto e de dois pontos:
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							(1.125)

						
					

				
			

			Para recipientes abertos a pressão atmosférica, a pressão é representada em função da altura da coluna do fluido (h) e do peso específico do fluido (γ), como mostrado na Figura 1.73.

			Figura 1.73. Capacitância hidráulica (Ch)em um recipiente aberto.

			[image: ]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Assim, 
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							(1.126)

						
					

				
			

			Supondo que o tanque da Figura 1.28 é cilíndrico com área transversal “A”,
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							(1.127)

						
					

				
			

			Nesse caso, a capacitância hidráulica também tem um comportamento análogo com um capacitor elétrico porque respeita a relação entre variáveis de um ponto e de dois pontos:
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							(1.128)

						
					

				
			

			Observe que a altura da coluna de fluido “h” é uma variável de dois pontos, assim como a pressão de fluido. Para sistemas abertos e fechados, o símbolo para representar a capacitância hidráulica é o mesmo símbolo para representar a capacitância elétrica.

			Armazenador cinético

			O elemento que armazena energia cinética (T) é o indutor hidráulico (Lh). Esse elemento é descrito como a capacidade de inércia do fluido de manter o movimento dentro de uma tubulação extensa, dito de outra forma, o comportamento é análogo à energia cinética da massa do fluido em movimento. Considere a tubulação cilíndrica da Figura 1.74 com diâmetro constante, comprimento L, área transversal A, com um fluido de massa específica ρ se deslocando a uma velocidade v.

			Figura 1.74. Tubulação cilíndrica.

			[image: Diagrama  Descrição gerada automaticamente]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			A massa líquida do fluido é

			
				
					
					
				
				
					
							
							m = A ∙ L ∙ ρ

						
							
							(1.129)

						
					

				
			

			E a vazão do fluido é 

			
				
					
					
				
				
					
							
							J = A ∙ v 

						
							
							(1.130)

						
					

				
			

			Derivando:
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							(1.131)

						
					

				
			

			A força da massa do fluido é:
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							(1.132)

						
					

				
			

			Então, a pressão pode ser calculada como
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							(1.133)
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							(1.134)

						
					

				
			

			A indutância hidráulica (Lh) é considerada um armazenador cinético, já que a energia cinética armazenada no elemento é
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							(1.135)

						
					

				
			

			Observe que a indutância hidráulica tem um comportamento análogo com um indutor elétrico porque respeita a relação entre variáveis de um ponto e de dois pontos:
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							(1.136)

						
					

				
			

			O símbolo para representar a indutância hidráulica é o mesmo símbolo para representar a indutância elétrica.

			Dissipadores hidráulicos

			O elemento que dissipa energia (transforma energia em calor) é chamado resistência hidráulica. Turbulências, mudanças de diâmetro de canos, torneiras abrindo ou fechando etc. causam um efeito equivalente a uma resistência, nesse caso, resistência hidráulica (análoga com uma resistência elétrica). Para pequenas variações em uma operação estritamente linear, a resistência hidráulica é aproximadamente:
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							(1.137)

						
					

				
			

			Quando houver recipientes/tanques abertos. No caso de sistemas fechados, a resistência hidráulica é:
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							(1.138)

						
					

				
			

			Observe que a resistência hidráulica tem um comportamento análogo com uma resistência elétrica porque respeita a relação entre variáveis de um ponto e de dois pontos:
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							(1.139)

						
					

				
			

			O símbolo para representar a resistência hidráulica é o mesmo para representar a resistência elétrica. A dissipação hidráulica de energia em forma de calor pode ser expressa como

			
				
					
					
				
				
					
							
							D = J2 R

						
							
							(1.140)

						
					

				
			

			Em síntese, os elementos hidráulicos têm um comportamento análogo com os elementos elétricos. O recipiente aberto equivale a um capacitor, o recipiente fechado equivale a um capacitor aterrado. O indutor hidráulico equivale a um indutor elétrico, e um resistor elétrico equivale a um resistor elétrico. Note que a simbologia dos recipientes não inclui a mola/fole no desenho, mas o efeito elástico está intrínseco no modelo. A Figura 1.75 mostra a relação entre elementos hidráulicos e elementos elétricos.

			Figura 1.75. Simbologia dos sistemas hidráulicos, equivalente elétrico e equações dos elementos.

			[image: Uma imagem contendo Tabela  Descrição gerada automaticamente]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Fontes de pressão fechadas (bombas, compressores etc.) têm comportamento análogo às fontes elétricas de tensão. Fontes hidráulicas abertas em queda (cachoeiras, rios, canais etc.) têm comportamento análogo às fontes elétricas de corrente.

			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.17. Considere o sistema hidráulico fechado com dois reservatórios fechados.

							Figura 1.76. Sistema hidráulico fechado.

							[image: Diagrama, Esquemático  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							a) Determine as equações diferenciais do sistema.

							b) Obtenha o modelo com integradores do sistema.

							a) A analogia elétrica do sistema é obtida ao substituir a bomba de pressão P por uma fonte de tensão, as capacitâncias hidráulicas (C1, C2). por capacitores aterrados, e as resistências hidráulicas das torneiras, por resistores elétricos.

							Figura 1.77. Circuito equivalente.

							[image: Diagrama, Esquemático  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							Nó P1: 
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							Nó P2:
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b) Modelo com integradores

							Nó P1: 

							
								
									
									
								
								
									
											
											J1 = JC1 + J2 → JC1 = J1 - J2 → C1 ∙ P1 ∙ s = J1 - J2 
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											(1.143)
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											(1.144)

										
									

								
							

							Nó P2: 

							
								
									
									
								
								
									
											
											J2 = JC2 + J3 → JC2 = J2 - J3 → C2 ∙ P2 ∙ s = J2 - J3 
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											(1.145)
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											(1.146)

										
									

								
							

							Figura 1.78. Modelo com integradores. 
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							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
			
				
					
				
				
					
							
							Exemplo 1.18. Considere o sistema hidráulico aberto com dois recipientes e um indutor hidráulico.

							Figura 1.79. Sistema hidráulico aberto.

							[image: Uma imagem contendo relógio, objeto  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

							a) Determine as equações diferenciais do sistema.

							b) Obtenha o modelo com integradores do sistema.

							a) A analogia elétrica do sistema é obtida ao substituir a fonte externa de vazão (Ja) por uma fonte de corrente, as capacitâncias hidráulicas (C1, C2), por capacitores aterrados (note que na maioria dos casos os capacitores hidráulicos equivalem a capacitores elétricos aterrados, exceto alguns casos bem particulares), o indutor hidráulico, por um indutor elétrico, e as resistências hidráulicas das torneiras, por resistores elétricos.

							Figura 1.80. Analogia elétrica.

							[image: Diagrama  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							Nó h1: 
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											(1.147)

										
									

								
							

							Semimalha h1 → h2:
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											(1.148)

										
									

								
							

							Note que “hR1” representa a diferença de pressão entre os extremos do resistor hidráulico, e “hL” representa a diferença de pressão nos extremos do indutor hidráulico.

							Nó h2:
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											(1.149)

										
									

								
							

							b) Modelo com integradores

							Nó h1: 

							
								
									
									
								
								
									
											
											Ja = JC1 + JL → JC1 = C1 ∙ h1 ∙ s = Ja - JL 
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											(1.150)

										
									

								
							

							Semimalha h1 → h2:

							
								
									
									
								
								
									
											
											h1 - h2 = hR1 + hL 

										
									

									
											
											hL = L ∙ JL ∙ s = h1 - h2 - hR1
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											(1.151)

										
									

								
							

	
								
									
									
								
								
									
											
											hR1 = R1 ∙ JL

										
											
											(1.152)

										
									

								
							

							Nó h2: 

							
								
									
									
								
								
									
											
											JL = JC2 + Jo → JC2 = C2 ∙ h2 ∙ s = JL - Jo 
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											(1.153)
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											(1.154)

										
									

								
							

							Figura 1.81. Modelo com integradores. 

							[image: Diagrama  Descrição gerada automaticamente]

							Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

						
					

				
			

			
			1.11. Descrição formal dos sistemas térmicos

			Os sistemas térmicos são relativamente lentos e apresentam um grande tempo morto, o que se reflete em um aumento descontrolado da fase à medida que a frequência aumenta. Para minimizar o efeito do tempo morto, deve-se trabalhar com pequenas variações nos parâmetros. Nesse tipo de sistema, estão envolvidos o armazenamento e o fluxo de calor por condução, convecção ou radiação. A rigor, as três formas de transferência de calor sempre ocorrem simultaneamente. Entretanto, na prática, geralmente, há uma predominância de uma forma sobre as outras ou, em alguns casos, de duas formas sobre a terceira, o que é mais comum.

			Em sistemas térmicos, não existe um elemento armazenador cinético com comportamento análogo ao de um indutor elétrico. A dinâmica dos sistemas térmicos pode ser descrita com elementos equivalentes a capacitores e resistores. O fluxo calórico (Q) é uma variável de um ponto, enquanto a temperatura (T) é uma variável de dois pontos. O fluxo calórico tem um comportamento análogo ao da corrente elétrica, e a temperatura, ao da tensão elétrica. O fluxo calórico pode ser descrito como:
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							(1.155)

						
					

				
			

			Em que γ é a quantidade de calor [kcal]. Outra forma de descrever o fluxo de calor é

			
				
					
					
				
				
					
							
							Q = k ∙ ∆T

						
							
							(1.156)

						
					

				
			

			Em que ∆T é a diferença de temperatura [Cº] e K o coeficiente de transporte [kcal/seg ∙ Cº] sendo:
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							k = H ∙ A, por convecção

						
							
							(1.157)

						
					

				
			

			Sendo:

			K: condutividade térmica [image: ]

			A: área normal à superfície [m2]

			∆x: espessor do condutor [m]

			H: coeficiente de convecção [image: ]

			Existe uma relação entre a temperatura de um corpo físico e o calor nele armazenado. Não havendo mudança de fase, e desde que a faixa de temperaturas não seja excessiva, tal relação pode ser considerada linear. A capacitância térmica “CT” é energeticamente equivalente a um capacitor elétrico.
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							(1.158)

						
					

				
			

			Em que,

			m: massa da sustância [kg]

			ce: calor específico da sustância [image: ]

			γ: quantidade de calor armazenado [kcal]

			∆T: diferença de temperatura [Cº]

			A energia potencial (U) armazenada em um capacitor térmico é
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							(1.159)

						
					

				
			

			O símbolo para representar a capacitância térmica é o mesmo para representar a capacitância elétrica. Em condições lineares com pequenas variações, a resistência térmica é aproximadamente a relação entre o fluxo de calor e a temperatura:
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							(1.160)

						
					

				
			

			O símbolo para representar a resistência térmica é o mesmo símbolo para representar a resistência elétrica.

			A dinâmica dos sistemas térmicos pode se resumir na transferência de energia calórica entre um ambiente ou corpo mais quente para um mais frio por meio de uma interface sempre presente que oferece uma resistência térmica. Sempre que houver um corpo ou ambiente/espaço em contato com outro, haverá uma interface que oferecerá uma resistência ao fluxo calórico. 

			A Figura 1.82 ilustra um exemplo de dois corpos em contato, cada um com capacitância térmica diferente (C1 e C2). A transferência de energia entre um corpo e outro é limitada ou restringida por uma interface que oferece uma resistência térmica (R1), e a transferência de energia entre o segundo corpo e o ambiente também é restringido pela resistência térmica (R2) na interface corpo-ambiente. O fluxo de energia calórica transferido da fonte para o primeiro corpo é Qi, o fluxo que circula entre o primeiro e o segundo corpo é Q12, e o fluxo que circula entre o segundo corpo, e o ambiente é Q2A. Note que cada corpo adquire uma temperatura de equilíbrio dinâmico (T1 e T2) que depende do fluxo de calor vindo da fonte e da temperatura ambiente (TA). Supor que o primeiro corpo não tem interação com o ambiente (ou está totalmente isolado). Note que entre os corpos sempre há uma interface, incluída também haverá uma interface entre um corpo e o ambiente.

			Figura 1.82. Dinâmica do fluxo calórico entre dois corpos em contato. 

			[image: Imagem em preto e branco de um relógio  Descrição gerada automaticamente com confiança baixa]

			Fonte: Elaborada pelos autores, 2026.

			Nesse exemplo a fonte transfere a energia calórica diretamente para o corpo. As

			
			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
					

					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
					

					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
							
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
							
							
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								

							


							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
						
					

				
			

			
			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
									

									
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
							
						
					

				
			

			1.12. Transformação e Conversão

			
			
					Entrada elétrica e saída elétrica.

					Entrada mecânica giratória e saída mecânica giratória, 

					Entrada mecânica de deslocamento e saída mecânica de deslocamento.

					Entrada hidráulica e saída hidráulica.

					Entrada térmica e saída térmica.

					Entrada mecânica e saída mecânica.

			

			
			
			
			
					Entrada elétrica e saída mecânica; ou entrada mecânica e saída elétrica.

					Entrada elétrica e saída hidráulica; ou entrada hidráulica e saída elétrica.

					Entrada elétrica e saída térmica; ou entrada térmica e saída elétrica.

			

			
			
			
			
			
			
			
			
			
			1.13. Equações de estado

			
			
					Facilitar a resolução por meio de métodos numéricos.

					Implementar observadores e preditores de estado.

					Implementar sistemas de controle em espaço de estados.

					Implementar sistemas para otimização.

					Obter funções de transferência de sistemas complexos/de grande porte.

					Muitas outras aplicações e soluções computacionais.

			

			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
			
			
					Escolher a variável de 1 ponto para armazenadores com comportamento com analogia equivalente a indutores.

					Escolher a variável de 2 pontos para armazenadores com comportamento com analogia equivalente a capacitores.





			

			
			
			
				
	












	

	





							
							
							


								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
								
								
									
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								

							


							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
						
					

				
			

			
			
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
							
							
							
							
							
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
							
							
							
							
							
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

	
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
								
								
									
											
											
										
									

								
							

							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
						
					

				
			


							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
			
						
					


				

			

			
						
					

				

					
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
			

			Funções de transferência
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			1.14.1. Diagramas de Fluxo
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			1.14.3. Regra de MASON
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			1.16. Linearização de uma variável

			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
			
			
			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
							
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
							
						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
									

									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

							
							
								
									
									
								
								
									
											
											
										
											
											
										
									

								
							

						
					

				
			

			
				
					
				
				
					
							
							
						
					

				
			

			1.17. Linearização de sistemas multivariáveis
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			1.19. Questões de múltipla escolha

			
			
			
			
			
			



			
			
			
			
			



			
			
			
			
			
			



			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
					

				
			

			
			
			
			
			



			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
					

				
			

			
			
			
			
			
			



			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
					

				
			

			
			



			
			
				
					
					
				
				
					
							
							
						
							
					

				
			

			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			1.20. Leitura Recomendada
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			Obrigado pela escolha e boa leitura!


			S. V. Canevarolo Jr.


			São Carlos, maio/ 2006


			Introdução Geral


			1) Histórico


			O primeiro contato do homem com materiais resinosos e graxas extraídas e/ou refinadas se deu na Antigüidade, com os egípcios e romanos que os usaram para carimbar, colar documentos e vedar vasilhames. No século XVI, com o advento dos descobrimentos, espanhóis e portugueses tiveram o primeiro contato com o produto extraído de uma árvore natural das Américas (Havea Brasiliensis). Este extrato, produto da coagulação e secagem do látex, apresentava características de alta elasticidade e flexibilidade desconhecidos até então - Teflon.


			
						Polímero – material orgânico (ou inorgânico) de alta massa molar (acima de dez mil, podendo chegar a dez milhões), cuja estrutura consiste na repetição de pequenas unidades (meros). Macromolécula formada pela união de moléculas simples ligadas por ligação covalente.


						Macromolécula – uma molécula de alta massa molar, mas que não tem necessariamente, em sua estrutura, uma unidade de repetição.


						Monômero – molécula simples que dá origem ao polímero. Deve ter funcionalidade de no mínimo 2 (ou seja ser pelo menos bifuncional).


						Mero – unidade de repetição da cadeia polimérica. 


						Grau de polimerização (GP) – número de unidades de repetição da cadeia polimérica. Normalmente o grau de polimerização fica acima de 750.


						Mero – unidade de repetição da cadeia polimérica. 


			


			Apagar marcas de lápis. Sua utilização foi bastante restrita até a descoberta da vulcanização por Charles Goodyear, em 1839. A vulcanização (nome dado 1em honra ao deus Vulcano – das profundezas e do fogo), feita principalmente com enxofre, confere à borracha as características de elasticidade, não pegajosidade e durabilidade tão comuns nas aplicações dos dias atuais.






 


			Em 1846, Christian Schónbien2, químico alemão, tratou o algodão com ácido nítrico, dando origem à nitrocelulose, primeiro polímero semi-sintético. Alguns anos mais tarde (l862), Alexander Parker (inglês) dominou completamente esta técnica, patenteando a nitrocelulose (ainda é comum a cera chamada de Parquetina, nome derivado de Parker). Em 1897, Krishe e Spittler, na Alemanha, conseguiram um produto endurecido por meio da reação de formaldeído e caseína (proteína constituinte do leite desnatado). O primeiro polímero sintético foi produzido por Leo Baekeland (1863-1944), em 1912, obtido através da reação entre fenol e formaldeído. Esta reação gerava um produto sólido (resina fenólica), hoje conhecido por baquelite, século XVI termo derivado do nome de seu inventor.


			Até o final da Primeira Grande Guerra Mundial, todas as descobertas nesta área foram por acaso, por meio de regras empíricas. Somente em 1920, Hermann Staudinger (1881-1965), cientista alemão, propôs a teoria da macromolécula. Esta nova classe de materiais era apresentada como compostos formados por moléculas de grande tamanho. E esta idéia foi fortemente combatida na época, levando algumas décadas para que fosse definitivamente aceita. 


			Em reconhecimento, Staudinger recebeu o Prêmio Nobel de Química em 1953. Do outro lado do Atlântico, Wallace H. Carothers (1896 - 1937), químico norte-americano, trabalhando na empresa DuPont, formalizou a partir de 1929, as reações de condensação que deram origem aos poliésteres e às poliamidas. A esta última classe de novos materiais ele batizou de Náilon.






 


			A morte prematura de Carothers deixou em aberto as verdadeiras razões para a origem deste nome. Isto permitiu que até hoje se veicule uma série de versões pitorescas, entre elas a de que as letras foram tiradas da frase “Now You Are Lost Old Nippon”, Prêmio Nobel referindo-se ao Japão, que na época se mostrava como uma potência emergente, ou das iniciais dos nomes das esposas dos pesquisadores que trabalharam diretamente com Carothers (Nancy, Yvonne, Lonella, Olivia e Nina). 


			Outra versão, mais prática e com uma visão mais comercial, se refere aos dois maiores centros (New York e London), importantes consumidores potenciais do novo produto, particularmente na forma de meias femininas sintéticas, em que a seda natural foi substituída por fios do material recentemente inventado, tornando-se um sucesso comercial a partir de 1938. Carothers não pôde apreciar todo este sucesso, que se mantém até hoje século XVI


			Em 1938, Roy Plunkett (1910-1994) observou um pó branco dentro de um cilindro que originalmente continha gás tetrafluoreto de etileno, descobrindo o Teflon. Devido à enorme estabilidade térmica deste polímero, somente em 1960 foi possível desenvolver uma técnica comercial para o seu processamento, produzindo-se recobrimento antiaderente para formas de bolo. A partir de 1937, até o final da década de 1980, o professor Paul Flory (1910-1985) foi um incansável pesquisador, trabalhando com cinética de polimerização, polímeros em solução, viscosidade e determinação de massa molar, 
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