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Avant-propos

Ce cours est issu d’un enseignement donné au sein du MASTER de Mathémati-

ques d’Orléans et s’adresse à des mathématiciens désireux de connaı̂tre les techniques

de base de traitement du signal. A contrario, il peut aussi intéresser des spécialistes

de traitement du signal qui souhaitent avoir un point de vue mathématique sur les

outils qu’ils utilisent fréquemment. Cet ouvrage se veut donc une introduction à la

discipline plus qu’un ouvrage pointu destiné à des spécialistes du domaine. Pour le

lecteur qui souhaite en savoir davantage nous renvoyons à la bibliographie qui per-

met d’approfondir les différents sujets. Nous avons souhaité donner de nombreuses

applications tout au long de l’ouvrage et proposons comme tout livre de ! cours "

qui se respecte quelques exercices ou sujets de travaux pratiques. Nous nous sommes

volontairement placés dans un cadre unidimensionnel : les différents concepts (no-

tion de fréquence, transformation de Fourier, transformation en ondelettes, etc.) sont

génériques et plus faciles à présenter dans ce contexte. Le cas des signaux bi-dimen-

sionnels que sont les images sera abordé dans [3] : les techniques contenues dans le

présent livre y seront adaptées et d’autres méthodes, plus spécifiques au traitement

d’image, largement développées. Le signal unidimensionnel le plus accessible par

excellence étant le signal sonore, nous avons consacré un court chapitre à l’analyse

vocale (ou traitement de la parole), là aussi sous forme d’introduction. Pour le traite-

ment du son musical nous renvoyons à l’ouvrage de P. Guillaume [10] qui fourmille

d’exemples en liaison directe avec la musique.

Nous avons choisi de ne parler que de techniques déterministes en laissant de

côté les méthodes stochastiques, faute de place et de compétences. Toutefois, le point

de vue probabiliste est très utile en signal et très présent dans la manière dont les

ingénieurs présentent leurs résultats. Il est aussi fondamental dans la théorie du co-

dage et de l’information (au sens de Shannon) qui n’est pas abordée dans cet ouvrage.

Nous renvoyons à [13] chapitre 5, [14] chapitre 10, [16] partie 2 ou [1] Tome 1, cha-

pitres 4 et 5 pour une présentation ! stochastique " du traitement du signal.

Une partie des informations, exemples, illustrations contenus dans ce livre a été

récoltée au fil de mes investigations sur Internet. Je remercie tous les anonymes (et

WIKIPEDIA !) qui ont contribué de fait à enrichir cet ouvrage.

Cette nouvelle édition propose de nouveaux exercices et corrige quelques co-

quilles. Un chapitre a été ajouté à la première édition : il s’agit d’une ouverture vers
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le traitement du signal 2D, c’est-à-dire le traitement d’image. Les outils exposés pour

le traitement du signal 1D sont fondamentaux dès qu’on s’intéresse au cas bidimen-

sionnel. Nous donnons en quelques pages des pistes pour la généralisation de ces

outils.

Orléans, le 18 mars 2014.
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7 Analyse temps-échelle Ondelettes . . . . . . . . . . . . . . 235

7.1 Transformée en ondelettes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
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Chapitre 1

Introduction

L’utilisation de mathématiques de haut niveau en traitement du signal et pour

l’apprentissage est une tendance nouvelle rendue nécessaire par la quantité et la com-

plexité croissantes d’informations aujourd’hui disponibles, qui engendrent un besoin

d’automatisation des méthodes d’analyse, de traitement de l’information et de la prise

de décisions.

Les applications les plus classiques concernent l’analyse et la transformation

d’informations sonores et d’images, mais des problèmes similaires sont posés par

d’autres signaux tels que des enregistrements de séquences d’ADN, des séries fi-

nancières ou des données atmosphériques.

L’information ainsi traitée peut ensuite servir à la réalisation d’une tâche qu’il

s’agit d’optimiser. 1

La notion de signal fait intervenir la notion d’observation de phénomène. Elle fait

intervenir des quantités dépendantes du temps, de l’espace ou de la fréquence. Pour

étudier ces quantités on a une modélisation sous forme de fonction d’une variable.

Les signaux sont des objets qui peuvent être

– unidimensionnels (1D) : c’est le cas de tous les phénomènes ondulatoires, dont

l’exemple le plus connu est le son. La variable est alors le temps t. L’étude des

signaux 1D fait l’objet du présent cours.

– bidimensionnels (2D) : il s’agit dans ce cas d’images. La variable est une va-

riable d’espace représentant les deux coordonnées (x, y) d’un point du plan

de l’image. L’étude de ces signaux, plus connue sous le nom de Traitement

d’Image n’est pas (ou peu) abordée dans ce volume.

– tridimensionnels (3D) : il peut s’agir, soit d’images 3D (dans l’espace) dont

la reconstruction et la description se font par exemple à partir de projections

stéréographiques ou tomographiques, soit d’une séquence d’images 2D dans

le temps (vidéo). Dans le premier cas, la variable est une variable d’espace

représentant les trois coordonnées d’un point (x, y, z) de l’image. Dans le se-

cond cas il s’agit des deux coordonnées px, yq dans le plan et du temps t.

1. D’après S. Mallat : http://www.cmap.polytechnique.fr/spip.php?article8

http://www.cmap.polytechnique.fr/spip.php?article8
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– quadridimensionnels (4D) : c’est le cas, par exemple, d’images 3D (volumes)

évoluant dans le temps.

Dans cet ouvrage nous allons nous concentrer sur l’étude des signaux 1D. Les

méthodes décrites relèvent de ce qui est communément appelé le ! traitement du

signal ". Nous donnons quelques exemples pour commencer.

1. Le son est le signal (1D) le plus connu. Les applications du traitement du son

sont nombreuses. On peut citer, par exemple, la synthèse et l’analyse vocale, la

musique numérique (standard MP3, instruments numériques)

(a) Extrait d’un chant de baleine à bosse (b) [Début des ! Variations Goldeberg " de J.S.

Bach

FIGURE 1.1 – Exemples de sons (représentation temporelle)

2. Signaux ! environnementaux "

(a) Onde sismique (b) Sonar d’un banc de poissons

FIGURE 1.2 – Signaux environnementaux

3. Signaux électriques : ces signaux sont particulièrement intéressants en méde-

cine (électrocardiogramme- électroencéphalogramme).
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FIGURE 1.3 – Électrocardiogramme (ECG) )

FIGURE 1.4 – Électro-encéphalogramme (EEG)

Un signal peut être modélisé de façon déterministe ou aléatoire. Lorsque la fonc-

tion t ÞÑ xptq est continue le signal est analogique. Si la variable est discrète, le

signal est discret. Souvent un signal discret est le résultat de la discrétisation d’un

signal analogique. On parle alors d’échantillonnage.
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FIGURE 1.5 – Signal échantillonné

Quand on discrétise un signal en vue d’un traitement numérique, on fait aussi

une quantification (stockage sur ordinateur). Un signal discret quantifié est un signal

numérique.

Exemples de signaux ! théoriques "

– Echelon unité de Heaviside : La fonction est donnée par

t ÞÑ uptq “

"
1 si t ą 0 ,

0 si t ď 0 .
(1.1)

Ce signal modélise l’établissement instantané d’un régime constant.

– Signal rectangle ou créneau centré : La fonction est donnée par

t ÞÑ vptq “

"
1 si |t| ă a ,

0 si |t| ě a .
(1.2)

(a) Échelon unité de Heaviside (b) Créneau centré

FIGURE 1.6 – Exemples de signaux ! théoriques "

– Signal sinusoı̈dal ou monochromatique : le signal est représenté par la fonction

t ÞÑ xptq “ α cospω t ` ϕq,
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où α P R est l’amplitude du signal , ω P R est la pulsation et ϕ P r0, 2πs la

phase initiale. On appelle a “
2π

ω
la période et λ “

1

a
“

ω

2π
la fréquence.

On peut donc écrire que xptq “ α cosp2π λt ` ϕq. On étudiera en général le

signal

zptq “ α expp2iπ λt ` iϕq “ c expp2iπ λtq

où c “ α exppiϕq P C. On a donc c “ Repzptqq (où Re(z) désigne la partie

réelle du complexe z).

Le traitement du signal repose essentiellement sur l’utilisation d’opérateurs linéai-

res qui modifient les propriétés d’un signal de façon homogène dans le temps. Les

transformées de Fourier et de Laplace qui diagonalisent des opérateurs sont les prin-

cipaux outils d’analyse mathématique.

On étudie un signal de deux points de vue :

– le point de vue temporel (ou spatial s’il s’agit d’une image) : étude du signal

dans le temps, tel qu’il est enregistré ou dans l’espace physique (pour une

image par exemple) ;

– le point de vue fréquentiel : on extrait du signal des informations ! cachées "

mais qui sont caractéristiques de chaque signal. Les outils mathématiques sont

essentiellement la transformation de Fourier et la transformation de Laplace (et

leurs analogues ! discrets ", la transformation de Fourier discrète (ou DFT) et

la transformation en z).

Le traitement du signal (analogique ou numérique) consiste :

– à étudier le signal, l’analyser, en extraire les informations pertinentes,

– à modifier le signal (pour enlever les parasites d’un son, accentuer les basses

d’un morceau de musique ou éclaircir une image par exemple),

– à synthétiser/reproduire des signaux nouveaux (! voix de synthèse ").

Sans prétendre à l’exhaustivité, nous allons présenter les principaux d’analyse

et de traitement des signaux, au premier rang desquels les outils d’analyse spectrale

qui font l’objet du chapitre 2. Le chapitre 3 présente des techniques élémentaires de

traitement des signaux aléatoires. Le chapitre 4 présente des outils de filtrage (ana-

logique et numérique) : le filtrage est une étape fondamentale et incontournable dans

tout traitement de signal. Le chapitre 5 est consacré à l’échantillonnage, à savoir le

passage d’un signal analogique (! continu ") à un signal numérique (discret). Nous

y présentons le célèbre théorème d’échantillonnage de Shannon ainsi que les diffi-

cultés posées par le mauvais choix d’une fréquence d’échantillonnage (aliasing). Le

chapitre 6 est consacré à l’analyse temps-fréquence d’un signal, avec la transforma-

tion de Gabor et la STFT 2 qui conduisent à la notion de spectrogramme. Tout natu-

rellement, le chapitre 7 présente une alternative, complémentaire à l’analyse temps-

2. Short Time Fourier Transform ou Transformée de Fourier à fenêtre glissante


