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La combinatoire et le dénombrement 
permettent de compter le nombre 
d’objets possédant une qualité donnée. 
La gestion des mégadonnées (big data), 
dont la taille rend le dénombrement 
difficile, constitue un défi pour les 
statistiques et l’informatique.

1   Combinatoire et dénombrement
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1 Réunion, produit et parties 
d’ensembles

Décrire un ensemble d’objets à l’aide de réunions, de produits ou 
de parties d’ensembles permet de les dénombrer rigoureusement.

Réunion de deux ensembles
Définition : La réunion de deux ensembles A et B est l’ensemble des éléments 

appartenant à A ou à B ; elle est notée A B∪ .

À NOTER
L’intersection de deux ensembles A et B est l’ensemble des éléments appartenant à 
A et à B ; elle est notée A B∩ .

Principe additif : Soient A et B deux ensembles 
disjoints (d’intersection vide). Si m et n sont les 
nombres d’éléments respectifs de A et de B, alors la 
réunion de A et B comporte m n+  éléments.

Produit cartésien
Définitions : Le produit cartésien de deux ensembles A et B est l’ensemble des 

couples a b,( ) tels que a A∈  et b B∈ . Il est noté A B× .

On note kA  l’ensemble 
k

A A A
termes

× × … ×� ������� ������� , ces éléments sont des k-uplets.

Principe multiplicatif : Si m et n (entiers naturels non nuls) sont les nombres 
d’éléments respectifs de deux ensembles A et B, alors le produit cartésien A B×
comporte m n×  éléments.

Soit A un ensemble à n éléments et k un entier naturel non nul. L’ensemble kA
des k-uplets (k-listes) d’éléments de A comporte nk  éléments.

Parties d’un ensemble
Définition : Un ensemble A est une partie d’un ensemble E si et seulement si 

tous les éléments de A sont des éléments de E. On écrit alors A E⊂ .

On dit également que A est un sous-ensemble de E.

Théorème : Le nombre de parties d’un ensemble à 
n éléments est n2 .

I

À NOTER
Si les deux ensembles ne sont 
pas disjoints, il faut ôter au 
résultat le nombre d’éléments 
r de leur intersection.

II

III

À NOTER
C’est également le nombre de 
n-uplets de l’ensemble 0 ; 1{ }.

En bref



131 • Combinatoire et dénombrement

Méthodes 
1  Déterminer le nombre d’éléments 

d’une réunion d’ensembles
Déterminer le nombre d’entiers naturels 
inférieurs à 199 dont l’écriture décimale 
comporte le chiffre 0.

SOLUTION

On considère les ensembles disjoints suivants :
A 0 ;10 ; ;90{ }= … , le sous-ensemble de ces entiers inférieurs à 99 ;
B 100 ; ;109{ }= … , le sous-ensemble de ces entiers compris entre 100 et 109 
et C 110 ; ;190{ }= …  le sous-ensemble de ces entiers supérieurs à 109.

A et B ont chacun 10 éléments et C en a 9. Il y a donc en tout 29 entiers 
naturels inférieurs à 199 dont l’écriture décimale comporte le chiffre 0.

2  Utiliser le produit cartésien
Les cartes d’un jeu sont numérotées de 1 à 3 et colo-
riées en rouge, vert, bleu, jaune ou noir. Toutes les 
cartes de ce jeu sont différentes et ce jeu contient 
toutes les cartes possibles.

Combien y a-t-il de cartes dans ce jeu ?

SOLUTION

Considérons N 1 ; 2 ;3{ }=  et C rouge ; vert ; bleu ; jaune ; noir{ }= . Alors 
chaque couple de N C×  définit une unique carte du jeu complet.

Il y a donc 3 5× = 15 cartes dans ce jeu.

3  Dénombrer le nombre de parties d’un ensemble
Un caractère Braille est représenté par deux colonnes 
de trois points chacune, chaque point étant ou non 
en relief.

Combien peut-on former de caractères différents, 
sachant qu’au moins un des points doit être en relief ?

SOLUTION

Considérons l’ensemble B des six points des deux colonnes, tous ces points 
étant en relief. Fabriquer un caractère braille, c’est choisir les points qui 
seront en relief, c’est-à-dire choisir une partie de B différente de la partie 
vide (un au moins des points est en relief) : il y a donc 2 16 −  choix possibles, 
soit 63 caractères brailles.

CONSEILS
Regroupez les nombres considérés 
en plusieurs ensembles facilement 
dénombrables.

CONSEILS
Caractérisez chaque carte 
par un couple.

CONSEILS
Considérez un caractère 
comme une partie d’un 
ensemble à six éléments.

COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
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2 Arrangements, factorielle 
et combinaisons

Le nombre de listes de k objets deux à deux distincts pris parmi n, 
ordonnées ou non, se détermine en fonction de k et de n.

Arrangements et factorielle
Définition : Soit k *∈ . On appelle arrangement de k éléments d’un ensemble E 

comportant n éléments, tout k-uplet d’éléments deux à deux distincts de E.

Théorème : Le nombre d’arrangements de k éléments d’un ensemble à n élé-
ments est n n n n k1 2 1( )( ) ( )− − … − + .

Définition : La factorielle d’un entier naturel non nul n est le produit des 
entiers naturels non nuls inférieurs ou égaux à n ; elle est notée n!. 
On convient de plus que 0! 1= .

Remarque : Un arrangement des n éléments d’un ensemble E 
à n éléments est appelé une permutation des éléments de E. 
Il y a n! permutations de E.

Combinaisons
Définition : Soit k *∈ . On appelle combinaison de k éléments d’un ensemble E

comportant n éléments, toute partie de E possédant k éléments.

Théorème : Soit n ∈ et k entier, k n0   . Le nombre de combinaisons de k

éléments d’un ensemble à n éléments est 
n n n n k

k
1 2 1

!
( )( ) ( )− − … − +

 ou encore 
n

k n k
!

! !( )−
.

Ce nombre est noté 
n
k

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  qu’on lit « k parmi n ».

Valeurs particulières et propriétés
Pour tous entiers naturels n et k, k n0    :

• n
0 1⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =  ; 

n n1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =  ; 

n n n
2

1
2

( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

−
 et 

n
k

n
n k

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

• Relation de Pascal

Si k n1+  , 
n
k

n
k

n
k

1
1 1

+
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ + +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ .

Cette relation permet de construire le 
triangle de Pascal qui donne la valeur 

des 
n
k

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  pour des petites valeurs de n :

I

À NOTER
Pour tout entier naturel n : 
n n n1 ! 1 !( ) ( )+ = + ×

II

k
n 0 1 2 3 4

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

En bref



151 • Combinatoire et dénombrement

Méthodes 
1  Déterminer un nombre de k-uplets
On dispose de 10 couleurs pour fabriquer un drapeau tricolore de trois bandes 
horizontales. Combien de drapeaux différents pourra-t-on fabriquer ?

CONSEILS
Identifiez la taille des k-uplets, c’est-à-dire k, et l’ensemble des éléments 
pouvant former ces k-uplets.

SOLUTION

Pour fabriquer un drapeau tricolore il faut choisir trois couleurs différentes 
parmi les 10 couleurs et colorier les bandes du drapeau, par exemple de haut 
en bas, à l’aide de ces trois couleurs.
Il y a 10 9 8× ×  triplets de trois couleurs distinctes, soit 720 drapeaux trico-
lores possibles.

2  Calculer à l’aide de combinaisons
a. On désire former une équipe de 15 élèves dans une classe qui en comporte 
20. Combien d’équipes différentes pourrait-on former ?

b. Calculer 
9
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  et 

9
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ . En déduire 

9
5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ , 

10
5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ , 

10
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  et 

11
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟.

CONSEILS

On rappelle que n
k( ) est le nombre de choix de k objets parmi n.

SOLUTION

a. Il y a 
20
15

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  manières de choisir 15 élèves cartes parmi 20.

Or, 
20
15

20
5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟  par symétrie et 1550420

15
20 19 18 17 16

5 4 3 2 1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

× × × ×
× × × ×

= .

b. On a 1269
4

9 8 7 6
4 3 2 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

× × ×
× × ×

=  et, par symétrie, 849
6

9
3

9 8 7
3 2 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =

× ×
× ×

= .

En utilisant la symétrie puis la relation de Pascal :

126
9
5

9
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =  ;

25210
5

9
4

9
5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =  ;

210
10
6

9
5

9
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =  ;

et 462
11
6

10
5

10
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ = .
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3 Démonstration par récurrence

Une démonstration par récurrence consiste à démontrer qu’une 
infinité de propositions dépendantes d’un entier naturel n sont vraies.

Le principe de récurrence
Soit n0 un entier naturel et soit n0

 , n 10 + , n 20 + , …, n , … une suite de proposi-
tions.
Si la n0

  est vraie et si, pour n’importe quel entier naturel n
tel que n 0n , la vérité de n  entraîne celle de n 1+ , alors on 
peut conclure que pour tout entier naturel n tel que n n0 , 

n  est vraie.

La démonstration par récurrence
1  Mise en œuvre
Soit n0 un entier naturel. Pour démontrer par récurrence qu’une proposition n
est vraie pour tout entier n n0 , on procède en deux étapes qui permettrons de 
conclure :
• l’initialisation pour vérifier que la proposition n0

  est vraie ;
• l’hérédité montrant que si la proposition n  est vraie pour un entier naturel n
quelconque tel que n n0 , alors la proposition n 1+  doit être également vraie.

Le principe de récurrence permettra alors de conclure que pour tout entier naturel 
n tel que n n0 , la proposition n  est vraie.

À NOTER
Lors de la seconde étape, on suppose la proposition n  vraie pour un certain rang n : 
c’est l’hypothèse de récurrence, souvent notée HR.

2  Quelques pièges à éviter
 Oublier l’initialisation : par exemple la proposition « n n10 1( )+ −  est un multi-

ple de 11 » est héréditaire, puisque n n n n n10 1 10 10 1 11 11 1 ( )( ) ( ) ( )+ − = + − − −+ + , 
mais elle est fausse pour tout entier n.

 Supposer, pour montrer l’hérédité, que la proposition est vraie pour tout entier 
naturel n, puisque c’est ce que l’on veut justement démontrer !
On supposera donc la proposition vraie pour un entier naturel.

I

À NOTER
Dans la grande majorité 
des cas, n0 vaut 0 ou 1.

II

En bref


