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Avant-propos

Bienvenue en PC (ou PC*)!

En arrivant en classe préparatoire, on peut avoir quelques appréhensions concernant les

interrogations orales de mathématiques. Rapidement, elles deviendront moins impression-

nantes et vous comprendrez que cette spécificité du systeme des « prépas » est extrémement

efficace pour assimiler les notions et progresser. Néanmoins, le cours étant conséquent,

I'étudiant ne se sent pas toujours au point lorsqu’arrive I'interrogation. Nous lui proposons

une gamme d’exercices acompagnée de rappels de cours pour lui permettre de s’entrainer

davantage. Dans 'objectif d'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés

en trois catégories :

» Les « exercices axés sur le calcul ». Ils ont pour objectif, via la pratique calculatoire, de
vérifier la connaissance et la compréhension des notions du cours.

* Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer 'assimilation des concepts.

* Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices aménent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Ce livre complet vous propose une grande variété d’exercices : du classique de concours a
I'exercice orginal, de I'exercice d’application directe du cours a I'exercice abstrait. Les cor-
rections figurent apres la liste des énoncés.

Enfin permettons-nous un conseil. Parmi vos camarades de classe, les membres de votre
«trindme » seront ceux que vous cotoierez le plus. N'hésitez pas a en faire de véritables par-
tenaires en partageant les exercices de ce livre. Vous pourrez soit travailler le méme exercice
et confronter vos solutions, soit travailler chacun un exercice différent, lire le corrigé pro-
posé et exposer oralement une solution a vos camarades.

Nous vous souhaitons tous nos veeux de réussite.

Bonne lecture!
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Compléments
d’algebre linéaire

P

Dans I'espace vectoriel R sp 3, trois hyperplans P, Q et R en position dite « quelconque » ont
pour intersection le sous-espace nul {0}. Plus généralement, dans un espace de dimensionn,
n hyperplans en position quelconque ont pour intersection {0}.



Chapitre 1

Enoncés des exercices

ESl Exercices axés sur le calcul

—64 47 22 —-94

On considére la matrice 4 = 636 339 325 __868 et 'endomorphisme f de E = R*

69 47 22 —-99
associé a A dans la base canonique B.
1) Déterminer une base de E; = Ker(f — 4 -1d) pour 1 € {—8,-5,17}.

2) MontrerqueE = E g @ E_5 D Eq5.

*

Soient I'espace vectoriel E = R* muni de sa base canonique B = (eq, e, €3, ,) et f I'endo-

3 -8 -5 6
. . . . 0 -1 -2 1
morphisme de E représenté, sur la base B, par la matrice A = 0 1 0 0

-2 4 0 =2
On définit F = Vect(eq + e, —e3,e, + e3 + 2e,) et G = Vect(eq + e3,e1 + e, + e,4).
1) Montrer que F et G sont stables par f.
M 0
2) En déduire que A est semblable a une matrice blocs B = (0 15) ou 0, désigne la
2

matrice nulle de M, (R) et (M, N) € (M, (R))Z.

*

On considére les cinq points suivants de R? :
(xli yl) = (_21 3)' (leyZ) = (0' _1)' (X3, yS) = (1' 6)! (X4, y4) = (5! 24) et (x5' yS) = (6! 7)

On veut déterminer un polynome P dans 'espace vectoriel E = R,[X] tel que, pour tout

i € [[1,5], onait P(x;) = y;.

1) Montrerque B = (1, X +2, (X +2)X, (X + 2)X(X — 1), (X + 2)X(X — 1)(X — 5)) est une
base de E, puis calculer les coordonnées de P dans cette base.

2) Montrer ensuite que la famille B’ = (Pl,PZ,P3,P4, P5) ouP, =XX-1)X-5X-6),
P =X+2)X-1D)X-5)(X-6),P; = (X+2)X(X-5)(X—6),P, = (X+2)X(X—-1)(X—6)
et 5 = (X + 2)X(X — 1)(X — 5) est une autre base de E, puis calculer les coordonnées
de P dans cette base.
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* %k

Soit I'espace vectoriel E = R3 rapporté a la base canonique B = (ey, €,, e3). On considére la

1 0 -1
matrice A de M3(R) définieparA = -1 1 1 | et f 'endomorphisme de E dont la
0 -1 o0

matrice dans la base B est 4.
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de E définis par:

F =Ker(f) et G =Ker(f? —2f +2-1dg).

1) Déterminer une base de Ker(f).

2) Déterminer la matrice dans la base B de 'endomorphisme g = f? — 2f + 2 - Idg puis
déterminer une base de G.

3) Montrer que F et G sont deux-sous espaces vectoriels stables par f.
4) Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

5) Déterminer une base B’ de E dans laquelle la matrice de f soit de la forme :

A = , avec (a, 8,7,6) € R*.

o oo
< Q ©
O™ ©

*
. iy . 2 4 -1 5
1) Résoudre dans M, (R) I'équation : X + Tr (X) - 2 1)\ e 1)

2) Soient n un entier naturel non nul et une matrice A de M, (R).
Résoudre dans M, (R) I'équation : AX — XA = I,,.

*

Calculer le déterminant d’ordre n > 2 suivant :

—x 1 0 () 0 0

0 —x 1 0 0
An() = | o 0

0 0 -x 1 0

0 0....vvn. 0 0 —Xx 1

Qg v Gy @i
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*

Soient K = R ou C, n un nombre entier naturel non nul et I'espace vectoriel E = M, (K).
On considére deux matrices A et B dans M, (K) puis on définit les trois endomorphisme u,

vetwdeE par:
VM €E€E, u(M)=AM, v(M)=MB et w(M)=AMB.

Déterminer la trace de chacun de ces trois endomorphismes.

#F Exercices axés sur le raisonnement

Soient n € N* et la matrice M € M,,(R) définie par M = | : )
1...-1

On considére I'endomorphisme u de R™ représenté par A dans la base canonique B.

1) Calculer MP pour p entier naturel non nul quelconque.

2) Montrer que : R® = Im(M) @ Ker(M).

3) Déterminer une base B’ dans laquelle u est représenté par la matrice N définie par :

0 0----0
N={. :

*

Soientn € N* etu € GL, (K).
Montrer que u~! admet un polynéme annulateur (non nul) si, et seulement si, u admet un

polynome annulateur (non nul).

*
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel, E un espace vectoriel réel de dimension n et
f un endomorphisme de E.

1) On suppose dans cette partie que Ker f = Im f.
a) Montrer que n est pair.
b) Déterminer le rang de f en fonction de n.
c) Montrer que f? est ’endomorphisme nul.

2) On suppose dans cette partie que f? est 'endomorphisme nul et que n = 2rg(f) = 2p.

a) Montrer que Im f < Ker f.
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b) En déduire que Ker f = Im f.

c) Montrer qu'il existe une base B de E telle que matg(f) = (I)p 0”) ou [, estlamatrice
p °p

identité de M, (R) et 0, la matrice de M, (R) dont toutes les composantes sont nulles.

*

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et (f, g) un couple d’endomorphismes
de E.
1) Montrer quesi f o g = g o f, alors Ker(f) et Im(f) sont stables par g.
2) Montrerquesifogof =fetgofog=g,alors:

a) E =Im(f) ® Ker(g)

b) Ker(f o g) = Ker(g) etKer(g  f) = Ker(f)

c) rg(f) =rg(g) puisrg(f o g) =rg(g ° f)

*
Soient E un R-espace vectoriel de dimension n non nulle et f un endomorphisme de E tel

que f*=0etf"1 #0.
Le but de cet exercice est de montrer que la trace de 'endomorphisme f est nulle.

1) Montrer qu'il existe x € E tel que B = (x, f(x), f2(x), ..., f”_l(x)) soit une base de E.

2) Déterminer la matrice de f sur la base B puis conclure.

*

Soient n et k deux entiers naturels non nuls et A € M, (K) une matrice vérifiant A* = I,,.
Onpose B = I, + A + A? + --- + A¥=1 puis on définit les endomorphismes u et v de K" de

matrices respectives A et B dans la base canonique.
1) Montrer que :

a) Ker(u —Id) = Im(v).

b) Im(u — Id) = Ker(v).

c) Ker(v) @ Im(v) = K™
2) En déduire que Tr (B) = k - rg(B).

* %
Montrer que, pour tout entier non nul n, les matrices A € M, (R) de trace nulle sont sem-
blables a des matrices de diagonale nulle.

* %k

A B
Soient (4,B) € (]\/[,I(JR))2 etC = (—B A) € M,,(R). Montrer que detC € R,.
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* k%

Soient E = R3 et u un endomorphisme de E tel que : u? # 0 et u3 = 0.
1) Soientes € E tel que u?(e3) # 0, e, = u(es) ete; = u?(es).
Montrer que B = (e4, e;, €3) est une base de E.
2) Donner la matrice M de u sur la base B puis déterminer Im(u) et Ker(w).
3) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E stables par u.

& Exercices avec questions ouvertes

**% | Déterminant de Vandermonde

Soientn € N tel quen > 2 et (x4, x5, ..., x,) une famille de n scalaires.
On définit le déterminant de Vandermonde d’ordre n, noté V, (x4, x, .., X;,), par :

1 x, x%....xP1

1 X5 x% e x;l_l
Vn(xl,xz,...,xn) =

1 Xn x% e x;ll_l

Montrer que I'on peut trouver un polynéme B, € R,,_;[X] tel que I'on ait :
Vn(xli X2 ey xn) = Pn(xn) X Vn—l(xl' X2y ey xn—l)

et en déduire une expression de V, (x4, X3, ..., Xp).

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On trouve:

E_g = Vect((1,0,1,1)), E_g = Vect((0,2,0,1),(~1,1,1,0)) et Ey, = Vect((1,1,0,1))

2) Le calcul suivant:

1 0 -1 1
det(eq,ej,e'3,e'4) = 2 (2) 1 (1) =—1+#0
1 1 0 1

nous permet de conclure que B’ = (e, e3, e3, e;) est une famille libre a quatre éléments
dans un espace E de dimension 4, donc que B’ est une base de E, ce qui implique alors
queE=E g @ E_s D Ey7.
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Exercice 2
Onnoteraa,; =e; +e, —e3,a, =e, +e3+2e4,a3 =€, +eseta, =e; +e, +ey.

1) Les égalités f(a,) = a, et f(a;) = —a, donnent F stable par f.
De méme, f(a3) = —2a, et f(ay) = a3z donnent G stable par f.

2) La famille B = (a4, ay, as, a,) est une base de E car detg(aq,a,,as,a,) = 1 # 0, ce
qui implique que les sous-espaces vectoriels F = Vect(aq,a;) et G = Vect(as, ay) sont
supplémentaires dans E.

Comme de plus, ils sont stables par f, on obtient :

matg/(f) =B = ((I)Z (I)\?)’

ce qui nous permet de conclure que 4 et B sont deux matrices semblables.

Exercice 3

1) La famille B est une famille libre de E car elle est formée de cinq polynémes de degrés
deux a deux distincts et c’est donc une base puisque dim(E) = 5.
Notons alors (a, b, ¢, d, e) les coordonnées de P dans la base B, c’est-a-dire que 'on a :

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

P=a+bX+2)+c(X+2)X+dX +2)X(X —1) +e(X + 2)X(X — 1)(X = 5).

On obtient alors successivement :

¢ P(—2) = 3 nous donne directement a = 3,

¢ P(0) = =1 nous donne a + 2b = —1,donc b = -2,

¢ P(1) = 6 nousdonne a + 3b + 3¢ = 6,doncc = 3,

e P(5) = 24 nous donne a + 7b + 35c + 140d = 24,doncd = —%,

* P(6) = 7 nous donne a + 8b + 48c + 240d + 240e = 7,donce = —%.

2) Supposons qu'il existe (a, b, c,d,e) € R® tel que aP; + bP, + cP; + dP, + ePs = 0.
Il suffit alors d’évaluer le polynome aP; + bP, + cP; + dP, + eP; successivement en —2, 0,
1,5 et 6 pour obtenira = b = ¢ = d = e = 0, ce qui implique que la famille B’ est libre,
donc une base de E puisque son cardinal est égal a la dimension de E.
De méme,siona P = aP, + bP, + cP; + dP, + eP;, alors en évaluant Pen —2,0,1,5 et 6
on obtient immédiatement :

_P(-2) 1 _ PO _ 1 P 1
T o336 112’ T 60 60’ 60 10’
P(5 6 P(6
P& __ e ete=—()=—.
140 35 240 240
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2 Remarque
¢ On trouve de deux manieres différentes le polyndme d’interpolation de Lagrange dont la
¢ forme générale correspond a la question 2 :

(L
OIS

i=0 H (x; = x5)
Jj=0,j#1i

Si on développe le résultat de la premiere (ou deuxiéme) question on obtient I’expres-
sion du polynéme sur la base canonique (qui n’est vraiment pas adaptée dans ce cas car il
faudrait résoudre un systéme de 5 équations a 5 inconnues), a savoir :

. 1 13 5,157 , 29 |
W) =—gg* —3p t gt gL

Do 2 o oF o oF oF o oF oF oF o o o oF oF o o oF oF o oF oF oF oF o

Exercice 4

1) Comme F = Ker(f), alorsona:

xl_X3:0 X = x
X = X1 + Xgep + X9e3 € Fdonc{ —x; +x, +x3=0 donc{xl_ 3,
, =
_x2=0

ce qui implique que Ker(f) = Vect(e;) pour e; = e; + es.
2) Sion note B la matrice de g dans la base B, alors on trouve :

11 1
B=A2-2A+2;=|0 0 0
11 1

Cette matrice B est clairement de rang 1, donc dim ( Ker(g)) = 2, et comme les colonnes
de B sont toutes identiques, on obtient immédiatement que Ker(g) = Vect(e;, e5) pour
e; =e; —eyete; =e; —es.
3) eSix € F = Ker(f), alors f(x) = 0 et comme f est linéaire, on af(f(x)) =f(0) =0,
donc f(x) € Ker(f), donc F est bien stable par f.
* Six € G = Ker(g), alors f?(x) — 2f (x) + 2x = 0 ce qui implique, encore par linéarité
de f:
0=f3(x) = 2f*() + 2f () = fF2(f(0) = 2f (f () + 2f (%),
qui s’écrit aussi g(f(x)) = 0, donc f(x) € G, donc G est bien stable par f.
4) Les trois vecteurs ej, e; et e forment une base de E car:

1 1 1
detg(ej,ez,e3) =0 =1 0 [=2=0,
1 0 -1

ce qui impliqueque E = F @ G.
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5) f(e1) = 0 caref € Ker(f) et comme G est stable par f on a:

0 0 O
A(a,B,y,6) ER*, A/ =0 a P
0 vy ¢
Remarque : Avec notre choix de ej et de e3, f(e3) = 2e) — ej et f(e3) = 2ej, ce qui nous
0 0 O
donneAd’'=(0 2 2]
0 -1 0

Exercice 5
1) e Méthode 1 : par le calcul.

. a b L \ .
Sionpose X = c d) alors on est ramené a résoudre le systeme suivant :

a+2(a+d)=-1
b+4(a+d)=5
c+7(a+d)=6
d+(@a+d)=1

dont I'unique solution est (a,b,c,d) = (—1,5,6,1), ce qui permet de conclure que
I'unique solution de I'équation est :

(3 )

e Méthode 2 : en utilisant les propriétés de la trace.
La trace étant une application linéaire, on a :

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Tr (X + Tr(X) - <§ Lll)) =Tr(X)+Tr(X) - Tr (g LIL) =Tr(X)(1+3).

Or, comme Tr <_61 i) = 0, alors ona 4 Tr (X) = 0, ce qui implique que Tr (X) = 0.
On en déduit immédiatement que X = (_61 i) est 'unique solution de I'équation.
2) 1l suffit de remarquer d'une part que 'on a:
Tr (AX — XA) = Tr (AX) — Tr (XA) =0
par linéarité et cyclicité de la trace, puis d’autre part que :

Tr(l,) =n=#0,

pour conclure que cette équation n'admet aucune solution.
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Exercice 6
En développant suivant la derniére ligne, on obtient :

n-2

By() = ) (—1)FHGD, + (2 g = 1) (1),
};) k“k 1

ou Dy, estle déterminant par blocs suivant :

-x 1 0:---- 0 [ PP, 0
0, :
. ..1 . .
_ Ocvveveeenin0 =x | Ocevvvnnnenin 0] ok
Dy = Onvevmrnenns 0 | 1 0 v-ener 0 = (D"
—x :
0, :
- .0
O- v vieiinn. 0 0..... - 0 —x-1
Conclusion :
n-—1
vn > 2, Ap(x) = (D[ x" = ) apx*
k=0
Exercice 7

La trace d'un endomorphisme étant indépendante de la base choisie, on va bien évidem-
ment utiliser la base canonique de E composée des matrices élémentaires (E; j)1<i<n1<j<n

définies par (Ei,j)k[ = 8,16 p pour (i,j, k,€) € [1,n]*.
Sionpose A = (Ai,})i,j et B = (B;);, alors on obtient :

n n
Ak,{’Ek,f) E;j= Z AgiEx j,
1 k=1

donc I'élément courant de la diagonale de la matrice représentant u sur la base canonique,
qui se trouve en position ((i,j), (i,j)), estA; ;.
n n

Onobtientalors: Tr(u) = Y X A4;; =n-Tr(4).
i=1j=1

V() € MLl u(E,) = AE,, = (
J J kZ 4

De maniére symétrique pour v, on obtient :

n n n
V(l,]) € [[1,711'2, v(Ei,j) = Ei,jB = Ei,j <z z Bk,{’Ek,i’> = Z Bj,{}Ei,{’;
£=1

k=1¢=1

donc I'élément courant de la diagonale de la matrice représentant v sur la base canonique,
qui se trouve toujours en position ((i,j), (i,j)), est Bj ;.

10
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n n
On obtientainsi: Tr (v) = ¥ ¥ Bj;=n-Tr(B).
i=1j=1

Pour I'endomorphisme w, on calcule :
v(i,j) € [1,n]?

n n

n n n
w(E;;) = AE; ;B = (Z Ak,iEk’j> (2 BT,sEr,s) = Z ZAk,iBj,SEk’S,
k=1 1 k=1s=1

r=1s=

donc I'élément courant de la diagonale de la matrice représentant w sur la base canonique,
qui se trouve encore en position ((i,j), (i,j)), est 4;;B; ;.
n n

On obtientainsi: Tr(w) = ¥ X A;;Bj; = Tr (4) - Tr (B).
i=1j=1

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 8 7,

1) Il suffit de remarquer que I'on a M2 = nM pour conclure par une récurrence immédiate %

que, pour tout entier naturel non nul p, ona M? = n?~1M. -

19}

1 E

2) Sirg(M) = 1, alors Im(M) = Vect(e;) pour ej = g
1

(%)

Or Ker(M) est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 de R qui admet pour équa-
tion:xy + - +x, =0.

Comme ej ne vérifie pas cette équation on obtient : Im(M) N Ker(M) = {0}.

11 suffit alors d’utiliser la relation dim ( Ker(M)) + dim ( Im(M)) =(Mn-1)+1=npour
conclure que : R™ = Im(M) @ Ker(M).

3) Soit la base B’ de R™ obtenue en complétant la base (e;) de Im(M) par une famille libre
(eg, ..., en) formée de n — 1 vecteurs de Ker(M).
Onaalors u(e;) = nej etu(e;) = 0 pouri € [2,n].
On obtient ainsi :

0 0....0
matgr(u) =N=(. -~ |
0 0....0

Exercice 9

N
Soient N € NetP = ¥ q;X* € Ky[X] un polyndme de degré inférieur ou égal a N.
k=0

1
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N
Onaalors: P(u) =0 Y aquf=0
=0 N > car u inversible
sul Y quF=0 V¢
k=0

N
e Y aquHN k=0
k=0

N

> par changement d’indice
e Y ay_(uHk=o.
k=0

~ N
Ainsi,en notant pourtoutP = ¥ a,X* € Ky[X],P= Y ay_iX¥ onamontré que P annule
k=0 k=0

u si, et seulement si, P annule u™".

1

Exercice 10

1) a)

b)
c)

2) a)

b)

Le théoreme du rang donne : dim(Ker f) + dim(Im f) = n, doncn = 2dim(Im f),
donc n est pair.

Sionnoterlerangde f,alorsona:r = dim(Imf) = g

Pourtoutx € E,ona:

f(x) € Im(f) = Ker(f) donc f(f(x)) =0,

ce qui implique que f? est 'endomorphisme nul.

Siy € Im(f), alors il existe x € E tel que y = f(x), ce qui implique f(y) = f%(x) =0,
donc y € Ker(f), et nous donne alors Im f c Ker f.

dim(Ker ) + dim(Im ) = netn = 2rg(f), donc dim(Ker ) = dim(Im f) = g =p.
On en déduit que Ker f = Im f car le seul sous-espace vectoriel de Ker f de méme
dimension que Ker f est lui-méme.

On choisit une famille libre (el, s ep) d’un supplémentaire G de Ker(f) dans E.
On définit alors (ep+1, e en) par : pour touti € [[1,p]l, ep4; = f(€).
On remarque que (ep+1, . en) est une famille de Ker f car f (ep+i) = f2(e;) = 0et

4
(ep+1, e en) estune famille libre car, s'il existe (4;, ..., 4,) € RP telque ¥ A;e,4; =0,
e
14 14
alors Y, 4;f(e;) = 0, donc par linéarité de f on obtient f ( > Aiei) = 0, ce qui im-
i=1 i=1

14

plique que ¥ A;e; € Ker(f) NG = {0}, puisque 4; = --- = 4, = 0 puisque (e1, ...,ep)
i=1

estlibre.

Alors, comme dim(Ker f) = g = p, la famille (ep+1, e en) est une base de Ker f.

On a ainsi obtenu que B = (el, w1 €py €pat) s en) est une base de E car G est un sup-
plémentaire de Ker(f) etona:

0 0
matg(f) = <Ip 0) ou I, est la matrice identité de dimension p = g
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Exercice 11

1) e Soit x € Ker(f). Alors f(g(x)) = g(f(x)) = g(0) car x € Ker(f) et comme g est
linéaire on obtient : f(g(x)) = g(0) = 0. Donc g(x) € Ker(f), donc Ker(f) est stable

par g.
¢ Soit y € Im(f). Alors il existe x € E tel que y = f(x) et donc:

90 = g(f®) = f(g(x)) € Im(f).
On a ainsi bien montré que Im(f) est stable par g.
2) a) e Soitx € E. On peut écrire x = (f ° g(x)) + (x —fo g(x)).
Orfog(x) €Im(f)etg(x—fog(x))=gx)—gefeogx)=0,cequiimplique
que x — f o g(x) € Ker(g), donc que E = Im(f) + Ker(g).
e Soitx € Im(f) N Ker(g) : il existe a € E tel que x = f(a) et g(x) = 0. Alors:
x=f(@)=fegef(a)=fegx) =f(0)=0,doncIm(f) nKer(g) = {0}.
Conclusion : E = Im(f) @ Ker(g).
b) e Pour tout x € Ker(g), ona g(x) = 0, ce qui implique que f(g(x)) = f(0) =0
(puisque f estlinéaire), donc que x € Ker(f o g).
On a ainsi montré que Ker(g) < Ker(f ° g).
¢ Réciproquement, six € Ker(f o g),alors fe g(x) = 0,doncgefog(x) =g(0)=0
(puisque g est linéaire), donc g(x) = 0, ce qui nous donne x € Ker(g). On obtient
alors Ker(f o g) < Ker(g).
On a les deux inclusions, donc Ker(f o g) = Ker(g).
On montre de la méme fagon que Ker(g o f) = Ker(f).

c) Le (2a.) et le théoreme du rang impliquent imédiatement rg(f) = rg(g) et cela im-
plique, avecle (2b.), querg(f o g) =rg(g ° f).

Exercice 12

1) Comme f™"1 # 0, alors il existe x € E tel que f™*1(x) # 0.
La famille B = (x, f(x),.. ,f"_l(x)) ayant n éléments, c’est une base si, et seulement si,
elle est libre.
Soit (44, ..., 4,) une famille de réels telle que A,x + A, f(x) + - + A, f " 1(x) = 0.
En appliquant par f, qui est linéaire, nous obtenons: A; f (x) + A, f2(x)+---+1,,f*(x) = 0
et donc, puisque f™ = 0, on obtient A, f(x) + A, f2(x) + -+ + A1 f*1(x) = 0.
On recommence alors n — 2 fois jusqu’a obtenir A, f*~1(x) = 0, ce qui implique 1; = 0
puisque I'on a choisi x tel que f*~1(x) # 0.
En remontant toutes les équations obtenues, on trouve: 1; = 1, = -+ = 4, = 0, ce qui
implique que B est une famille libre et donc une base de E.

2) En calculant les vecteurs f(e;), on trouve :

Qcvvnvennnns 0
1 :

matp(f) = | 0D
0.---0 10
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ce qui implique immédiatement Tr (f) = 0.

Exercice 13

1) a) Procédons par double inclusion.

¢ Siy € Im(v), alors il existe x € E tel que y = v(x).
Onadonc:

(u—-Id)») =u@) —y =u@x) —vx)
u(x+u@) + - +ubtx) = (x +u) + - +uk1(x))
(u(x) + u?(x) + -+ uk(x) — (x +ulx) + - + u*1(x))

=uk(x)—x=0

car u® = Id. On a donc y € Ker(u — Id), ce qui implique que Im(v) < Ker(u — Id).
e Six € Ker(u—1Id), alors u(x) —x = 0, ce qui équivaut a u(x) = x, et qui nous donne

alors, pour tout j € N, u/(x) = x.

On obtient ainsi, puisque k est un entier naturel non nul et par définition de v :

X =

&=

(x+u@) + o+ uri(x) = % ‘v(x) = v(% -x) € Im(v),

ce qui implique alors que Ker(u — 1d) c Im(v).
On a donc bien Ker(u — Id) = Im(v).
b) Nous allons montrer une inclusion et I'égalité des dimensions :
e Siy € Im(u — Id), alors il existe x € E tel que y = u(x) — x, ce qui implique que
v(y) = v(u(x)) — v(x) car v est linéaire, puis :
v(y) = (d+u+-+u*1) (u@) - (1d+u+ - +uk1) (x)
=u(x) + - +ukx) — (x +ulx) + - +u(x))
=u(x) + -+ uk ) +x — (x +Hulx) + -+ uk ()
=0
donc y € Ker(v), ce qui implique que Im(u — 1d) < Ker(v).
¢ Le théoreme du rang appliqué aux endomorphismes u — Id et v donne :

k —
caru“(x) =x

dim(lm(u - Id)) + dim(Ker(u - Id)) =n,

et:
dim ( Im(v)) + dim ( Ker(v)) =n.

Or, nous avons démontré a la question précédente que Ker(u — Id) = Im(v), donc
nous en concluons que dim ( Im(u — Id)) = dim ( Ker(v)).

Or Im(u — Id) c Ker(v) et le seul sous-espace vectoriel de Ker(v) qui soit de la
méme dimension que lui-méme est Ker(v), donc Im(u — Id) = Ker(v).
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¢) Pour montrer que Ker(v) @ Im(v) = K", il suffit de montrer que I'on a
Ker(v) N Im(v) = {0} car nous savons que dim (Im(v)) + dim ( Ker(v)) = dim(K™).
Soit x € Ker(v) N Im(v) = Ker(v) N Ker(u — 1d), d’apres la question 1.a.
Donc v(x) = 0 et u(x) = x, ce qui donne, pour tout j € N, u/(x) = x. On obtient

ainsi :
v(x) =0
v(x) =x +u(x) + - +u"(x) = kx
ce qui implique kx = 0, donc x = 0 puisque k # 0.
Nous avons donc bien Ker(v) N Im(v) = {0} et donc Ker(v) @ Im(v) = K".
2) Comme la restriction de I'’endomorphisme v a Im(v) reste linéaire et que, par défini-
tion de Im(v), son image reste dans Im(v), alors on peut considérer I'’endomorphisme de

Im(v) induit par v, que nous noterons vy y)-
Si on choisit une base B adaptée a la décomposition K" = Ker(v) @ Im(v) nous aurons

matg(v) = gZ‘Z O’C’:q> avec p = dim (Ker(v)), ¢ = dim (Im(v)) = rg(B) et C la ma-

trice de l’endon'lorphisme de Vimw)-
Nous obtenons donc: Tr (B) = Tr (C) = Tr (vlmv).
Or Im(v) = Ker(u — Id) implique que :

Vx € Im(v), u(x) = x,
ce qui implique que I'on peut également considérer I'endomorphisme v, = Idjy,,

induit par u sur Im(v).
On obtient ainsi :

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Tr (u[m,,) = dim(lm(v)) =rg(v) = rg(B).

En remarquant que, pour tout entier j, U, = Idy,, donne (u/)y,, = Idj,,, nous avons
également :

vj €N, Tr (W)imy) = rg@).

Or la trace est une application linéaire, donc :

Tr (B) = Tr (Vim@)) = Tr (Idim@y) + Tt (thim@y) + =+ + Tr (@ Dimey) = k - rg(w).

Exercice 14

Nous allons montrer cette propriété par récurrence sur le formatn de la matrice A € M, (R)

supposée de trace nulle.

o |nitialisation : Pour n = 1, une matrice A est de trace nulle si, et seulement sij, elle est
nulle, donc le résultat est trivial.

e Hérédité : Supposons que pour un certain n € N* les matrices de M,,(R) de trace nulle
sont semblables a des matrices de diagonale nulle, et considérons A € M, 1(R) une
matrice de trace nulle.

Soit u € L(R™1) canoniquement associée a A.
Si u est une homothétie de rapport 4 € R, alors A = Al,,4, donc Tr (A) = 0 implique

15
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A = 0, donc 4 est nulle et elle est bien semblable a une matrice a coefficients nuls : elle-
méme.

Si u n’est pas une homothétie, alors il existe x € R™*! non nul tel que la famille (x, u(x))
soit libre. On la compléte en une base B’ = (x,u(x), €3, ., en+1) de R™*1,

1
. . 0 L . 0

On obtient alors une matrice par blocs Mg/ (u) = c MmO c=1.]€e M :(R),
0

LeM;,(R)etM € M,(R).
Comme Tr (M") = Tr(u) = Tr(A) = 0, on peut appliquer I'hypothése de récurrence a
M', donc il existe P’ € GL,(R) et N' € M, (R) a coefficients diagonaux nuls tels que :

M =P'N'P

On effectue alors les produits par blocs suivants :
0 L
My (u) = <C P’N’(P’)‘1>

(1 0\ ( 0 LP\ (1 04
Opy P’ (PH'c N’ 0p1 (P)7F

= PNP7Y,

1
On,l
qui est une matrice a coefficients diagonaux tous nuls.

Comme A est semblable a N, cela prouve le résultat au rang n + 1, puis la propriété par
récurrence.

enposantP = ( 0;;") (inversible cardet(P) = det(P") # O) etN = < 0 Lp >

(PHc N’

Exercice 15
Enremplacantles colonnes Cy, ..., C,, par respectivement C; +iCy 44, ..., C, +iC,,, on obtient :

detC=|A+LB B|’

—-B+iA A

puis en remplacant les lignes L, .4, ..., L, de la nouvelle matrice par respectivement les
lignes L, 41 —iL4, ..., Ly, — iLy, on obtient:

A+1iB B

detC=| 0 A—

l.B| = det(4 + iB) x det(4 — iB).

Les matrices A et B étant a coefficients réels, les deux nombres complexes det(A + iB) et
det(A — iB) sont conjugués et on obtient alors :

detC = | det(4 + iB)|” € R*.
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Exercice 16

1

2)

3)

Commencons par montrer que B = (eq, €5, €3) est une base de E.

S'il existe trois scalaires 14, 1, et 15 tels que A,e; + A,e;, + A3e3 = 0, alors on obtient
Aqu(e)+Au(ey)+A3u(ez) = u(0) = 0 caruestlinéaire et donc, en utilisantla définition
de e, et de e, on obtient :

Mud(es) + A,u?(es) + Azu(es) = 0 donc Ayeq + Aze, = 0.
En appliquant u aux deux membres de 1'égalité précédente on obtient :
Au(eq) + Azu(e;) = 0 et donc Aze; = 0.

Or, par hypothése e; # 0, donc A3 = 0.

La relation A,e; + A3e, = 0 nous donne alors 1, = 0 etdonc 4; = 0.

On a ainsi montré que B = (eq, e, €3) est une famille libre de E, et comme son nombre
d’éléments est la dimension de E, B est une base de E.

Si M est la matrice de u sur la base B, on trouve immédiatement :

u(e;) u(ex) u(es)
0 1 0 \e
M=| 0 0 1 e, caru(e;) =0,u(e;) =eqetu(es) = ey
0 0 0 Jes

On obtient aussi Im(u) = Vect(eq, e;).

Le théoreme du rang nous donne alors dim(Ker(u)) = 1 et comme e; € Ker(u), alors on

a Ker(u) = Vect(e,).

Nous allons étudier les sous-espaces stables en fonction de leur dimension.

» {0} et E étant stables par tous les endomorphismes de E, il reste uniquement a déter-
miner les espaces stables de dimensions 1 et 2.

* Les sous-espaces vectoriels F de E de dimension 1, stables par u, sont les droites vec-
torielles engendrées par un vecteur non nul x de E tel que :

ALEeER, u(x)=41-x.

Or, comme u est un endomorphisme nilpotent d’ordre 3, alors il existe k < 3 tel que
uk(x) = 0etuk~1(x) # 0.
On obtient ainsi :

0 = u¥(x) = Auk~*(x) donc 1 = 0.

On en déduit que F = Ker(u), ce qui est bien compatible avec la question (2.) oul’'on a
obtenu dim(Ker(u)) = 1.

 Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2, stable par u, alors il admet dans
la base B une équation du type : a;xq + a,x, + azx3 = 0.
On considére alors x = x{e; + x,e, + x3e3 € F.
Comme F est stable par u, les vecteurs u(x) = x,e; +x3e, etu?(x) = x;e; sontdansF,
doncu(x) etu?(x) vérifient’équation de F, ce qui donne : a; x, +a,x; = Oeta;x3 = 0.
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Sia, # 0,alors x; = 0 etdonc x, = x; = 0 d’apres les équations précédentes, ce qui
implique F = {0}, ce qui est faux puisque sa dimension est ici supposée égale a 2.
On adonc a; = 0 et de la méme maniére on montre que a, = 0.
L'équation de F est donc x3 = 0, c’est-a-dire que F = Im(u).
Conclusion : Les sous-espaces vectoriels de E, stables par u, sont {0}, Ker(u), Im(u) et E.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 17
n-1
Supposons qu'il existe un tel polyndéme P,, défini par B, = ¥ a;X*.
k=0

On sait que I'on ne change pas la valeur d’'un déterminant si, a une colonne, on ajoute une

combinaisons linéaire des autres. Donc V}, (x4, ..., x,) serainchangé sil’on ajoute a la colonne
n-—2
C, la somme kZO ayCr+1- On obtient ainsi :

1 x; x2....x172 xp1
1 x, x%....x372 xh1
Va(x1, s xn) = S
1 x, x2-...xP72 xp1
nz
1 % x2....xP72 x4 ¥ gk
K=0
n—2
1 x, x2..-.x37% x4+ ¥ apxk
- - . K=0
: n-2
1 x, xZ2----x7%2 x4+ Y apxk
K=0

ce qui s’écrit également, si on impose a P, d’étre unitaire (donc si on pose a,_; = 1):

1oxg xf---xf™2 Po(xy)
1 ox, x3---x372 Po(xz)
Va(xq, iy Xp) = : . :
i x'n xrzl' "'xrrll_z Pn(xn)
Il suffit alors d’avoir B, (x;) = B,(x;) = -+ = B,(x,—1) = 0, pour obtenir :
1 x; x%....x071 0
1 x, x2....x0371 0
Vo(xq, ) =1 - : . :
: ; : 0
1 Xn x721' "'x;LL_Z Pn(xn)
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I ne reste plus qu’a développer cette derniére forme du déterminant de Vandermonde par

rapport a sa derniére colonne pour obtenir : V,, (x4, ..., X)) = By () Vo1 (X1, ooy Xn—1)-

Pour obtenir un polynéme unitaire de degré n — 1 qui admet pour racines x4, x5, ..., X,_1, il
n-1

suffit alors de choisir P, = [] (X — x)).
j=1
On obtient ainsi, en réitérant le processus :

n
Voo o) = | | PGV, )
i=3

Or, comme V;(x1,x;) =x, —x; = [ (x; —x;), et comme:
1<i<jg2

-1
vie [3,n], PG = | Jon—xp,
j=1
on obtient finalement :

Vi (x1, X2, e, Xp) = 1_[ (x; = x)).
1<j<ign

v
=
=)
-
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Le rang ne peut que diminuer
par composition.
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Réduction des
endomorphismes

Parmi les endomorphismes les plus importants, figurent les projecteurs, comme le projec-
teur sur le plan horizontal, parallelement aux rayons du soleil. Les projecteurs sont diago-
nalisables. Ce sont méme les endomorphismes diagonalisables ayant 0 et 1 comme valeurs
propres.

21
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Enoncés des exercices

ESl Exercices axés sur le calcul

*

Soit f I'endomorphisme de E = C® représenté sur la base canonique B de E par la matrice
A de M¢(3) définie par:

010
1 0 1
0 10

A=
1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
2) Donner une base de E dans laquelle f est représenté par une matrice diagonale que I'on

précisera.

*

2 =21 0o 1 1
SoientA=| 2 -3 2 et B=(1 2 -1
-1 2 0 -1 1 2

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ces matrices.
2) Diagonaliser, quand c’est possible, ces matrices.

*
1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f : R[X] — R[X] défini
par f(P) =P —aP',ou @ € R".
2) Déterminer le spectre de f : R[X] - R[X] défini par f(P) = XP.
3) Déterminer le polynéme caractéristique de f : R,[X] = R,[X] définipar f(P) = P—XP'.

*

Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels et I'endomorphisme f de E = R* dont la matrice
dans la base canonique est :

0
A= 0
c

S = O Q
oN T W
w N Ul

0 d
1) On suppose dans cette question que a, b, c et d sont deux a deux distincts.
Montrer que I'endomorphisme f est diagonalisable.

2) On suppose maintenant que a, b et d sont deux a deux distincts et que ¢ = b.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b et d pour que f soit diagonalisable.
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*

Soit I'’espace vectoriel E = R® muni de sa base canonique B = (e, e, e3). On considére

a 1 0
I'endomorphisme f de E dont la matrice surlabase Best A=|1 a 0 |, aveca € R.
0 0 -1

1) Déterminer les valeurs de a telles que —1 soit une valeur propre de f.
2) On suppose dans cette question que a = 0.
a) Déterminer la dimension du sous-espace propre E_;.
b) En déduire le polyndme caractéristique y de f sans calculer det(4 — A13).

c) L'endomorphisme f est-il diagonalisable? inversible?

*

Soit f € L(R?) représenté par la matrice suivante :

1 -1 1
A=11 3 —-1]oua€eR.
1 1 a

1) Justifier, sans calcul, que 2 est valeur propre de f.
2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f soit diagonalisable.

3) Montrer que si a@ = 2, alors A — 215 est nilpotente.

*

Montrer que, quel que soit I’entier naturel non nul n, la matrice M de M,,(R) dont tous les
éléments sont égaux a 1 est diagonalisable.

* %

Obtenir, de deux fagons différentes, une condition nécessaire et suffisante sur le sextuplet

1 a b c
(a,b,c,d, e, f) € R® pour que la matrice M = g (1) czl }ec soit diagonalisable.
0 0 0 2

* %

Soient f et g les endomorphismes de C3 représentés respectivement, dans la base cano-
nique, par les matrices A et B de M (3) définies par:

0 0 1 a B vy
A=(1 0 O)etB=|y a B |ou(apBy)EC3.
0 1 0 B v «a

23
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1) Déterminerlesvaleurs propres etles sous-espaces propres de A. Que peut-on en conclure?
2) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de AZ.

3) Ecrire B comme combinaison linéaire de I, A et A% et en déduire, sans calculer son poly-
nome caractéristique, les valeurs propres de B.

* %

Soient n un entier naturel non nul et E = R,[X] le R-espace vectoriel des polyndémes a
coefficients dans R et de degré inférieur ou égal a n. On définit I'application u sur E qui a
tout polynéme P de E lui associe u(P) = (X? — 1)P" + (2X + 1)P’.

1) Justifier que u est un endomorphisme de E.

2) Montrer que u est diagonalisable.

3—a -5+a «a
On considére un nombre réel « et la matrice 4, = | —«a a—-2 a |
5 -5 -2

1) Montrer qu'il existe une unique valeur de a pour laquelle la matrice 4, est diagonalisable.

2) Déterminer, pour cette valeur de @, la matrice (4,)™ pour n € N*.

Calculer, pour tout entier naturel n, A™ pour 4 =

o O
S O
(=N )

*

Trouver une matrice carrée M de M, (C) telle que :

M2 =A=

[ =)
I S = N
[ Y SE QTN
O R R R

* %k

Une population se compose de trois parties dont les nombres d’individus a 'année n sont
respectivement u,, v, et wy,.
L'évolution de cette population suit la loi suivante :
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Un+1 = 117n + 3wy

up = 100 ~
vp =100 et VneN*, { Vnt1 T JUn
Wy = 100 1

Wnt1 = §Un

On pose, pour tout entier naturel n, X,, = (uy, vy, wy).
Montrer que la suite (X},),, converge et déterminer sa limite.

* %

Résoudre sur R\{—1} le systéme différentiel suivant :

x'(6) = (o + 3) 2(0) — 3(0) + 32(8) — u(t)

1+t
y'(0) = —3x(®) + (= +3) ¥(0) + 22(t) — u(t)
2'(6) = 5x(0) + 3y(®) + (7 + 3) 2(0) + Ju(®)

() = —5x(6) = 3y + 532(0) + (75 + 3 ) u(®)

* %

Déterminer toutes les matrices de M3 (R) qui commutent avec la matrice M définie par :

2 0 4
M=|3 -4 12
1 -2 5

*

On considére, sur le R-espace vectoriel E = M, (R), les matrices 4, D et U par:

=0 3)o=(o )=r=( 0)
etF ={M € E| AM = MD}.
1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E admettant pour base (U, A).
2) Montrer que I'application f définie de E dans E par: VM € E, f(M) = AM — MD est
linéaire sur E.
3) Déterminer les solutions sur E de f(M) = M puis de f(M) = —M.

4) Montrer que f est un endomorphisme diagonalisable de E et en donner son spectre.
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* %

Déterminer une matrice triangulaire supérieure semblable a la matrice A dans les cas sui-
vants :

-1 3 1 =2
6 -2 2 -7 14 6 -8
1) A=(7 -3 -3 2) A=
5 s _1 -1 2 2 0
-10 19 9 -10
* %

On notera B = (Ey1,E1 2, E1,E; ) la base canonique de M, (R), puis A = E;; + E;, et
B = E1,2 + E2,1'
On considére I'application f qui, a toute matrice M = (Ccl Z) de M, (R), lui associe la ma-

trice f(M) = A+ 2B

1) Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).

2) Déterminer matg(f).

3) Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

4) Montrer que : M € Vect(4,B) = f(M) = M.

5) Onnote Inv(f) = {M € M,(R) | M = f(M)}. Montrer que Inv(f) = Im(f).
6) Montrer que {0,1} < Sp(f).

7) Montrer que B’ = (E; 1 — E4, E1; — E; 1, A, B) est une base de M5, (R).

8) En déduire, sans calculer de déterminant, le spectre de f.

9) Déterminer matgs(f).

#F Exercices axés sur le raisonnement

*

Soient E un espace vectoriel de dimension n non nul et u un endomorphisme de E tel que
u? =Id;z. Onnotep = dim(Ker(u - IdE)) etqg = dim(Ker(u + IdE)).

Montrer que :

1) a) Ker(u — Idg) N Ker(u + Idg) = {0}.

b) Im(u + Idg) < Ker(u — Idg).
c) Im(u —Idg) € Ker(u + 1dg).
2)a)ptq=n

b) u est diagonalisable.
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*
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n finie. On considére f € L(E) tel que f? = —Idp.
On définitalors g = Idg +if eth = Idg — if, puis G = g(E) et H = h(E).
1) Montrerque E =G @ H.
2) En déduire que f est diagonalisable, les valeurs propres étant toutes égales a i ou a —i.

* %

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur C.
On considere g et u deux endomorphismes de E telsque gou —uo g = 2u.

1) Soit x un vecteur propre de g associé a une valeur propre a.
Montrer que : Vp € N, g(up (x)) = (a + 2p) - uP(x).
2) Montrer que si g est diagonalisable, alors u est nilpotent.

* %

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur C.

Soit u un endomorphisme nilpotent de E de polyndme caractéristique y,,.
1) Montrer que y, (1) = A™

2) Soit v un automorphisme qui commute avec u et soit f = u + v.

Montrer que f et v ont les mémes valeurs propres.

1

3) Montrer que w = v~ " o u est nilpotent.

4) En déduire que det(f) = det(v).

* %

On considere le R-espace vectoriel E = R? et un endomorphisme f de E qui admet pour

LT
215

e
valeur propre A = 7
1) Déterminer le polyndme caractéristique de f.
oo 1 1

2) Justifier que f o f + ﬁf + EIdE =0.
3) Soit a un vecteur non nul de E.

a) Montrer que B = (a, f(a)) estune base de E.

b) Déterminer la matrice A de f dans la base B.

c) Calculer, pour tout entier n, la valeur de A™.
4) Montrer que, pour toutx € E, on a lirjp f™*(x) =0.

n-+oo

*

Soit E' un espace vectoriel de dimension n non nul sur K. On considére u et v deux endomor-
phismes de E ou u posséde n valeurs propres distinctes dans K.

Montrer que u et v commutent (u e v = v o u) si, et seulement si, tout vecteur propre de u
est vecteur propre de v.
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*

Soient n € N* et E un espace vectoriel de dimension n sur K (ou K est égal a R ou C).
On consideére (f, g) € (L(E))2 avecrg(f) = netrg(g) = 1.
Montrer que f + g est un automorphisme de E si, et seulement si, Tr (g o f~1) # —1.

** | Théoréme de Cayley-Hamilton

Soient n un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2, E un KK-espace vectoriel de dimen-
sion n (avec K = R ou C) et f un endomorphisme de E.
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton :

si xy estle polyndme caractéristique de f, alors y(f) = 0.

1) Soit (ag, a4, ...,an_1) € K™
n-1

On consideére le polyndéme P de K, [X] définipar P = X™ — ¥ a;X*.
=0
On définit la matrice compagnon M € M,,(K) de P par:

0. ....... 0 ay
1 Lo
M=|0" " : :
..H.O An-2

0....0 1 A1

Déterminer le polynéme caractéristique de M en fonction de P.
2) On considére un vecteur non nul x de E.
Justifier qu'il existe un entier naturel p strictement inférieur a n tel que :
e la famille (x, f (x), ..., fP(x)) soit libre
« la famille (x, f (x), ..., fP*1(x)) soit liée
3) Onnote alors G = Vect(x,f(x), ...,fp(x)) et g larestriction de f a G.

Justifier que g € L(G) et donner sa matrice dans la base (x,f(x), ...,f”(x)) de G ainsi
que son polyndme caractéristique y .

4) En déduire que xz(f) = 0.

*kk

On considere un entier n € N* et une matrice A € M, (C) telle que Sp(4) c R,.
On définit la matrice B € M, (C) par:

0 A
B = (In 0) |
Déterminer les valeurs propres de la matrice B, ainsi que leurs multiplicités, en fonction de
celles de A.
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* %

4A
A A
Déterminer le polynéme caractéristique de M en fonction de celui de A.

Soientn € N*, A € M,(C)etM = € M,,(0).

* %

Soient n un entier naturel non nul et a un nombre réel. On considére le R-espace vectoriel
E = R;,[X] des polyndmes a coefficients dans R et de degrés inférieurs ou égaux a 2n, puis
on définit une application f de E sur R[X] par :

VPEE, f(P)=X(X+1)P' —aXP

ou P’ représente le polynéme dérivé de P.
1) Déterminer toutes les valeurs de a dans R pour que f soit un endomorphisme de E.
2) Montrer que, si f est un endomorphisme de E, alors il est diagonalisable.

* %

Soientn € N*, E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et f € L(E).
Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, tout sous-espace vectoriel de E admet
un supplémentaire dans E stable par f.

* %

On considére E = R[X] le R-espace vectoriel des polynémes a une indéterminée X et a
coefficients réels.

Pour toutn € N, on note E,, le sous-espace vectoriel de E des polyndomes de degré inférieur
ou égal A n et B, la base canonique (X°, X, X2, ..., X™).

E, - E

P - u,(P)=P"—-2XP

a) Montrer que u, est un endomorphisme de E,,.

1) Onconsidéren € N et I'application u,, :

b) Donner la matrice de u,, dans la base B,,.
c) Déterminer le spectre de u, et justifier que u,, est diagonalisable.
R - R
S f@=e
a) Montrer que la dérivée d’ordre n € N de la fonction f est de la forme f™ = f x H,
ou H,, € E, etvérifie H,,, = H,, — 2XH,, puis que By, = (Hy, Hy, ..., H,) est une base

2) On considere I'application f :

de E,,.
b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a H,,,; = —2XH,, — 2nH,,_;.
c) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a H;, = —2nH,,_;.

d) Montrer que, pour tout couple d’entiers (k,n) tel que 0 < k < n, Hy est un vecteur
propre de u,, et donner la valeur propre correspondante.

e) Donner la matrice de u,, dans la base Bj,.
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* k%

Soient un entier naturel n > 2, une famille (aq, ..., a,) € C™ et un polynéme Q € C,,_;[X]
défini par :
Q=a;+aX+ - +a, X" L

On consideére ensuite les matrices A et M de M, (C) par :

Ay Qy-vvvvees An_1 an
a a a ........... a_
01 0:---0 n,o T2l n-1
0.0 1 7 :
A= K .0 letM=
0 1
1 0----- 0 0 : . .o
as Looap a4
az a3 ......... ..an a1

1) Montrer que la matrice A est diagonalisable dans M,,(C) et déterminer son spectre.

n-1 2ikm
2) En déduire que det(M) = [] Q (eT).
k=0

& Exercices avec questions ouvertes

* %

Soitn € N*,
1) Déterminer les matrices M carrées d’ordre n, a coefficients réels, telles que :

M>=M? et Tr(M)=n.

2) Soit M € M,(C) telle que M3 + M = 2I,.
a) Que peut-on dire de M ?
b) On suppose de plus que Sp(M) c R. Que dire de M?

* %k

Soit E un espace vectoriel de dimension n non nulle.
On considére un endomorphisme u de E tel que u? soit diagonalisable.

1) L'endomorphisme u est-il toujours diagonalisable?

2) Montrer que, si u diagonalisable, alors Ker(u) = Ker(u?).

* %

Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie.
Existe-t-il toujours une droite ou un plan de E stable par f?
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* %

On consideére un entier n > 2 et le R-espace vectoriel E = R™ muni de sa base canonique
B = (31, ...,en).

Soient trois nombres réels non nuls a, b et ¢ et 'endomorphisme f de E représenté sur la
base B par la matrice A € M,,(R) définie par:

0.0 ¢

Aol
0----0 ¢
b----b a

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b et ¢ pour que 'endomor-
phisme f soit diagonalisable.

Corrections

ESl Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On commence par déterminer le polyndéme caractéristique :
X -1 0
ta=detXL—-A)=| -1 x -1
0 -1 X . L !
L. —
X 0 X 1 1 3
=1 -1 X -1
0 -1 X
1 0 -1
=Xl -1 X -1
0o -1 X B P
—Cy+
1 0 0 o
=X| -1 X =2
0o -1 X
x| X 2 =X(x?2-1) =Xx(X -V2)(Xx +2)
-1 X

On en déduit que le spectre de A est: Sp(4) = {O, -2, \/f}
Sous-espaces propres :

a -b=0 b=
X=|b|€EEy, & —a—c=0 @{a:—c
c -b=0 B

7))
=
o
-
v
(11]
e
e
o
v
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De méme,ona:

a +V2a—-b=0
- b=+v2
X=|b|eE, z& —a++V2b—c=0 {b—:g?
c —b++V2c=0 T
On trouve ainsi :
1 1 1
Ey=Vect| 0 |, Eﬁ = Vect| V2 |, E_ﬁ = Vect| —v2
-1 1 1
2) On en déduit immédiatement que :
0 O 0 1 1 1
matg/ (f) =P 1AP =( 0 V2 0 pour P=Pgg=|0 2 -2
0 0 —V2 -1 1 1

Exercice 2

1) e On commence par déterminer le polynéme caractéristique de A :

X-2 2 -1
ya=detXl; —A)=| —2 X+3 -2
1 2 X I
«— + L-
X-1 2 x-1 o
=| —2 x+43 -2 | ¢
1 2 X
1 0 1
=(X-1)| -2 X+3 =2
1 2 X f e,
o
1 0 0 3 3 1
=xX-1| -2 X+3 0
1 2 x-1

=X -1*X+3)
On en déduit que le spectre de A est: Sp(4) = {—3,1}.
Sous-espaces propres de A4 :

a —a+2b—c=0
X=|b|€EE, &S -2a+4b—-2c=0 ©a=2b—c.
c a—2b+c=0
De méme, ona:
a —5a+2b—c=0 c=-a
X=|b|€EE;o{ —2a—2c=0 @{b:Za
c a—2b—3c=0 -
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ce qui nous donne :

2 -1 1
E;=Vect|{|1],| O , E_3=Vect| 2
0 1 -1
e On trouve pour B :
X -1 -1
1 -1 X-2 . I
L, —
X-1 0 1-X o
=| -1 X-2 1
1 -1 X-2
1 0 -1
=X-1D| -1 X-2 1
booohoame CieC+C
«—
1 0 0 3 3T 0
=X-1D| -1 X-2 0
1 -1 X-1 72}
=
=X - 1K -2) o
On en déduit que le spectre de B est: Sp(B) = {1, 2}. L—)
Sous-espaces propres de B : w
o
a a—b—-—c=0 b= g
X=|b|eE, o4 —a—-b+c=0 @{ , v
c a—b—-c=0
puis :
a 2a—b—-c=0
X=|b|€EE, o4 —a+c=0 Sa=b=c,
c a—b=0
ce qui nous donne :
1 1
E;=Vect| 0], E,=Vect|1
1 1
2) On en déduit que A est diagonalisable :
1 0 O 2 -1 1
P7laAp=(0 1 0 pour P=(1 0 2 [,
0 0 -3 0 1 -1

et que B n’est pas diagonalisable puisque la valeur propre double (A = 1) a un sous-
espace propre de dimension égale a 1 (au lieu de 2).
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Exercice 3

n-—

1) SiP = Z a,X*, alors f(P) = Z aX* —a Z kapxk=1 = x" + Z (ar — aap )X,
K=
Onaalors pour P # 0:

n-1 n-1

f(P)=AP & x™ + Z(ak —aag )Xk =Ax" + z AaX*,
= =

ce qui implique, puisque @ # 0 et que deux polynomes sont égaux si, et seulement si,
leurs coefficients sont égaux, que 'on a:

A=1 et Vke[[0,n—1], axs1 = 0.

On en déduit ainsi que la seule valeur propre est A = 1 et que E; = Vect (X").

2) SiA € Sp(f), alors il existe un polyndéme P non nul tel que f(P) = XP = AP, ce qui est
impossible puisque I'on aboutit a une égalité entre deux polynémes de degrés différents.
OnadonciciSp(f) =0

3) Sionnote B = (1,X,X?) labase canonique de R,[X], alorson a:

0

matg(f) = 0 ) donc yy=XX-1DX+1.

S O
S O O

Exercice 4

1) Déterminons le polynome caractéristique :

a-X 3 0 5

0 b=x 0 2 a-X 3 >
xr=(-1) 1 2 e—x 3 |=C-0 0 b-x 2
0 0 0 d-x 0 0 d=x

=(a=X)(b-X)(c —X)(d - X).

Donc f admet quatre racines simples distinctes, donc il est diagonalisable.

2) Comme b = c estla seule valeur propre multiple et que son ordre de multiplicité est égal
a 2, f sera diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace propre E;, est de dimension 2.
Comme la dimension de E est 4, le théoréme du rang donne : dim(E;,) = 4 —rg(A — bl,).
Ainsi, f diagonalisable si, et seulement si, rg(4 — bl,) = 2.

a—-b 3 0 5

0 00 2

1 2 0 3

0 0 0 d-b
car d — b # 0 implique que la colonne C, est non colinéaire aux colonnes C; et C,.

OrA—bl, = ,doncrg(A—bl,) = 2si,etseulementsi,a—b = g



Exercice 5
a+1 1 0
1) Lamatrice A + I3 = 1
0 0 0

Réduction des endomorphismes

a+1 0 |estderangp < 3 pour tout a réel, donc —1 est

valeur propre de 'endomorphisme f, quel que soita € R.

1 10
2) a) LamatriceA + 13 =
0 0 O

théoréme du rang.

1 1 0 |)estderangl,doncdim(E_;) =3 —1=2,dapresle

b) Comme —1 est au moins valeur propre double d’apres la question précédente, alors
onaTr(4) = —1 = (=1 -1+ A), avec A valeur propre de f (éventuellement égale a

—1),ce qui donne A = 1.
On obtient alors y = (X + 1)?(X — 1).

c) Lesous-espace propre associé a la valeur propre double est bien de dimension 2, donc

f est diagonalisable, et comme 0 n’est pas valeur propre, f est également inversible.

Exercice 6 ‘£
(@)
-1 -1 1 -
1) La matrice A — 2I3 = | 1 1 —1 | nest pas inversible (puisque ses deux pre- H
1 1 a-2 E
miéres colonnes sont égales), donc 2 est bien valeur propre de f. o
2) Cherchons les valeurs propres de A : =
x—1 1 -1
xa=detXl;—A)=-1 X-3 1
-1 -1 X—-a . i
— L+
X-2 X-2 0 o
=] -1 X-3 1
-1 -1 X—-«a
-1 -1 0
=X-2)[-1 X-3 1
-1 -1 X-a P
- C, —
_1 0 0 2 2 1
=x-x|-1 x-2 1
-1 0 X—a

On développe alors par rapport a la deuxiéme colonne et on trouve :

-1 0
XA:(X_Z)Z -1 X—«

= (X -2)%(X — a).
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On en conclut que si @ = 2, alors A admet A = 2 pour unique valeur propre (de multipli-
cité 3) et que si a # 2, alors il y a deux valeurs propres : 2 (de multiplicité 2) et « (valeur
propre simple).
e Supposons a # 2.

On a doncici: f diagonalisable si, et seulement si, dim(E,) = 2.

Orona:
a -1 -1 1 a
X=|b|€EE, & 1 1 -1 b]l=0
c 1 1 a-—-2 c

—-a—b+c=0
a+b—-c=0
a+b+(a—2)c=0
c=a+b
a+b+(a—2)(a+b)=0
c=a+b
(a—1D(@a+b)=0

Donc, si @ # 1, dim(E,) = 1 (donc f non diagonalisable), et si « = 1, dim(E,) = 2
(donc f est diagonalisable).

e Supposons a = 2.
On a cette fois-ci : f diagonalisable si, et seulement si, dim(E,) = 3.

Orona:
a -1 -1 1 a —a—b+c=0 _
X=|b|eEE, o 1 1 -1||b]=0s4 a+b—c=0 {Z-l__b_o
c 1 1 0 c a+b=0 -

Donc dim(E;) = 1, donc f n’est pas diagonalisable.
Conclusion :

f diagonalisable © a = 1.

3) Un calcul rapide nous donne (A —2I5)3 = 0 (ce que I'on obtenait directement en utilisant
le théoréme de Cayley-Hamilton) et (4 — 2I3)? # 0, donc 4 est nilpotente d’ordre 3.

Exercice 7
Commengons par remarquer que, sin = 1, alors la matrice M est diagonale.
Supposons maintenant que n > 1 et notons y,, le polyndome caractéristique de M.
On obtient alors :
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xu =det(X I, — M)

X=1 —1--oeeen. -1
-1
. _‘1
T -1 x-1 o ,
“Li+Ly++
X—nm X—m----ovvo. X—n 1 1 2 n
-1 X—=1 —1.-0nnn. _.1
-1
P -1 X-—-1
3 [ 1
-1 X—-1 —1--e--. _.1
=X -n §
-1
=1 X —1 L; < L; — Ly, pour i € [2,1]
i 1
0. X ().......()
=X-n)|: .
: 0
O vvvvvnn- 0 X
=X —n)X™

On a donc une valeur propre simple (1 = n # 1) et une valeur propre de multiplicité n — 1
1=0).
X1
OrX=|: )€Ey=Ker(M) © x4 + -+ x, = 0, donc E, est un hyperplan de R", c’est
Xn
donc un espace vectoriel de dimension (n — 1). Donc M est diagonalisable puisque I'autre
valeur propre est simple.

Exercice 8

La matrice M étant triangulaire, on obtient immédiatement que ses valeurs propres sont 1
et 2, et que leur ordre de multiplicité est 2.

e Méthode 1 : il faut et il suffit que les sous-espaces propres E; et E, soient de dimension
égale a la multiplicité des valeurs propres, donc a 2.

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v
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x ay+bz+ct=0
X = 32' €E o dji;i;g {Z_a;;g . Donc dim(E;) = 2 & a = 0.
t t=0
x —x+ay+bz+ct=0
X= }Z/ EE, o —y+tdz+et=0 .Doncdim(E,) =2 f =0.
ft=0
t

Conclusion : M diagonalisable & a = f = 0.

e Méthode 2 : il faut et il suffit que 'endomorphisme u tel que M = matg(u) (pour B base
canonique de R*) annule un polynéme scindé a racines simples.
Comme le polynéme caractéristique y,, = (X—1)2(X—2)? vérifie y;;(u) = 0,la condition
nécessaire et suffisante recherchée est donc (u — Id) o (u — 2Id) = 0, ce qui se traduit
matriciellement par :

0 —a ad ac+bf
(o o o ar \_
(M_I4)(M_214-)_ 0 0 0 f _04-;
0 O 0 0

donc on obtient immédiatement :

M diagonalisable @ a = f = 0.

Exercice 9

1) Commengons par déterminer les valeurs propres de A :

det(A—A) =1-23=(1-D)G -2 =),

2iZ - -2i%
ouj=eset)?=7=¢"%s.

On obtient alors Sp(4) = {1,],]2}, puis :

E; = Vect((1,1,1)) = Vect(ay)
E, = Vect((1,)%))) = Vect(ay) .
Ep = Vect((1,),5%) = Vect(as)

Les valeurs propres étant toutes simples, on obtient :
o=@
1€Sp(4)

ce qui implique que A est diagonalisable.
2) e Remarquons tout d’abord que :

A? = = AT = Sp (4%) = Sp(4).

= o o
S O
(= )
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e D’autre part,ona:
A% (ay) = A(ay) = a4
A% (az) = A(Jap) = j%a,
A (as) = A()%as) = jas
donc, si on note les sous-espace propres de A2 avec des E’, alors on obtient :
E{ = Vect(a,), E]'z = Vect(ay), E;=Vect(as) .

3) Onremarque que B = al; + A + yA?, ce qui implique :

B(ai) = aa; + fa; +ya; = (a+ +y)ay
B (ay) = aa, + Bj?a, +yvja, = (a + B> +y))a,
B (a3) = aaz + Bjaz +yj*az = (a + By +yj»)asz

On obtient alors :

Sp(B) ={a+B+y,a+ B2 +y,a+p+v%}.

Exercice 10

1) e Lapplication u est bien linéaire puisque 'opérateur de dérivation I'est également.
¢ Montrons alors que P € E = u(P) € E. Soit d le degré d'un polynéme P, alorson a:
deg(P") = d—1etdeg(P") = d—2,doncdeg((X2—1)P") = detdeg((2X+1)P') = d,
donc deg(u(P)) < d, ce qui implique que: P € E = u(P) € E.
Conclusion : u(P) € E et u linéaire, donc u est bien un endomorphisme de E.
2) SoitB = (1,X,X?,...,X™) la base canonique de E.
u(1) = 0,u(X) = 2X + 1 et, pour toutentier k > 2,ona:
u(X®) = k(k — 1)(X? — DX*2 + k(2X + 1)xF?
= —k(k — DX*2 + kX* 1 + (k(k — 1) + 2k) Xk
=k(1—k)X* 2 + kX* 1 + k(k + 1)XF,

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

donc:

0 1 =2 0 eeeevnns 0
02 2 -6 :
00 6 . v

matg(w) =| 1 .70
: T n(1-n)
: o n
0 .................. O n(n+1)

Cette matrice étant triangulaire, on en conclut immédiatement que 'on a:

spw) = {0,2,6,..,n(n + 1)}

et donc que u admet n + 1 valeurs propres distinctes.
Or dim(E) = n + 1, donc u est diagonalisable.
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Exercice 11

1) Déterminons le polynome caractéristique :

3—a—-X -5+« a
Xa, = (1) det(A, — XI3) = — —a a—-2-X a = (X +2)%(X —3).
5 -5 —2-X

Le polyndome caractéristique est donc indédendant de « et les valeurs propres sont 3
(valeur propre simple) et —2 (valeur propre double).

La matrice A, est donc diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace propre E_, est
de dimension 2.

Or,siX = (x,y,z) € E_,,alors:

G-a)x+(-5+a)y+taz=0 G-a)x—GBG-a)y+taz=0 az =0
—ax+ay+az=0 ! a(-x+y+2)=0 @{x—_
5x—5y=0 xX=y =Y
Donc E_, est de dimension 2 si, et seulement si, « = 0.
1 0
2) Sia = 0, on obtient alors E_, = Vect(ey,e;),poure; =| 1 |ete, =0 |.
0 1
1
On trouve de méme E; = Vect(ez), poure; =| 0 |.
1
Cela donne alors :
-2 0 0 1 0 1 0 1 0
P'AsP=D=( 0 -2 O)pourP=(1 0 OJetP1=|-1 1 1]
0 0 3 0 1 1 1 -1 0
On trouve ainsi :
3" (=) —-3" 0
(Ap)™ = PD"P1 = 0 (=2)" 0

_(_Z)n + 371 (_Z)n _ 3n (_z)n

Exercice 12
On trouve y4(X) = (X — 1)(X? + X + 1), et comme le polyndéme X? + X + 1 n’est pas scindé
sur R, la matrice A n’est pas diagonalisable dans R, mais y,(X) = X - DX — )X =)
étant scindé a racines simples sur C, la matrice A est diagonalisable dans C.
On en déduit alors qu'il existe une matrice inversible P telle que :

100 100
PlxDxP=D=[0 5 o]=[0 ; 0],
00 J 0 0 ;2



Réduction des endomorphismes

pour j = e?™/3 qui vérifie j? = e*™/3 = ¢72IM/3 =7 et J3 = %" =1,

1 0 O
OnaalorsA =P XD XP~!, cequinousdonne A" =P xD"*x P touD®=(0 ;* 0
0 0 JZn
On vérifie alors facilement que :
1 00
en=3p=>D"=Dp%=[0 1 0]|=Iy;
0 0 1

o o

en=3p+1=>D"=D¥xD=D=

N

(=]

en=3p+1=D"=D¥®xD=D=

SO R OO
O~ © O~ O
-

nN

J
Conclusion :

esin=3p, A3’ =P XD XxPl=PxI;xP =1
esin=3p+ 1,471 = px D x P 1 =PxDxP!=4;

001
esin=3p+2, A2 =3Pt x A1 =42=(1 0 0
010

Remarque

On n’a pas eu ici besoin de déterminer P et P~ 1,
La matrice A étant a coefficients réels, A™ I'est également, bien que l'on ait utilisé une

diagonalisation dans M3 (C).
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Exercice 13
PolynOome caractéristique :

xa = (—1)3 det(4 — XI,) = (X + 1)3(X — 3).

Sous-espaces propres :

€EE_;2a+b+c+d=0,

Qo T Q

donc E_; est de dimension 3, ce qui implique déja que A est diagonalisable puisque I'autre
valeur propre est simple.
On détermine ensuite E :

—3a+b+c+d=0
a—3b+c+d=0
a+b—3c+d=0
a+b+c—-3d=0

EE; = =>a=b=c=d.

Qo T Q

Ly |



