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Avant-propos

Bienvenue en PC (ou PC*) !

En arrivant en classe préparatoire, on peut avoir quelques appréhensions concernant les
interrogations orales de mathématiques. Rapidement, elles deviendront moins impression-
nantes et vous comprendrez que cette spécificité du systèmedes «prépas» est extrêmement
efficace pour assimiler les notions et progresser. Néanmoins, le cours étant conséquent,
l’étudiant ne se sent pas toujours au point lorsqu’arrive l’interrogation. Nous lui proposons
une gamme d’exercices acompagnée de rappels de cours pour lui permettre de s’entraı̂ner
davantage. Dans l’objectif d’une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés
en trois catégories :
• Les « exercices axés sur le calcul ». Ils ont pour objectif, via la pratique calculatoire, de
vérifier la connaissance et la compréhension des notions du cours.

• Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer l’assimilation des concepts.

• Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices amènent l’étudiant à avoir sa
propre réflexion, à construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Ce livre complet vous propose une grande variété d’exercices : du classique de concours à
l’exercice orginal, de l’exercice d’application directe du cours à l’exercice abstrait. Les cor-
rections figurent après la liste des énoncés.

Enfin permettons-nous un conseil. Parmi vos camarades de classe, les membres de votre
« trinôme» seront ceux que vous côtoierez le plus. N’hésitez pas à en faire de véritables par-
tenaires en partageant les exercices de ce livre. Vous pourrez soit travailler lemême exercice
et confronter vos solutions, soit travailler chacun un exercice différent, lire le corrigé pro-
posé et exposer oralement une solution à vos camarades.

Nous vous souhaitons tous nos vœux de réussite.

Bonne lecture!
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Compléments
d’algèbre linéaire 1

𝑃𝑃

𝑄𝑄

𝑅𝑅

0⃗

Dans l’espace vectorielℝ sp 3, trois hyperplans 𝑃𝑃,𝑄𝑄 et 𝑅𝑅 en position dite « quelconque » ont
pour intersection le sous-espace nul {0⃗}. Plus généralement, dans un espace de dimension𝑛𝑛,
𝑛𝑛 hyperplans en position quelconque ont pour intersection {0⃗}.
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Compléments
d’algèbre linéaire 1

𝑃𝑃

𝑄𝑄

𝑅𝑅

0⃗

Dans l’espace vectorielℝ sp 3, trois hyperplans 𝑃𝑃,𝑄𝑄 et 𝑅𝑅 en position dite « quelconque » ont
pour intersection le sous-espace nul {0⃗}. Plus généralement, dans un espace de dimension𝑛𝑛,
𝑛𝑛 hyperplans en position quelconque ont pour intersection {0⃗}.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Énoncés des exercices

Exercices axés sur le calcul

⋆Exercice 1

On considère la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

−64 47 22 −94
66 39 22 −88
3 3 −5 −6
69 47 22 −99

� et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4

associé à 𝐴𝐴 dans la base canonique ℬ.
1) Déterminer une base de 𝐸𝐸𝜆𝜆 = Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 Id) pour 𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆.
2) Montrer que 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸−8 ⊕ 𝐸𝐸−5 ⊕ 𝐸𝐸17.

⋆Exercice 2

Soient l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4 muni de sa base canonique ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4) et 𝑓𝑓 l’endo-

morphisme de 𝐸𝐸 représenté, sur la base ℬ, par la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

3 −8 −5 6
0 −1 −2 1
0 1 0 0
−2 4 0 −2

�.

On définit 𝐹𝐹 𝐹 Vect(𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒3 + 2𝑒𝑒4) et 𝐺𝐺 𝐺 Vect(𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒4).
1) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont stables par 𝑓𝑓.

2) En déduire que 𝐴𝐴 est semblable à une matrice blocs 𝐵𝐵 𝐵 �𝑀𝑀 𝑀2
02 𝑁𝑁� où 02 désigne la

matrice nulle de ℳ2(ℝ) et (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀2(ℝ)�
2.

⋆Exercice 3

On considère les cinq points suivants de ℝ2 :

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = (−2, 3), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2) = (0, −1), (𝑥𝑥3, 𝑦𝑦3) = (1, 6), (𝑥𝑥4, 𝑦𝑦4) = (5, 24) et (𝑥𝑥5, 𝑦𝑦5) = (6, 7).

On veut déterminer un polynôme 𝑃𝑃 dans l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4[𝑋𝑋𝑋 tel que, pour tout
𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  , on ait 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖) = 𝑦𝑦𝑖𝑖.
1) Montrer que ℬ = �1, 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 � est une

base de 𝐸𝐸, puis calculer les coordonnées de 𝑃𝑃 dans cette base.
2) Montrer ensuite que la famille ℬ′ =� 𝑃𝑃1, 𝑃𝑃2, 𝑃𝑃3, 𝑃𝑃4, 𝑃𝑃5� où 𝑃𝑃1 = 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 ,

𝑃𝑃2 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 3 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 4 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋
et 𝑃𝑃5 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  est une autre base de 𝐸𝐸, puis calculer les coordonnées
de 𝑃𝑃 dans cette base.

2

Énoncés des exercices

⋆⋆Exercice 4
Soit l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 rapporté à la base canoniqueℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3). On considère la

matrice 𝐴𝐴 de ℳ3(ℝ) définie par 𝐴𝐴 𝐴 �
1 0 −1
−1 1 1
0 −1 0

� et 𝑓𝑓 l’endomorphisme de 𝐸𝐸 dont la

matrice dans la base ℬ est 𝐴𝐴.
Soient 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸 définis par :

𝐹𝐹 𝐹 Ker(𝑓𝑓𝑓 et 𝐺𝐺 𝐺 Ker(𝑓𝑓2 − 2𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 Id𝐸𝐸).

1) Déterminer une base de Ker(𝑓𝑓𝑓.
2) Déterminer la matrice dans la base ℬ de l’endomorphisme 𝑔𝑔 𝑔𝑔𝑔 2 − 2𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 Id𝐸𝐸 puis

déterminer une base de 𝐺𝐺.
3) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont deux-sous espaces vectoriels stables par 𝑓𝑓.
4) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸𝐸.
5) Déterminer une base ℬ′ de 𝐸𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓𝑓 soit de la forme :

𝐴𝐴′ = �
0 0 0
0 𝛼𝛼 𝛼𝛼
0 𝛾𝛾 𝛾𝛾

� , avec (𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼   𝛼 𝛼4.

⋆Exercice 5

1) Résoudre dans ℳ2(ℝ) l’équation : 𝑋𝑋 𝑋 Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋  �2 4
7 1� = �−1 5

6 1� .

2) Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et une matrice 𝐴𝐴 de ℳ𝑛𝑛(ℝ).
Résoudre dans ℳ𝑛𝑛(ℝ) l’équation : 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛.

⋆Exercice 6
Calculer le déterminant d’ordre 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 suivant :

Δ𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥

�

�

�

−𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   

0 −𝑥𝑥 𝑥𝑥  0

0 0 −𝑥𝑥 𝑥

0 0

0 0 −𝑥𝑥 𝑥𝑥

0 0 0 0 −𝑥𝑥 𝑥

𝑎𝑎0 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑥𝑥

�

�

�

.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Énoncés des exercices

Exercices axés sur le calcul

⋆Exercice 1

On considère la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

−64 47 22 −94
66 39 22 −88
3 3 −5 −6
69 47 22 −99

� et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4

associé à 𝐴𝐴 dans la base canonique ℬ.
1) Déterminer une base de 𝐸𝐸𝜆𝜆 = Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 Id) pour 𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆.
2) Montrer que 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸−8 ⊕ 𝐸𝐸−5 ⊕ 𝐸𝐸17.

⋆Exercice 2

Soient l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4 muni de sa base canonique ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4) et 𝑓𝑓 l’endo-

morphisme de 𝐸𝐸 représenté, sur la base ℬ, par la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

3 −8 −5 6
0 −1 −2 1
0 1 0 0
−2 4 0 −2

�.

On définit 𝐹𝐹 𝐹 Vect(𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒3 + 2𝑒𝑒4) et 𝐺𝐺 𝐺 Vect(𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒4).
1) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont stables par 𝑓𝑓.

2) En déduire que 𝐴𝐴 est semblable à une matrice blocs 𝐵𝐵 𝐵 �𝑀𝑀 𝑀2
02 𝑁𝑁� où 02 désigne la

matrice nulle de ℳ2(ℝ) et (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀2(ℝ)�
2.

⋆Exercice 3

On considère les cinq points suivants de ℝ2 :

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = (−2, 3), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2) = (0, −1), (𝑥𝑥3, 𝑦𝑦3) = (1, 6), (𝑥𝑥4, 𝑦𝑦4) = (5, 24) et (𝑥𝑥5, 𝑦𝑦5) = (6, 7).

On veut déterminer un polynôme 𝑃𝑃 dans l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4[𝑋𝑋𝑋 tel que, pour tout
𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  , on ait 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖) = 𝑦𝑦𝑖𝑖.
1) Montrer que ℬ = �1, 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 � est une

base de 𝐸𝐸, puis calculer les coordonnées de 𝑃𝑃 dans cette base.
2) Montrer ensuite que la famille ℬ′ =� 𝑃𝑃1, 𝑃𝑃2, 𝑃𝑃3, 𝑃𝑃4, 𝑃𝑃5� où 𝑃𝑃1 = 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 ,

𝑃𝑃2 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 3 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 4 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋
et 𝑃𝑃5 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  est une autre base de 𝐸𝐸, puis calculer les coordonnées
de 𝑃𝑃 dans cette base.

2
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Énoncés des exercices

Exercices axés sur le calcul

⋆Exercice 1

On considère la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

−64 47 22 −94
66 39 22 −88
3 3 −5 −6
69 47 22 −99

� et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4

associé à 𝐴𝐴 dans la base canonique ℬ.
1) Déterminer une base de 𝐸𝐸𝜆𝜆 = Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 Id) pour 𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆.
2) Montrer que 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸−8 ⊕ 𝐸𝐸−5 ⊕ 𝐸𝐸17.

⋆Exercice 2

Soient l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4 muni de sa base canonique ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4) et 𝑓𝑓 l’endo-

morphisme de 𝐸𝐸 représenté, sur la base ℬ, par la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

3 −8 −5 6
0 −1 −2 1
0 1 0 0
−2 4 0 −2

�.

On définit 𝐹𝐹 𝐹 Vect(𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒3 + 2𝑒𝑒4) et 𝐺𝐺 𝐺 Vect(𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒4).
1) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont stables par 𝑓𝑓.

2) En déduire que 𝐴𝐴 est semblable à une matrice blocs 𝐵𝐵 𝐵 �𝑀𝑀 𝑀2
02 𝑁𝑁� où 02 désigne la

matrice nulle de ℳ2(ℝ) et (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀2(ℝ)�
2.

⋆Exercice 3

On considère les cinq points suivants de ℝ2 :

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = (−2, 3), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2) = (0, −1), (𝑥𝑥3, 𝑦𝑦3) = (1, 6), (𝑥𝑥4, 𝑦𝑦4) = (5, 24) et (𝑥𝑥5, 𝑦𝑦5) = (6, 7).

On veut déterminer un polynôme 𝑃𝑃 dans l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4[𝑋𝑋𝑋 tel que, pour tout
𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  , on ait 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖) = 𝑦𝑦𝑖𝑖.
1) Montrer que ℬ = �1, 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 � est une

base de 𝐸𝐸, puis calculer les coordonnées de 𝑃𝑃 dans cette base.
2) Montrer ensuite que la famille ℬ′ =� 𝑃𝑃1, 𝑃𝑃2, 𝑃𝑃3, 𝑃𝑃4, 𝑃𝑃5� où 𝑃𝑃1 = 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 ,

𝑃𝑃2 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 3 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 4 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋
et 𝑃𝑃5 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  est une autre base de 𝐸𝐸, puis calculer les coordonnées
de 𝑃𝑃 dans cette base.
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⋆⋆Exercice 4
Soit l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 rapporté à la base canoniqueℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3). On considère la

matrice 𝐴𝐴 de ℳ3(ℝ) définie par 𝐴𝐴 𝐴 �
1 0 −1
−1 1 1
0 −1 0

� et 𝑓𝑓 l’endomorphisme de 𝐸𝐸 dont la

matrice dans la base ℬ est 𝐴𝐴.
Soient 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸 définis par :

𝐹𝐹 𝐹 Ker(𝑓𝑓𝑓 et 𝐺𝐺 𝐺 Ker(𝑓𝑓2 − 2𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 Id𝐸𝐸).

1) Déterminer une base de Ker(𝑓𝑓𝑓.
2) Déterminer la matrice dans la base ℬ de l’endomorphisme 𝑔𝑔 𝑔𝑔𝑔 2 − 2𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 Id𝐸𝐸 puis

déterminer une base de 𝐺𝐺.
3) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont deux-sous espaces vectoriels stables par 𝑓𝑓.
4) Montrer que 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸𝐸.
5) Déterminer une base ℬ′ de 𝐸𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓𝑓 soit de la forme :

𝐴𝐴′ = �
0 0 0
0 𝛼𝛼 𝛼𝛼
0 𝛾𝛾 𝛾𝛾

� , avec (𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼   𝛼 𝛼4.

⋆Exercice 5

1) Résoudre dans ℳ2(ℝ) l’équation : 𝑋𝑋 𝑋 Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋  �2 4
7 1� = �−1 5

6 1� .

2) Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et une matrice 𝐴𝐴 de ℳ𝑛𝑛(ℝ).
Résoudre dans ℳ𝑛𝑛(ℝ) l’équation : 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛.

⋆Exercice 6
Calculer le déterminant d’ordre 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 suivant :

Δ𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥

�

�

�

−𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   

0 −𝑥𝑥 𝑥𝑥  0

0 0 −𝑥𝑥 𝑥

0 0

0 0 −𝑥𝑥 𝑥𝑥

0 0 0 0 −𝑥𝑥 𝑥

𝑎𝑎0 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑥𝑥

�

�

�

.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

⋆Exercice 7
Soient 𝕂𝕂 𝕂 𝕂 ou ℂ, 𝑛𝑛 un nombre entier naturel non nul et l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂.
On considère deux matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 dans ℳ𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂 puis on définit les trois endomorphisme 𝑢𝑢,
𝑣𝑣 et 𝑤𝑤 de 𝐸𝐸 par :

∀𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀𝑀𝑀 et 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤  𝑤

Déterminer la trace de chacun de ces trois endomorphismes.

Exercices axés sur le raisonnement

⋆Exercice 8

Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et la matrice 𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑛𝑛(ℝ) définie par𝑀𝑀 𝑀 �
1 1

1 1
�.

On considère l’endomorphisme 𝑢𝑢 de ℝ𝑛𝑛 représenté par 𝐴𝐴 dans la base canonique ℬ.
1) Calculer 𝑀𝑀𝑝𝑝 pour 𝑝𝑝 entier naturel non nul quelconque.
2) Montrer que : ℝ𝑛𝑛 = Im(𝑀𝑀𝑀𝑀 Ker(𝑀𝑀𝑀.
3) Déterminer une base ℬ′ dans laquelle 𝑢𝑢 est représenté par la matrice 𝑁𝑁 définie par :

𝑁𝑁 𝑁 𝑁

𝑛𝑛 𝑛 𝑛
000 

000 

�.

⋆Exercice 9
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑢𝑢 𝑢 GL𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂.
Montrer que 𝑢𝑢−1 admet un polynôme annulateur (non nul) si, et seulement si, 𝑢𝑢 admet un
polynôme annulateur (non nul).

⋆Exercice 10
Dans cet exercice, 𝑛𝑛 désigne un entier naturel, 𝐸𝐸 un espace vectoriel réel de dimension 𝑛𝑛 et
𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐸𝐸.
1) On suppose dans cette partie que Ker 𝑓𝑓 𝑓 Im 𝑓𝑓.

a) Montrer que 𝑛𝑛 est pair.
b) Déterminer le rang de 𝑓𝑓 en fonction de 𝑛𝑛.
c) Montrer que 𝑓𝑓2 est l’endomorphisme nul.

2) On suppose dans cette partie que 𝑓𝑓2 est l’endomorphisme nul et que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 rg(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .
a) Montrer que Im 𝑓𝑓 𝑓 Ker 𝑓𝑓.
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b) En déduire que Ker𝑓𝑓 𝑓 Im 𝑓𝑓.

c) Montrer qu’il existe une baseℬde𝐸𝐸 telle que matℬ(𝑓𝑓𝑓 𝑓 �0𝑝𝑝 0𝑝𝑝
𝐼𝐼𝑝𝑝 0𝑝𝑝

�où 𝐼𝐼𝑝𝑝 est la matrice

identité deℳ𝑝𝑝(ℝ) et 0𝑝𝑝 la matrice deℳ𝑝𝑝(ℝ) dont toutes les composantes sont nulles.

⋆Exercice 11
Soient 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂-espace vectoriel de dimension finie 𝑛𝑛 et (𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓 un couple d’endomorphismes
de 𝐸𝐸.
1) Montrer que si 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓, alors Ker(𝑓𝑓𝑓 et Im(𝑓𝑓𝑓 sont stables par 𝑔𝑔.
2) Montrer que si 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔      , alors :

a) 𝐸𝐸 𝐸 Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔
b) Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔 et Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔    Ker(𝑓𝑓𝑓
c) rg(𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔 puis rg(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 

⋆Exercice 12
Soient 𝐸𝐸 un ℝ-espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nulle et 𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel
que 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 0 et 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 ≠ 0.
Le but de cet exercice est de montrer que la trace de l’endomorphisme 𝑓𝑓 est nulle.
1) Montrer qu’il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que ℬ = �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 2(𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥 soit une base de 𝐸𝐸.
2) Déterminer la matrice de 𝑓𝑓 sur la base ℬ puis conclure.

⋆⋆Exercice 13

Soient 𝑛𝑛 et 𝑘𝑘 deux entiers naturels non nuls et 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂 une matrice vérifiant 𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝐼𝐼𝑛𝑛.
On pose 𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 𝑛𝑛 + 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 puis on définit les endomorphismes 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 de 𝕂𝕂𝑛𝑛 de
matrices respectives 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 dans la base canonique.
1) Montrer que :

a) Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Im(𝑣𝑣𝑣.
b) Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Ker(𝑣𝑣𝑣.
c) Ker(𝑣𝑣𝑣𝑣  Im(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑛𝑛.

2) En déduire que Tr (𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   𝐵 rg(𝐵𝐵𝐵.

⋆⋆Exercice 14
Montrer que, pour tout entier non nul 𝑛𝑛, les matrices 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑛𝑛(ℝ) de trace nulle sont sem-
blables à des matrices de diagonale nulle.

⋆⋆⋆Exercice 15

Soient (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴   �ℳ𝑛𝑛(ℝ)�
2 et 𝐶𝐶 𝐶 � 𝐴𝐴 𝐴𝐴

−𝐵𝐵 𝐵𝐵� ∈ ℳ2𝑛𝑛(ℝ). Montrer que det𝐶𝐶 𝐶𝐶 +.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

⋆Exercice 7
Soient 𝕂𝕂 𝕂 𝕂 ou ℂ, 𝑛𝑛 un nombre entier naturel non nul et l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂.
On considère deux matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 dans ℳ𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂 puis on définit les trois endomorphisme 𝑢𝑢,
𝑣𝑣 et 𝑤𝑤 de 𝐸𝐸 par :

∀𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀𝑀𝑀𝑀 et 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤  𝑤

Déterminer la trace de chacun de ces trois endomorphismes.

Exercices axés sur le raisonnement

⋆Exercice 8

Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et la matrice 𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑛𝑛(ℝ) définie par𝑀𝑀 𝑀 �
1 1

1 1
�.

On considère l’endomorphisme 𝑢𝑢 de ℝ𝑛𝑛 représenté par 𝐴𝐴 dans la base canonique ℬ.
1) Calculer 𝑀𝑀𝑝𝑝 pour 𝑝𝑝 entier naturel non nul quelconque.
2) Montrer que : ℝ𝑛𝑛 = Im(𝑀𝑀𝑀𝑀 Ker(𝑀𝑀𝑀.
3) Déterminer une base ℬ′ dans laquelle 𝑢𝑢 est représenté par la matrice 𝑁𝑁 définie par :

𝑁𝑁 𝑁 𝑁

𝑛𝑛 𝑛 𝑛
000 

000 

�.

⋆Exercice 9
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑢𝑢 𝑢 GL𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂.
Montrer que 𝑢𝑢−1 admet un polynôme annulateur (non nul) si, et seulement si, 𝑢𝑢 admet un
polynôme annulateur (non nul).

⋆Exercice 10
Dans cet exercice, 𝑛𝑛 désigne un entier naturel, 𝐸𝐸 un espace vectoriel réel de dimension 𝑛𝑛 et
𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐸𝐸.
1) On suppose dans cette partie que Ker 𝑓𝑓 𝑓 Im 𝑓𝑓.

a) Montrer que 𝑛𝑛 est pair.
b) Déterminer le rang de 𝑓𝑓 en fonction de 𝑛𝑛.
c) Montrer que 𝑓𝑓2 est l’endomorphisme nul.

2) On suppose dans cette partie que 𝑓𝑓2 est l’endomorphisme nul et que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 rg(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .
a) Montrer que Im 𝑓𝑓 𝑓 Ker 𝑓𝑓.

4
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b) En déduire que Ker𝑓𝑓 𝑓 Im 𝑓𝑓.

c) Montrer qu’il existe une baseℬde𝐸𝐸 telle que matℬ(𝑓𝑓𝑓 𝑓 �0𝑝𝑝 0𝑝𝑝
𝐼𝐼𝑝𝑝 0𝑝𝑝

�où 𝐼𝐼𝑝𝑝 est la matrice

identité deℳ𝑝𝑝(ℝ) et 0𝑝𝑝 la matrice deℳ𝑝𝑝(ℝ) dont toutes les composantes sont nulles.

⋆Exercice 11
Soient 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂-espace vectoriel de dimension finie 𝑛𝑛 et (𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓 un couple d’endomorphismes
de 𝐸𝐸.
1) Montrer que si 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓, alors Ker(𝑓𝑓𝑓 et Im(𝑓𝑓𝑓 sont stables par 𝑔𝑔.
2) Montrer que si 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔      , alors :

a) 𝐸𝐸 𝐸 Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔
b) Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔 et Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔    Ker(𝑓𝑓𝑓
c) rg(𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔 puis rg(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 

⋆Exercice 12
Soient 𝐸𝐸 un ℝ-espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nulle et 𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel
que 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 0 et 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 ≠ 0.
Le but de cet exercice est de montrer que la trace de l’endomorphisme 𝑓𝑓 est nulle.
1) Montrer qu’il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que ℬ = �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 2(𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥 soit une base de 𝐸𝐸.
2) Déterminer la matrice de 𝑓𝑓 sur la base ℬ puis conclure.

⋆⋆Exercice 13

Soient 𝑛𝑛 et 𝑘𝑘 deux entiers naturels non nuls et 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂 une matrice vérifiant 𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝐼𝐼𝑛𝑛.
On pose 𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 𝑛𝑛 + 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 puis on définit les endomorphismes 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 de 𝕂𝕂𝑛𝑛 de
matrices respectives 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 dans la base canonique.
1) Montrer que :

a) Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Im(𝑣𝑣𝑣.
b) Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Ker(𝑣𝑣𝑣.
c) Ker(𝑣𝑣𝑣𝑣  Im(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑛𝑛.

2) En déduire que Tr (𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   𝐵 rg(𝐵𝐵𝐵.

⋆⋆Exercice 14
Montrer que, pour tout entier non nul 𝑛𝑛, les matrices 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑛𝑛(ℝ) de trace nulle sont sem-
blables à des matrices de diagonale nulle.

⋆⋆⋆Exercice 15

Soient (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴   �ℳ𝑛𝑛(ℝ)�
2 et 𝐶𝐶 𝐶 � 𝐴𝐴 𝐴𝐴

−𝐵𝐵 𝐵𝐵� ∈ ℳ2𝑛𝑛(ℝ). Montrer que det𝐶𝐶 𝐶𝐶 +.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

⋆⋆⋆Exercice 16
Soient 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 et 𝑢𝑢 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel que : 𝑢𝑢2 ≠ 0 et 𝑢𝑢3 = 0.
1) Soient 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸 tel que 𝑢𝑢2(𝑒𝑒3) ≠ 0, 𝑒𝑒2 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) et 𝑒𝑒1 = 𝑢𝑢2(𝑒𝑒3).

Montrer que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une base de 𝐸𝐸.
2) Donner la matrice 𝑀𝑀 de 𝑢𝑢 sur la base ℬ puis déterminer Im(𝑢𝑢𝑢 et Ker(𝑢𝑢𝑢.
3) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸 stables par 𝑢𝑢.

Exercices avec questions ouvertes

Déterminant de Vandermonde⋆⋆⋆Exercice 17
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 tel que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) une famille de 𝑛𝑛 scalaires.
On définit le déterminant de Vandermonde d’ordre 𝑛𝑛, noté 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ..., 𝑥𝑥𝑛𝑛), par :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

�
�.

Montrer que l’on peut trouver un polynôme 𝑃𝑃𝑛𝑛 ∈ ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 tel que l’on ait :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛) × 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

et en déduire une expression de 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛).

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On trouve :

𝐸𝐸−8 = Vect �(1, 0, 1, 1)�, 𝐸𝐸−5 = Vect �(0, 2, 0, 1), (−1, 1, 1, 0)� et 𝐸𝐸17 = Vect �(1, 1, 0, 1)�.

2) Le calcul suivant :

det(𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3, 𝑒𝑒′4) = ��

1 0 −1 1
0 2 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

�� = −1 ≠ 0

nous permet de conclure que ℬ′ = (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3, 𝑒𝑒′4) est une famille libre à quatre éléments
dans un espace 𝐸𝐸 de dimension 4, donc que 𝐵𝐵′ est une base de 𝐸𝐸, ce qui implique alors
que 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸−8 ⊕ 𝐸𝐸−5 ⊕ 𝐸𝐸17.
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Corrections

Exercice 2
On notera 𝑎𝑎1 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒3, 𝑎𝑎2 = 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒3 + 2𝑒𝑒4, 𝑎𝑎3 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3 et 𝑎𝑎4 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒4.

1) Les égalités 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓1) = 𝑎𝑎2 et 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2) = −𝑎𝑎1 donnent 𝐹𝐹 stable par 𝑓𝑓.
De même, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓3) = −2𝑎𝑎4 et 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓4) = 𝑎𝑎3 donnent 𝐺𝐺 stable par 𝑓𝑓.

2) La famille ℬ′ = (𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3, 𝑎𝑎4) est une base de 𝐸𝐸 car detℬ(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3, 𝑎𝑎4) = 1 ≠ 0, ce
qui implique que les sous-espaces vectoriels 𝐹𝐹 𝐹 Vect(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2) et 𝐺𝐺 𝐺 Vect(𝑎𝑎3, 𝑎𝑎4) sont
supplémentaires dans 𝐸𝐸.
Comme de plus, ils sont stables par 𝑓𝑓, on obtient :

matℬ′(𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓 𝑓 �𝑀𝑀 𝑀2
02 𝑁𝑁� ,

ce qui nous permet de conclure que 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux matrices semblables.

Exercice 3

1) La famille ℬ est une famille libre de 𝐸𝐸 car elle est formée de cinq polynômes de degrés
deux à deux distincts et c’est donc une base puisque dim(𝐸𝐸𝐸𝐸  𝐸.
Notons alors (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  les coordonnées de 𝑃𝑃 dans la base ℬ, c’est-à-dire que l’on a :

𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃

On obtient alors successivement :
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃 nous donne directement 𝑎𝑎 𝑎𝑎 ,
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   nous donne 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 , donc 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  ,
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃 nous donne 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 , donc 𝑐𝑐𝑐𝑐  ,
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃 nous donne 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 , donc 𝑑𝑑𝑑𝑑  1

2
,

• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   nous donne 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎, donc 𝑒𝑒 𝑒𝑒  1
60

.

2) Supposons qu’il existe (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎5 tel que 𝑎𝑎𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3 + 𝑑𝑑𝑑𝑑4 + 𝑒𝑒𝑒𝑒5 = 0.
Il suffit alors d’évaluer le polynôme 𝑎𝑎𝑎𝑎1 +𝑏𝑏𝑏𝑏2 +𝑐𝑐𝑐𝑐3 +𝑑𝑑𝑑𝑑4 +𝑒𝑒𝑒𝑒5 successivement en−2, 0,
1, 5 et 6 pour obtenir 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   , ce qui implique que la famille ℬ′ est libre,
donc une base de 𝐸𝐸 puisque son cardinal est égal à la dimension de 𝐸𝐸.
De même, si on a 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃1 + 𝑏𝑏𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3 + 𝑑𝑑𝑑𝑑4 + 𝑒𝑒𝑒𝑒5, alors en évaluant 𝑃𝑃 en −2, 0, 1, 5 et 6
on obtient immédiatement :

𝑎𝑎 𝑎 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
336

= 1
112

, 𝑏𝑏𝑏  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
−60

= 1
60
, 𝑐𝑐𝑐  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

60
= 1

10
,

𝑑𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
140

= − 6
35

et 𝑒𝑒 𝑒 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
240

= 7
240

.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

⋆⋆⋆Exercice 16
Soient 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 et 𝑢𝑢 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel que : 𝑢𝑢2 ≠ 0 et 𝑢𝑢3 = 0.
1) Soient 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸 tel que 𝑢𝑢2(𝑒𝑒3) ≠ 0, 𝑒𝑒2 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) et 𝑒𝑒1 = 𝑢𝑢2(𝑒𝑒3).

Montrer que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une base de 𝐸𝐸.
2) Donner la matrice 𝑀𝑀 de 𝑢𝑢 sur la base ℬ puis déterminer Im(𝑢𝑢𝑢 et Ker(𝑢𝑢𝑢.
3) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸 stables par 𝑢𝑢.

Exercices avec questions ouvertes

Déterminant de Vandermonde⋆⋆⋆Exercice 17
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 tel que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) une famille de 𝑛𝑛 scalaires.
On définit le déterminant de Vandermonde d’ordre 𝑛𝑛, noté 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ..., 𝑥𝑥𝑛𝑛), par :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

�
�.

Montrer que l’on peut trouver un polynôme 𝑃𝑃𝑛𝑛 ∈ ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 tel que l’on ait :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛) × 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

et en déduire une expression de 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛).

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On trouve :

𝐸𝐸−8 = Vect �(1, 0, 1, 1)�, 𝐸𝐸−5 = Vect �(0, 2, 0, 1), (−1, 1, 1, 0)� et 𝐸𝐸17 = Vect �(1, 1, 0, 1)�.

2) Le calcul suivant :

det(𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3, 𝑒𝑒′4) = ��

1 0 −1 1
0 2 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

�� = −1 ≠ 0

nous permet de conclure que ℬ′ = (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3, 𝑒𝑒′4) est une famille libre à quatre éléments
dans un espace 𝐸𝐸 de dimension 4, donc que 𝐵𝐵′ est une base de 𝐸𝐸, ce qui implique alors
que 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸−8 ⊕ 𝐸𝐸−5 ⊕ 𝐸𝐸17.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

⋆⋆⋆Exercice 16
Soient 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 et 𝑢𝑢 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel que : 𝑢𝑢2 ≠ 0 et 𝑢𝑢3 = 0.
1) Soient 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸 tel que 𝑢𝑢2(𝑒𝑒3) ≠ 0, 𝑒𝑒2 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) et 𝑒𝑒1 = 𝑢𝑢2(𝑒𝑒3).

Montrer que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une base de 𝐸𝐸.
2) Donner la matrice 𝑀𝑀 de 𝑢𝑢 sur la base ℬ puis déterminer Im(𝑢𝑢𝑢 et Ker(𝑢𝑢𝑢.
3) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸 stables par 𝑢𝑢.

Exercices avec questions ouvertes

Déterminant de Vandermonde⋆⋆⋆Exercice 17
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 tel que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) une famille de 𝑛𝑛 scalaires.
On définit le déterminant de Vandermonde d’ordre 𝑛𝑛, noté 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ..., 𝑥𝑥𝑛𝑛), par :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

�
�.

Montrer que l’on peut trouver un polynôme 𝑃𝑃𝑛𝑛 ∈ ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 tel que l’on ait :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛) × 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

et en déduire une expression de 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛).

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On trouve :

𝐸𝐸−8 = Vect �(1, 0, 1, 1)�, 𝐸𝐸−5 = Vect �(0, 2, 0, 1), (−1, 1, 1, 0)� et 𝐸𝐸17 = Vect �(1, 1, 0, 1)�.

2) Le calcul suivant :

det(𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3, 𝑒𝑒′4) = ��

1 0 −1 1
0 2 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

�� = −1 ≠ 0

nous permet de conclure que ℬ′ = (𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3, 𝑒𝑒′4) est une famille libre à quatre éléments
dans un espace 𝐸𝐸 de dimension 4, donc que 𝐵𝐵′ est une base de 𝐸𝐸, ce qui implique alors
que 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝐸−8 ⊕ 𝐸𝐸−5 ⊕ 𝐸𝐸17.

6

Corrections

Exercice 2
On notera 𝑎𝑎1 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 − 𝑒𝑒3, 𝑎𝑎2 = 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒3 + 2𝑒𝑒4, 𝑎𝑎3 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3 et 𝑎𝑎4 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒4.

1) Les égalités 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓1) = 𝑎𝑎2 et 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2) = −𝑎𝑎1 donnent 𝐹𝐹 stable par 𝑓𝑓.
De même, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓3) = −2𝑎𝑎4 et 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓4) = 𝑎𝑎3 donnent 𝐺𝐺 stable par 𝑓𝑓.

2) La famille ℬ′ = (𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3, 𝑎𝑎4) est une base de 𝐸𝐸 car detℬ(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3, 𝑎𝑎4) = 1 ≠ 0, ce
qui implique que les sous-espaces vectoriels 𝐹𝐹 𝐹 Vect(𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2) et 𝐺𝐺 𝐺 Vect(𝑎𝑎3, 𝑎𝑎4) sont
supplémentaires dans 𝐸𝐸.
Comme de plus, ils sont stables par 𝑓𝑓, on obtient :

matℬ′(𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓 𝑓 �𝑀𝑀 𝑀2
02 𝑁𝑁� ,

ce qui nous permet de conclure que 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont deux matrices semblables.

Exercice 3

1) La famille ℬ est une famille libre de 𝐸𝐸 car elle est formée de cinq polynômes de degrés
deux à deux distincts et c’est donc une base puisque dim(𝐸𝐸𝐸𝐸  𝐸.
Notons alors (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  les coordonnées de 𝑃𝑃 dans la base ℬ, c’est-à-dire que l’on a :

𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃

On obtient alors successivement :
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃 nous donne directement 𝑎𝑎 𝑎𝑎 ,
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   nous donne 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 , donc 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  ,
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃 nous donne 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 , donc 𝑐𝑐𝑐𝑐  ,
• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃 nous donne 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 , donc 𝑑𝑑𝑑𝑑  1

2
,

• 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   nous donne 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎, donc 𝑒𝑒 𝑒𝑒  1
60

.

2) Supposons qu’il existe (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎5 tel que 𝑎𝑎𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3 + 𝑑𝑑𝑑𝑑4 + 𝑒𝑒𝑒𝑒5 = 0.
Il suffit alors d’évaluer le polynôme 𝑎𝑎𝑎𝑎1 +𝑏𝑏𝑏𝑏2 +𝑐𝑐𝑐𝑐3 +𝑑𝑑𝑑𝑑4 +𝑒𝑒𝑒𝑒5 successivement en−2, 0,
1, 5 et 6 pour obtenir 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   , ce qui implique que la famille ℬ′ est libre,
donc une base de 𝐸𝐸 puisque son cardinal est égal à la dimension de 𝐸𝐸.
De même, si on a 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃1 + 𝑏𝑏𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3 + 𝑑𝑑𝑑𝑑4 + 𝑒𝑒𝑒𝑒5, alors en évaluant 𝑃𝑃 en −2, 0, 1, 5 et 6
on obtient immédiatement :

𝑎𝑎 𝑎 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
336

= 1
112

, 𝑏𝑏𝑏  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
−60

= 1
60
, 𝑐𝑐𝑐  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

60
= 1

10
,

𝑑𝑑𝑑  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
140

= − 6
35

et 𝑒𝑒 𝑒 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃
240

= 7
240

.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Remarque
On trouve de deux manières différentes le polynôme d’interpolation de Lagrange dont la
forme générale correspond à la question 2 :

𝑃𝑃 𝑃
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

⎛

⎝

𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛
∏

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑗𝑗)

𝑛𝑛
∏

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑥𝑥𝑖𝑖 −𝑥𝑥 𝑗𝑗)

⎞

⎠

.

Si on développe le résultat de la première (ou deuxième) question on obtient l’expres-
sion du polynôme sur la base canonique (qui n’est vraiment pas adaptée dans ce cas car il
faudrait résoudre un système de 5 équations à 5 inconnues), à savoir :

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃
1

60
𝑥𝑥4 −

13
30
𝑥𝑥3 +

157
60

𝑥𝑥2 +
29
6
𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥

Exercice 4

1) Comme 𝐹𝐹 𝐹 Ker(𝑓𝑓𝑓, alors on a :

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1𝑒𝑒1 + 𝑥𝑥2𝑒𝑒2 + 𝑥𝑥2𝑒𝑒3 ∈ 𝐹𝐹 donc �
𝑥𝑥1 −𝑥𝑥 3 = 0
−𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 0
−𝑥𝑥2 = 0

donc � 𝑥𝑥1 =𝑥𝑥 3
𝑥𝑥2 = 0 ,

ce qui implique que Ker(𝑓𝑓𝑓𝑓  Vect(𝑒𝑒′1) pour 𝑒𝑒′1 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3.
2) Si on note 𝐵𝐵 la matrice de 𝑔𝑔 dans la base ℬ, alors on trouve :

𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴3 = �
1 1 1
0 0 0
1 1 1

� .

Cette matrice 𝐵𝐵 est clairement de rang 1, donc dim �Ker(𝑔𝑔𝑔� = 2, et comme les colonnes
de 𝐵𝐵 sont toutes identiques, on obtient immédiatement que Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔  Vect(𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3) pour
𝑒𝑒′2 = 𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒2 et 𝑒𝑒′3 = 𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒3.

3) • Si 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    Ker(𝑓𝑓𝑓, alors 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   et comme 𝑓𝑓 est linéaire, on a 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  ,
donc 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  Ker(𝑓𝑓𝑓, donc 𝐹𝐹 est bien stable par 𝑓𝑓.

• Si 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔, alors 𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥       ce qui implique, encore par linéarité
de 𝑓𝑓 :

0 = 𝑓𝑓3(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    2�𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

qui s’écrit aussi 𝑔𝑔�𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓� = 0, donc 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  , donc 𝐺𝐺 est bien stable par 𝑓𝑓.
4) Les trois vecteurs 𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2 et 𝑒𝑒′3 forment une base de 𝐸𝐸 car :

detℬ(𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3)=  �
1 1 1
0 −1 0
1 0 −1

� = 2 ≠ 0,

ce qui implique que 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸  𝐸 𝐸𝐸.
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5) 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′1) = 0 car 𝑒𝑒′1 ∈ Ker(𝑓𝑓𝑓 et comme 𝐺𝐺 est stable par 𝑓𝑓 on a :

∃(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼4 , 𝐴𝐴′ = �
0 0 0
0 𝛼𝛼 𝛼𝛼
0 𝛾𝛾𝛾𝛾

� .

Remarque : Avec notre choix de 𝑒𝑒′2 et de 𝑒𝑒′3, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′2) = 2𝑒𝑒′2 − 𝑒𝑒′3 et 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′3) = 2𝑒𝑒′2, ce qui nous

donne 𝐴𝐴′ = �
0 0 0
0 2 2
0 −1 0

�.

Exercice 5

1) • Méthode 1 : par le calcul.

Si on pose 𝑋𝑋 𝑋 �𝑎𝑎 𝑎𝑎
𝑐𝑐 𝑐𝑐�, alors on est ramené à résoudre le système suivant :

⎧

⎨
⎩

𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑏𝑏𝑏  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏    𝑏
𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑     

dont l’unique solution est (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎       , ce qui permet de conclure que
l’unique solution de l’équation est :

𝑋𝑋 𝑋 �−1 5
6 1� .

• Méthode 2 : en utilisant les propriétés de la trace.
La trace étant une application linéaire, on a :

Tr �𝑋𝑋 𝑋 Tr (𝑋𝑋𝑋 𝑋 �2 4
7 1�� = Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋  Tr (𝑋𝑋𝑋 𝑋 Tr �2 4

7 1� = Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋𝑋

Or, comme Tr �−1 5
6 1� = 0, alors on a 4Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  , ce qui implique que Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  .

On en déduit immédiatement que 𝑋𝑋 𝑋 �−1 5
6 1� est l’unique solution de l’équation.

2) Il suffit de remarquer d’une part que l’on a :

Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴𝐴𝐴  Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 

par linéarité et cyclicité de la trace, puis d’autre part que :

Tr (𝐼𝐼𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛

pour conclure que cette équation n’admet aucune solution.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Remarque
On trouve de deux manières différentes le polynôme d’interpolation de Lagrange dont la
forme générale correspond à la question 2 :

𝑃𝑃 𝑃
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

⎛

⎝

𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛
∏

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑗𝑗)

𝑛𝑛
∏

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑥𝑥𝑖𝑖 −𝑥𝑥 𝑗𝑗)

⎞

⎠

.

Si on développe le résultat de la première (ou deuxième) question on obtient l’expres-
sion du polynôme sur la base canonique (qui n’est vraiment pas adaptée dans ce cas car il
faudrait résoudre un système de 5 équations à 5 inconnues), à savoir :

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃
1

60
𝑥𝑥4 −

13
30
𝑥𝑥3 +

157
60

𝑥𝑥2 +
29
6
𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥

Exercice 4

1) Comme 𝐹𝐹 𝐹 Ker(𝑓𝑓𝑓, alors on a :

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1𝑒𝑒1 + 𝑥𝑥2𝑒𝑒2 + 𝑥𝑥2𝑒𝑒3 ∈ 𝐹𝐹 donc �
𝑥𝑥1 −𝑥𝑥 3 = 0
−𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 0
−𝑥𝑥2 = 0

donc � 𝑥𝑥1 =𝑥𝑥 3
𝑥𝑥2 = 0 ,

ce qui implique que Ker(𝑓𝑓𝑓𝑓  Vect(𝑒𝑒′1) pour 𝑒𝑒′1 = 𝑒𝑒1 + 𝑒𝑒3.
2) Si on note 𝐵𝐵 la matrice de 𝑔𝑔 dans la base ℬ, alors on trouve :

𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵2 − 2𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴3 = �
1 1 1
0 0 0
1 1 1

� .

Cette matrice 𝐵𝐵 est clairement de rang 1, donc dim �Ker(𝑔𝑔𝑔� = 2, et comme les colonnes
de 𝐵𝐵 sont toutes identiques, on obtient immédiatement que Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔  Vect(𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3) pour
𝑒𝑒′2 = 𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒2 et 𝑒𝑒′3 = 𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒3.

3) • Si 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    Ker(𝑓𝑓𝑓, alors 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   et comme 𝑓𝑓 est linéaire, on a 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  ,
donc 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  Ker(𝑓𝑓𝑓, donc 𝐹𝐹 est bien stable par 𝑓𝑓.

• Si 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔, alors 𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥       ce qui implique, encore par linéarité
de 𝑓𝑓 :

0 = 𝑓𝑓3(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    2�𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓

qui s’écrit aussi 𝑔𝑔�𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓� = 0, donc 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  , donc 𝐺𝐺 est bien stable par 𝑓𝑓.
4) Les trois vecteurs 𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2 et 𝑒𝑒′3 forment une base de 𝐸𝐸 car :

detℬ(𝑒𝑒′1, 𝑒𝑒′2, 𝑒𝑒′3)=  �
1 1 1
0 −1 0
1 0 −1

� = 2 ≠ 0,

ce qui implique que 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸  𝐸 𝐸𝐸.
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5) 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′1) = 0 car 𝑒𝑒′1 ∈ Ker(𝑓𝑓𝑓 et comme 𝐺𝐺 est stable par 𝑓𝑓 on a :

∃(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼4 , 𝐴𝐴′ = �
0 0 0
0 𝛼𝛼 𝛼𝛼
0 𝛾𝛾𝛾𝛾

� .

Remarque : Avec notre choix de 𝑒𝑒′2 et de 𝑒𝑒′3, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′2) = 2𝑒𝑒′2 − 𝑒𝑒′3 et 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′3) = 2𝑒𝑒′2, ce qui nous

donne 𝐴𝐴′ = �
0 0 0
0 2 2
0 −1 0

�.

Exercice 5

1) • Méthode 1 : par le calcul.

Si on pose 𝑋𝑋 𝑋 �𝑎𝑎 𝑎𝑎
𝑐𝑐 𝑐𝑐�, alors on est ramené à résoudre le système suivant :

⎧

⎨
⎩

𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑏𝑏𝑏  𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏    𝑏
𝑐𝑐 𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑐
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑     

dont l’unique solution est (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎       , ce qui permet de conclure que
l’unique solution de l’équation est :

𝑋𝑋 𝑋 �−1 5
6 1� .

• Méthode 2 : en utilisant les propriétés de la trace.
La trace étant une application linéaire, on a :

Tr �𝑋𝑋 𝑋 Tr (𝑋𝑋𝑋 𝑋 �2 4
7 1�� = Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋  Tr (𝑋𝑋𝑋 𝑋 Tr �2 4

7 1� = Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋𝑋

Or, comme Tr �−1 5
6 1� = 0, alors on a 4Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  , ce qui implique que Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  .

On en déduit immédiatement que 𝑋𝑋 𝑋 �−1 5
6 1� est l’unique solution de l’équation.

2) Il suffit de remarquer d’une part que l’on a :

Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴𝐴𝐴  Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  Tr (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 

par linéarité et cyclicité de la trace, puis d’autre part que :

Tr (𝐼𝐼𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛

pour conclure que cette équation n’admet aucune solution.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Exercice 6
En développant suivant la dernière ligne, on obtient :

Δ𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎𝑘𝑘𝐷𝐷𝑘𝑘 + (𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,

où 𝐷𝐷𝑘𝑘 est le déterminant par blocs suivant :

𝐷𝐷𝑘𝑘 =

�

�

�

−𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 0
0

0
1

00  −𝑥𝑥 𝑥 0
0 0 1 00

−𝑥𝑥
0

0
0 000   −𝑥𝑥 𝑥

�

�

�

= (−1)𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘.

Conclusion :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 �𝑥𝑥𝑛𝑛 −
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘� .

Exercice 7
La trace d’un endomorphisme étant indépendante de la base choisie, on va bien évidem-
ment utiliser la base canonique de 𝐸𝐸 composée des matrices élémentaires (𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)1⩽𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
définies par �𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗, pour (𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖4.
Si on pose 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 et 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, alors on obtient :

∀(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖2, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)=  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

�
ℓ=1

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘� 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

donc l’élément courant de la diagonale de la matrice représentant 𝑢𝑢 sur la base canonique,
qui se trouve en position �(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖�, est 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖.

On obtient alors : Tr (𝑢𝑢𝑢𝑢
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑛𝑛 𝑛 Tr (𝐴𝐴𝐴.

De manière symétrique pour 𝑣𝑣, on obtient :

∀(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖2, 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)=  𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

�
ℓ=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘� =
𝑛𝑛

�
ℓ=1

𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖,

donc l’élément courant de la diagonale de la matrice représentant 𝑣𝑣 sur la base canonique,
qui se trouve toujours en position �(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖, est 𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗.
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On obtient ainsi : Tr (𝑣𝑣𝑣 𝑣
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑛𝑛 𝑛 Tr (𝐵𝐵𝐵.

Pour l’endomorphisme 𝑤𝑤, on calcule :
∀(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖2,

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)=  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵 𝐵 �
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� �
𝑛𝑛

�
𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛

�
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐸𝐸𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟� =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

�
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

donc l’élément courant de la diagonale de la matrice représentant𝑤𝑤 sur la base canonique,
qui se trouve encore en position �(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖�, est 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗.

On obtient ainsi : Tr (𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴  Tr (𝐵𝐵𝐵.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 8
1) Il suffit de remarquer que l’on a𝑀𝑀2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 pour conclure par une récurrence immédiate

que, pour tout entier naturel non nul 𝑝𝑝, on a 𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝𝑀𝑀.

2) Si rg(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  , alors Im(𝑀𝑀𝑀𝑀  Vect(𝑒𝑒′1) pour 𝑒𝑒′1 = �
1
⋮
1
�.

Or Ker(𝑀𝑀𝑀 est un sous-espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 de ℝ𝑛𝑛 qui admet pour équa-
tion : 𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0.
Comme 𝑒𝑒′1 ne vérifie pas cette équation on obtient : Im(𝑀𝑀𝑀 𝑀 Ker(𝑀𝑀𝑀𝑀  {0}.
Il suffit alors d’utiliser la relation dim �Ker(𝑀𝑀𝑀�+ dim � Im(𝑀𝑀𝑀� = (𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛 pour
conclure que : ℝ𝑛𝑛 = Im(𝑀𝑀𝑀𝑀 Ker(𝑀𝑀𝑀.

3) Soit la base ℬ′ de ℝ𝑛𝑛 obtenue en complétant la base (𝑒𝑒′1) de Im(𝑀𝑀𝑀 par une famille libre
(𝑒𝑒′2, … , 𝑒𝑒′𝑛𝑛) formée de 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 vecteurs de Ker(𝑀𝑀𝑀.
On a alors 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢′1)=  𝑛𝑛𝑛𝑛′1 et 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢′𝑖𝑖 )=  0 pour 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖.
On obtient ainsi :

matℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  𝑢𝑢 𝑢 �

𝑛𝑛 𝑛𝑛
0 0 0

0 0 0

�.

Exercice 9

Soient 𝑁𝑁𝑁  𝑁 et 𝑃𝑃 𝑃
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 ∈ 𝕂𝕂𝑁𝑁[𝑋𝑋𝑋 un polynôme de degré inférieur ou égal à 𝑁𝑁.

11
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Exercice 6
En développant suivant la dernière ligne, on obtient :

Δ𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎𝑘𝑘𝐷𝐷𝑘𝑘 + (𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,

où 𝐷𝐷𝑘𝑘 est le déterminant par blocs suivant :

𝐷𝐷𝑘𝑘 =

�

�

�

−𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 0
0

0
1

00  −𝑥𝑥 𝑥 0
0 0 1 00

−𝑥𝑥
0

0
0 000   −𝑥𝑥 𝑥

�

�

�

= (−1)𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘.

Conclusion :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 �𝑥𝑥𝑛𝑛 −
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘� .

Exercice 7
La trace d’un endomorphisme étant indépendante de la base choisie, on va bien évidem-
ment utiliser la base canonique de 𝐸𝐸 composée des matrices élémentaires (𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)1⩽𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
définies par �𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗, pour (𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖4.
Si on pose 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 et 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, alors on obtient :

∀(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖2, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)=  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

�
ℓ=1

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘� 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

donc l’élément courant de la diagonale de la matrice représentant 𝑢𝑢 sur la base canonique,
qui se trouve en position �(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖�, est 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖.

On obtient alors : Tr (𝑢𝑢𝑢𝑢
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑛𝑛 𝑛 Tr (𝐴𝐴𝐴.

De manière symétrique pour 𝑣𝑣, on obtient :

∀(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖2, 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)=  𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

�
ℓ=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘� =
𝑛𝑛

�
ℓ=1

𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖,

donc l’élément courant de la diagonale de la matrice représentant 𝑣𝑣 sur la base canonique,
qui se trouve toujours en position �(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖, est 𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗.
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On obtient ainsi : Tr (𝑣𝑣𝑣 𝑣
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑛𝑛 𝑛 Tr (𝐵𝐵𝐵.

Pour l’endomorphisme 𝑤𝑤, on calcule :
∀(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖2,

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)=  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵 𝐵 �
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� �
𝑛𝑛

�
𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛

�
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐸𝐸𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟� =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

�
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

donc l’élément courant de la diagonale de la matrice représentant𝑤𝑤 sur la base canonique,
qui se trouve encore en position �(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖�, est 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗.

On obtient ainsi : Tr (𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴  Tr (𝐵𝐵𝐵.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 8
1) Il suffit de remarquer que l’on a𝑀𝑀2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 pour conclure par une récurrence immédiate

que, pour tout entier naturel non nul 𝑝𝑝, on a 𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝𝑀𝑀.

2) Si rg(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  , alors Im(𝑀𝑀𝑀𝑀  Vect(𝑒𝑒′1) pour 𝑒𝑒′1 = �
1
⋮
1
�.

Or Ker(𝑀𝑀𝑀 est un sous-espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 de ℝ𝑛𝑛 qui admet pour équa-
tion : 𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0.
Comme 𝑒𝑒′1 ne vérifie pas cette équation on obtient : Im(𝑀𝑀𝑀 𝑀 Ker(𝑀𝑀𝑀𝑀  {0}.
Il suffit alors d’utiliser la relation dim �Ker(𝑀𝑀𝑀�+ dim � Im(𝑀𝑀𝑀� = (𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛 pour
conclure que : ℝ𝑛𝑛 = Im(𝑀𝑀𝑀𝑀 Ker(𝑀𝑀𝑀.

3) Soit la base ℬ′ de ℝ𝑛𝑛 obtenue en complétant la base (𝑒𝑒′1) de Im(𝑀𝑀𝑀 par une famille libre
(𝑒𝑒′2, … , 𝑒𝑒′𝑛𝑛) formée de 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 vecteurs de Ker(𝑀𝑀𝑀.
On a alors 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢′1)=  𝑛𝑛𝑛𝑛′1 et 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢′𝑖𝑖 )=  0 pour 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖.
On obtient ainsi :

matℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  𝑢𝑢 𝑢 �

𝑛𝑛 𝑛𝑛
0 0 0

0 0 0

�.

Exercice 9

Soient 𝑁𝑁𝑁  𝑁 et 𝑃𝑃 𝑃
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 ∈ 𝕂𝕂𝑁𝑁[𝑋𝑋𝑋 un polynôme de degré inférieur ou égal à 𝑁𝑁.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

On a alors : 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃 𝑃
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑢𝑢𝑘𝑘 =0

⇔𝑢𝑢 −𝑁𝑁
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑢𝑢𝑘𝑘 =0

⇔
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑢𝑢−1)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 =0

⇔
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑢𝑢−1)𝑘𝑘 =0 .

car 𝑢𝑢 inversible

par changement d’indice

Ainsi, en notant pour tout𝑃𝑃 𝑃
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 ∈ 𝕂𝕂𝑁𝑁[𝑋𝑋𝑋,
∼
𝑃𝑃=

𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑋𝑋𝑘𝑘, on a montré que𝑃𝑃 annule

𝑢𝑢 si, et seulement si,
∼
𝑃𝑃 annule 𝑢𝑢−1.

Exercice 10

1) a) Le théorème du rang donne : dim(Ker 𝑓𝑓𝑓 𝑓 dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓, donc 𝑛𝑛𝑛  𝑛 dim(Im 𝑓𝑓𝑓,
donc 𝑛𝑛 est pair.

b) Si on note 𝑟𝑟 le rang de 𝑓𝑓, alors on a : 𝑟𝑟 𝑟 dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑛𝑛
2

.

c) Pour tout 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥, on a :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  Im(𝑓𝑓𝑓𝑓  Ker(𝑓𝑓𝑓 donc 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝑓

ce qui implique que 𝑓𝑓2 est l’endomorphisme nul.
2) a) Si 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑓𝑓𝑓, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 , ce qui implique 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  ,

donc 𝑦𝑦 𝑦 Ker(𝑓𝑓𝑓, et nous donne alors Im 𝑓𝑓 𝑓 Ker 𝑓𝑓.
b) dim(Ker 𝑓𝑓𝑓 𝑓 dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓 et 𝑛𝑛𝑛  𝑛 rg(𝑓𝑓𝑓, donc dim(Ker𝑓𝑓𝑓𝑓  dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑛𝑛

2
= 𝑝𝑝.

On en déduit que Ker𝑓𝑓 𝑓 Im 𝑓𝑓 car le seul sous-espace vectoriel de Ker 𝑓𝑓 de même
dimension que Ker 𝑓𝑓 est lui-même.

c) On choisit une famille libre �𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝� d’un supplémentaire 𝐺𝐺 de Ker(𝑓𝑓𝑓 dans 𝐸𝐸.
On définit alors �𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� par : pour tout 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖).
On remarque que �𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une famille de Ker 𝑓𝑓 car 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝�=  𝑓𝑓2(𝑒𝑒𝑖𝑖)=0   et

�𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une famille libre car, s’il existe (𝜆𝜆1, … , 𝜆𝜆𝑝𝑝) ∈ ℝ𝑝𝑝 tel que
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 =0 ,

alors
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖)=0  , donc par linéarité de 𝑓𝑓 on obtient 𝑓𝑓 𝑓
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖� =0 , ce qui im-

plique que
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖 ∈ Ker(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓  {0}, puis que 𝜆𝜆1 = ⋯ = 𝜆𝜆𝑝𝑝 =0  puisque �𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝�
est libre.
Alors, comme dim(Ker 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑛𝑛

2
= 𝑝𝑝, la famille �𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une base de Ker 𝑓𝑓.

On a ainsi obtenu que ℬ =� 𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝, 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une base de 𝐸𝐸 car 𝐺𝐺 est un sup-
plémentaire de Ker(𝑓𝑓𝑓 et on a :

matℬ(𝑓𝑓𝑓𝑓  �00
𝐼𝐼𝑝𝑝 0� où 𝐼𝐼𝑝𝑝 est la matrice identité de dimension 𝑝𝑝 𝑝 𝑛𝑛

2
.
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Exercice 11

1) • Soit 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓𝑓. Alors 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 car 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓𝑓 et comme 𝑔𝑔 est
linéaire on obtient : 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓. Donc 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  Ker(𝑓𝑓𝑓, donc Ker(𝑓𝑓𝑓 est stable
par 𝑔𝑔.

• Soit 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑓𝑓𝑓. Alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  et donc :

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔      Im(𝑓𝑓𝑓𝑓

On a ainsi bien montré que Im(𝑓𝑓𝑓 est stable par 𝑔𝑔.
2) a) • Soit 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥. On peut écrire 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥.

Or 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 Im(𝑓𝑓𝑓 et 𝑔𝑔�𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� =𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔         , ce qui implique
que 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔, donc que 𝐸𝐸𝐸  Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.

• Soit 𝑥𝑥 𝑥 Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔 : il existe 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  tel que 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  et 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  . Alors :
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    , donc Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔  {0}.

Conclusion : 𝐸𝐸𝐸  Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.
b) • Pour tout 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔, on a 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  , ce qui implique que 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓

(puisque 𝑓𝑓 est linéaire), donc que 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓.
On a ainsi montré que Ker(𝑔𝑔𝑔 𝑔 Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓.

• Réciproquement, si 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓, alors 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓, donc 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔     
(puisque 𝑔𝑔 est linéaire), donc 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  , ce qui nous donne 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔. On obtient
alors Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.

On a les deux inclusions, donc Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.
On montre de la même façon que Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔    Ker(𝑓𝑓𝑓.

c) Le (2a.) et le théorème du rang impliquent imédiatement rg(𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔 et cela im-
plique, avec le (2b.), que rg(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  .

Exercice 12

1) Comme 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 ≠ 0, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
La famille ℬ =� 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥 ayant 𝑛𝑛 éléments, c’est une base si, et seulement si,
elle est libre.
Soit (𝜆𝜆1,…,   𝜆𝜆𝑛𝑛) une famille de réels telle que 𝜆𝜆1𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
En appliquant par 𝑓𝑓, qui est linéaire, nous obtenons : 𝜆𝜆1𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 
et donc, puisque 𝑓𝑓𝑛𝑛 =0 , on obtient 𝜆𝜆1𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓 2𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
On recommence alors 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 fois jusqu’à obtenir 𝜆𝜆1𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  , ce qui implique 𝜆𝜆1 =0
puisque l’on a choisi 𝑥𝑥 tel que 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
En remontant toutes les équations obtenues, on trouve : 𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 =⋯=   𝜆𝜆𝑛𝑛 =0 , ce qui
implique que ℬ est une famille libre et donc une base de 𝐸𝐸.

2) En calculant les vecteurs 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖), on trouve :
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

On a alors : 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃 𝑃
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑢𝑢𝑘𝑘 =0

⇔𝑢𝑢 −𝑁𝑁
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑢𝑢𝑘𝑘 =0

⇔
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑢𝑢−1)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 =0

⇔
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑢𝑢−1)𝑘𝑘 =0 .

car 𝑢𝑢 inversible

par changement d’indice

Ainsi, en notant pour tout𝑃𝑃 𝑃
𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 ∈ 𝕂𝕂𝑁𝑁[𝑋𝑋𝑋,
∼
𝑃𝑃=

𝑁𝑁
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑋𝑋𝑘𝑘, on a montré que𝑃𝑃 annule

𝑢𝑢 si, et seulement si,
∼
𝑃𝑃 annule 𝑢𝑢−1.

Exercice 10

1) a) Le théorème du rang donne : dim(Ker 𝑓𝑓𝑓 𝑓 dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓, donc 𝑛𝑛𝑛  𝑛 dim(Im 𝑓𝑓𝑓,
donc 𝑛𝑛 est pair.

b) Si on note 𝑟𝑟 le rang de 𝑓𝑓, alors on a : 𝑟𝑟 𝑟 dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑛𝑛
2

.

c) Pour tout 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥, on a :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  Im(𝑓𝑓𝑓𝑓  Ker(𝑓𝑓𝑓 donc 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝑓

ce qui implique que 𝑓𝑓2 est l’endomorphisme nul.
2) a) Si 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑓𝑓𝑓, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 , ce qui implique 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  ,

donc 𝑦𝑦 𝑦 Ker(𝑓𝑓𝑓, et nous donne alors Im 𝑓𝑓 𝑓 Ker 𝑓𝑓.
b) dim(Ker 𝑓𝑓𝑓 𝑓 dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓 et 𝑛𝑛𝑛  𝑛 rg(𝑓𝑓𝑓, donc dim(Ker𝑓𝑓𝑓𝑓  dim(Im 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑛𝑛

2
= 𝑝𝑝.

On en déduit que Ker𝑓𝑓 𝑓 Im 𝑓𝑓 car le seul sous-espace vectoriel de Ker 𝑓𝑓 de même
dimension que Ker 𝑓𝑓 est lui-même.

c) On choisit une famille libre �𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝� d’un supplémentaire 𝐺𝐺 de Ker(𝑓𝑓𝑓 dans 𝐸𝐸.
On définit alors �𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� par : pour tout 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖).
On remarque que �𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une famille de Ker 𝑓𝑓 car 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝�=  𝑓𝑓2(𝑒𝑒𝑖𝑖)=0   et

�𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une famille libre car, s’il existe (𝜆𝜆1, … , 𝜆𝜆𝑝𝑝) ∈ ℝ𝑝𝑝 tel que
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 =0 ,

alors
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖)=0  , donc par linéarité de 𝑓𝑓 on obtient 𝑓𝑓 𝑓
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖� =0 , ce qui im-

plique que
𝑝𝑝
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖 ∈ Ker(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓  {0}, puis que 𝜆𝜆1 = ⋯ = 𝜆𝜆𝑝𝑝 =0  puisque �𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝�
est libre.
Alors, comme dim(Ker 𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑛𝑛

2
= 𝑝𝑝, la famille �𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une base de Ker 𝑓𝑓.

On a ainsi obtenu que ℬ =� 𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝, 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛� est une base de 𝐸𝐸 car 𝐺𝐺 est un sup-
plémentaire de Ker(𝑓𝑓𝑓 et on a :

matℬ(𝑓𝑓𝑓𝑓  �00
𝐼𝐼𝑝𝑝 0� où 𝐼𝐼𝑝𝑝 est la matrice identité de dimension 𝑝𝑝 𝑝 𝑛𝑛

2
.

12

Corrections

Exercice 11

1) • Soit 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓𝑓. Alors 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 car 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓𝑓 et comme 𝑔𝑔 est
linéaire on obtient : 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓. Donc 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  Ker(𝑓𝑓𝑓, donc Ker(𝑓𝑓𝑓 est stable
par 𝑔𝑔.

• Soit 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑓𝑓𝑓. Alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  et donc :

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔      Im(𝑓𝑓𝑓𝑓

On a ainsi bien montré que Im(𝑓𝑓𝑓 est stable par 𝑔𝑔.
2) a) • Soit 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥. On peut écrire 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥.

Or 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 Im(𝑓𝑓𝑓 et 𝑔𝑔�𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� =𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔         , ce qui implique
que 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔, donc que 𝐸𝐸𝐸  Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.

• Soit 𝑥𝑥 𝑥 Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔 : il existe 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  tel que 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  et 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  . Alors :
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    , donc Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔  {0}.

Conclusion : 𝐸𝐸𝐸  Im(𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.
b) • Pour tout 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔, on a 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  , ce qui implique que 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓

(puisque 𝑓𝑓 est linéaire), donc que 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓.
On a ainsi montré que Ker(𝑔𝑔𝑔 𝑔 Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓.

• Réciproquement, si 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓, alors 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓, donc 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔     
(puisque 𝑔𝑔 est linéaire), donc 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  , ce qui nous donne 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑔𝑔𝑔. On obtient
alors Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.

On a les deux inclusions, donc Ker(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 Ker(𝑔𝑔𝑔.
On montre de la même façon que Ker(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔    Ker(𝑓𝑓𝑓.

c) Le (2a.) et le théorème du rang impliquent imédiatement rg(𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔 et cela im-
plique, avec le (2b.), que rg(𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑓 rg(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔  .

Exercice 12

1) Comme 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 ≠ 0, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
La famille ℬ =� 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥 ayant 𝑛𝑛 éléments, c’est une base si, et seulement si,
elle est libre.
Soit (𝜆𝜆1,…,   𝜆𝜆𝑛𝑛) une famille de réels telle que 𝜆𝜆1𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
En appliquant par 𝑓𝑓, qui est linéaire, nous obtenons : 𝜆𝜆1𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 
et donc, puisque 𝑓𝑓𝑛𝑛 =0 , on obtient 𝜆𝜆1𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓 2𝑓𝑓2(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
On recommence alors 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 fois jusqu’à obtenir 𝜆𝜆1𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  , ce qui implique 𝜆𝜆1 =0
puisque l’on a choisi 𝑥𝑥 tel que 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
En remontant toutes les équations obtenues, on trouve : 𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 =⋯=   𝜆𝜆𝑛𝑛 =0 , ce qui
implique que ℬ est une famille libre et donc une base de 𝐸𝐸.

2) En calculant les vecteurs 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖), on trouve :
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

ce qui implique immédiatement Tr (𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

Exercice 13

1) a) Procédons par double inclusion.
• Si 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑣𝑣𝑣, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 .

On a donc :

(𝑢𝑢 𝑢 Id)(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  
= 𝑢𝑢 �𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥� − �𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥�
= �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  𝑢𝑢2(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥𝑥

car 𝑢𝑢𝑘𝑘 = Id. On a donc 𝑦𝑦 𝑦 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id), ce qui implique que Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id).
• Si 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑢𝑢𝑢 Id), alors 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , ce qui équivaut à 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , et qui nous donne

alors, pour tout 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥.
On obtient ainsi, puisque 𝑘𝑘 est un entier naturel non nul et par définition de 𝑣𝑣 :

𝑥𝑥 𝑥
1
𝑘𝑘
⋅ �𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥� =

1
𝑘𝑘
⋅ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑣𝑣�

1
𝑘𝑘
⋅ 𝑥𝑥� ∈ Im(𝑣𝑣𝑣𝑣

ce qui implique alors que Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)⊂  Im(𝑣𝑣𝑣.
On a donc bien Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Im(𝑣𝑣𝑣.

b) Nous allons montrer une inclusion et l’égalité des dimensions :
• Si 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑢𝑢 𝑢 Id), alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   , ce qui implique que
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑣𝑣�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢� − 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 car 𝑣𝑣 est linéaire, puis :
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  Id + 𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘� �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢 𝑢Id + 𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘� (𝑥𝑥𝑥

= 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢    𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢    𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥
=0

car 𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥

donc 𝑦𝑦 𝑦 Ker(𝑣𝑣𝑣, ce qui implique que Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)⊂  Ker(𝑣𝑣𝑣.
• Le théorème du rang appliqué aux endomorphismes 𝑢𝑢 𝑢 Id et 𝑣𝑣 donne :

dim � Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)� + dim �Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)� = 𝑛𝑛𝑛

et :
dim � Im(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  dim �Ker(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑣

Or, nous avons démontré à la question précédente que Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Im(𝑣𝑣𝑣, donc
nous en concluons que dim � Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)� = dim �Ker(𝑣𝑣𝑣𝑣.
Or Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)⊂  Ker(𝑣𝑣𝑣 et le seul sous-espace vectoriel de Ker(𝑣𝑣𝑣 qui soit de la
même dimension que lui-même est Ker(𝑣𝑣𝑣, donc Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Ker(𝑣𝑣𝑣.
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c) Pour montrer que Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑛𝑛, il suffit de montrer que l’on a
Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 {0} car nous savons que dim � Im(𝑣𝑣𝑣� + dim �Ker(𝑣𝑣𝑣� = dim(𝕂𝕂𝑛𝑛).
Soit 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id), d’après la question 1.a.
Donc 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣 et 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , ce qui donne, pour tout 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥. On obtient
ainsi :

� 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥𝑥𝑥

ce qui implique 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  , donc 𝑥𝑥 𝑥𝑥  puisque 𝑘𝑘 𝑘 𝑘.
Nous avons donc bien Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 {0} et donc Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑛𝑛.

2) Comme la restriction de l’endomorphisme 𝑣𝑣 à Im(𝑣𝑣𝑣 reste linéaire et que, par défini-
tion de Im(𝑣𝑣𝑣, son image reste dans Im(𝑣𝑣𝑣, alors on peut considérer l’endomorphisme de
Im(𝑣𝑣𝑣 induit par 𝑣𝑣, que nous noterons 𝑣𝑣Im(𝑣𝑣𝑣.
Si on choisit une base ℬ adaptée à la décomposition𝕂𝕂𝑛𝑛 = Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 nous aurons

matℬ(𝑣𝑣𝑣 𝑣 �0𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 0𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝐶𝐶 � avec 𝑝𝑝 𝑝 dim �Ker(𝑣𝑣𝑣�, 𝑞𝑞 𝑞 dim � Im(𝑣𝑣𝑣� = rg(𝐵𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 la ma-

trice de l’endomorphisme de 𝑣𝑣Im(𝑣𝑣𝑣.
Nous obtenons donc : Tr (𝐵𝐵𝐵𝐵  Tr (𝐶𝐶𝐶𝐶  Tr �𝑣𝑣Im𝑣𝑣�.
Or Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id) implique que :

∀𝑥𝑥 𝑥 Im(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑣

ce qui implique que l’on peut également considérer l’endomorphisme 𝑢𝑢Im𝑣𝑣 = IdIm𝑣𝑣
induit par 𝑢𝑢 sur Im(𝑣𝑣𝑣.
On obtient ainsi :

Tr �𝑢𝑢Im𝑣𝑣� = dim � Im(𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 rg(𝑣𝑣𝑣 𝑣 rg(𝐵𝐵𝐵𝐵

En remarquant que, pour tout entier 𝑗𝑗, 𝑢𝑢Im𝑣𝑣 = IdIm𝑣𝑣 donne (𝑢𝑢𝑗𝑗)Im𝑣𝑣 = IdIm𝑣𝑣 nous avons
également :

∀𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗 Tr �(𝑢𝑢𝑗𝑗)Im𝑣𝑣� = rg(𝑣𝑣𝑣𝑣

Or la trace est une application linéaire, donc :

Tr (𝐵𝐵𝐵𝐵  Tr �𝑣𝑣Im(𝑣𝑣𝑣� = Tr �IdIm(𝑣𝑣𝑣� + Tr �𝑢𝑢Im(𝑣𝑣𝑣� +⋯+   Tr �(𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘)Im(𝑣𝑣𝑣� =𝑘𝑘  𝑘 rg(𝑣𝑣𝑣𝑣

Exercice 14
Nous allonsmontrer cette propriété par récurrence sur le format𝑛𝑛de lamatrice𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝑛𝑛(ℝ)
supposée de trace nulle.
• Initialisation : Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, une matrice 𝐴𝐴 est de trace nulle si, et seulement si, elle est
nulle, donc le résultat est trivial.

• Hérédité : Supposons que pour un certain 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗ les matrices deℳ𝑛𝑛(ℝ) de trace nulle
sont semblables à des matrices de diagonale nulle, et considérons 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) une
matrice de trace nulle.
Soit 𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛) canoniquement associée à 𝐴𝐴.
Si 𝑢𝑢 est une homothétie de rapport 𝜆𝜆 𝜆𝜆 , alors 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛, donc Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴   implique
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

ce qui implique immédiatement Tr (𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

Exercice 13

1) a) Procédons par double inclusion.
• Si 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑣𝑣𝑣, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 .

On a donc :

(𝑢𝑢 𝑢 Id)(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  
= 𝑢𝑢 �𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥� − �𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥�
= �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  𝑢𝑢2(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥𝑥

car 𝑢𝑢𝑘𝑘 = Id. On a donc 𝑦𝑦 𝑦 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id), ce qui implique que Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id).
• Si 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑢𝑢𝑢 Id), alors 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , ce qui équivaut à 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , et qui nous donne

alors, pour tout 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥.
On obtient ainsi, puisque 𝑘𝑘 est un entier naturel non nul et par définition de 𝑣𝑣 :

𝑥𝑥 𝑥
1
𝑘𝑘
⋅ �𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥� =

1
𝑘𝑘
⋅ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑣𝑣�

1
𝑘𝑘
⋅ 𝑥𝑥� ∈ Im(𝑣𝑣𝑣𝑣

ce qui implique alors que Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)⊂  Im(𝑣𝑣𝑣.
On a donc bien Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Im(𝑣𝑣𝑣.

b) Nous allons montrer une inclusion et l’égalité des dimensions :
• Si 𝑦𝑦 𝑦 Im(𝑢𝑢 𝑢 Id), alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 tel que 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦   , ce qui implique que
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑣𝑣�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢� − 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 car 𝑣𝑣 est linéaire, puis :
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  Id + 𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘� �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢 𝑢Id + 𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘� (𝑥𝑥𝑥

= 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢    𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢    𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥
=0

car 𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥

donc 𝑦𝑦 𝑦 Ker(𝑣𝑣𝑣, ce qui implique que Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)⊂  Ker(𝑣𝑣𝑣.
• Le théorème du rang appliqué aux endomorphismes 𝑢𝑢 𝑢 Id et 𝑣𝑣 donne :

dim � Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)� + dim �Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)� = 𝑛𝑛𝑛

et :
dim � Im(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  dim �Ker(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑣

Or, nous avons démontré à la question précédente que Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Im(𝑣𝑣𝑣, donc
nous en concluons que dim � Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)� = dim �Ker(𝑣𝑣𝑣𝑣.
Or Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)⊂  Ker(𝑣𝑣𝑣 et le seul sous-espace vectoriel de Ker(𝑣𝑣𝑣 qui soit de la
même dimension que lui-même est Ker(𝑣𝑣𝑣, donc Im(𝑢𝑢 𝑢 Id)=  Ker(𝑣𝑣𝑣.
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c) Pour montrer que Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑛𝑛, il suffit de montrer que l’on a
Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 {0} car nous savons que dim � Im(𝑣𝑣𝑣� + dim �Ker(𝑣𝑣𝑣� = dim(𝕂𝕂𝑛𝑛).
Soit 𝑥𝑥 𝑥 Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id), d’après la question 1.a.
Donc 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣 et 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , ce qui donne, pour tout 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥. On obtient
ainsi :

� 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥𝑥𝑥

ce qui implique 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  , donc 𝑥𝑥 𝑥𝑥  puisque 𝑘𝑘 𝑘 𝑘.
Nous avons donc bien Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 {0} et donc Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑛𝑛.

2) Comme la restriction de l’endomorphisme 𝑣𝑣 à Im(𝑣𝑣𝑣 reste linéaire et que, par défini-
tion de Im(𝑣𝑣𝑣, son image reste dans Im(𝑣𝑣𝑣, alors on peut considérer l’endomorphisme de
Im(𝑣𝑣𝑣 induit par 𝑣𝑣, que nous noterons 𝑣𝑣Im(𝑣𝑣𝑣.
Si on choisit une base ℬ adaptée à la décomposition𝕂𝕂𝑛𝑛 = Ker(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Im(𝑣𝑣𝑣 nous aurons

matℬ(𝑣𝑣𝑣 𝑣 �0𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 0𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝐶𝐶 � avec 𝑝𝑝 𝑝 dim �Ker(𝑣𝑣𝑣�, 𝑞𝑞 𝑞 dim � Im(𝑣𝑣𝑣� = rg(𝐵𝐵𝐵 et 𝐶𝐶 la ma-

trice de l’endomorphisme de 𝑣𝑣Im(𝑣𝑣𝑣.
Nous obtenons donc : Tr (𝐵𝐵𝐵𝐵  Tr (𝐶𝐶𝐶𝐶  Tr �𝑣𝑣Im𝑣𝑣�.
Or Im(𝑣𝑣𝑣 𝑣 Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id) implique que :

∀𝑥𝑥 𝑥 Im(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑣

ce qui implique que l’on peut également considérer l’endomorphisme 𝑢𝑢Im𝑣𝑣 = IdIm𝑣𝑣
induit par 𝑢𝑢 sur Im(𝑣𝑣𝑣.
On obtient ainsi :

Tr �𝑢𝑢Im𝑣𝑣� = dim � Im(𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 rg(𝑣𝑣𝑣 𝑣 rg(𝐵𝐵𝐵𝐵

En remarquant que, pour tout entier 𝑗𝑗, 𝑢𝑢Im𝑣𝑣 = IdIm𝑣𝑣 donne (𝑢𝑢𝑗𝑗)Im𝑣𝑣 = IdIm𝑣𝑣 nous avons
également :

∀𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗 Tr �(𝑢𝑢𝑗𝑗)Im𝑣𝑣� = rg(𝑣𝑣𝑣𝑣

Or la trace est une application linéaire, donc :

Tr (𝐵𝐵𝐵𝐵  Tr �𝑣𝑣Im(𝑣𝑣𝑣� = Tr �IdIm(𝑣𝑣𝑣� + Tr �𝑢𝑢Im(𝑣𝑣𝑣� +⋯+   Tr �(𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘)Im(𝑣𝑣𝑣� =𝑘𝑘  𝑘 rg(𝑣𝑣𝑣𝑣

Exercice 14
Nous allonsmontrer cette propriété par récurrence sur le format𝑛𝑛de lamatrice𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝑛𝑛(ℝ)
supposée de trace nulle.
• Initialisation : Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, une matrice 𝐴𝐴 est de trace nulle si, et seulement si, elle est
nulle, donc le résultat est trivial.

• Hérédité : Supposons que pour un certain 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗ les matrices deℳ𝑛𝑛(ℝ) de trace nulle
sont semblables à des matrices de diagonale nulle, et considérons 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ) une
matrice de trace nulle.
Soit 𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛) canoniquement associée à 𝐴𝐴.
Si 𝑢𝑢 est une homothétie de rapport 𝜆𝜆 𝜆𝜆 , alors 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛, donc Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴   implique
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

𝜆𝜆 𝜆 𝜆, donc 𝐴𝐴 est nulle et elle est bien semblable à une matrice à coefficients nuls : elle-
même.
Si 𝑢𝑢 n’est pas une homothétie, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 non nul tel que la famille �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�
soit libre. On la complète en une base ℬ′ = �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥3, … ,𝑒𝑒 𝑛𝑛𝑛𝑛� de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛.

On obtient alors une matrice par blocs 𝑀𝑀ℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0 𝐿𝐿
𝐶𝐶 𝐶𝐶′� où 𝐶𝐶 𝐶 𝐶

1
0
⋮
0

� ∈ ℳ𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ),

𝐿𝐿 𝐿𝐿 1,𝑛𝑛(ℝ) et 𝑀𝑀′ ∈ ℳ𝑛𝑛(ℝ).
Comme Tr (𝑀𝑀′)=  Tr (𝑢𝑢𝑢𝑢  Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  , on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à
𝑀𝑀′, donc il existe 𝑃𝑃′ ∈ GL𝑛𝑛(ℝ) et 𝑁𝑁′ ∈ ℳ𝑛𝑛(ℝ) à coefficients diagonaux nuls tels que :

𝑀𝑀′ = 𝑃𝑃′𝑁𝑁′𝑃𝑃′−1.

On effectue alors les produits par blocs suivants :

𝑀𝑀ℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0 𝐿𝐿
𝐶𝐶 𝐶𝐶′𝑁𝑁′(𝑃𝑃′)−1�

= � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃′ � × � 0 𝐿𝐿𝐿𝐿′

(𝑃𝑃′)−1𝐶𝐶 𝐶𝐶′ � × � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑃𝑃′)−1�

= 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1,

en posant𝑃𝑃 𝑃 � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃′ � �inversible car det(𝑃𝑃𝑃𝑃  det(𝑃𝑃′) ≠ 0� et𝑁𝑁 𝑁 � 0 𝐿𝐿𝐿𝐿′

(𝑃𝑃′)−1𝐶𝐶 𝐶𝐶′ �

qui est une matrice à coefficients diagonaux tous nuls.
Comme 𝐴𝐴 est semblable à 𝑁𝑁, cela prouve le résultat au rang 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, puis la propriété par
récurrence.

Exercice 15
En remplaçant les colonnes𝐶𝐶1,… , 𝐶𝐶𝑛𝑛 par respectivement𝐶𝐶1+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, … , 𝐶𝐶𝑛𝑛+𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑛𝑛, on obtient :

det𝐶𝐶 𝐶 𝐶 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   �,

puis en remplaçant les lignes 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑛𝑛, … , 𝐿𝐿2𝑛𝑛 de la nouvelle matrice par respectivement les
lignes 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑖𝑖𝑖𝑖1, … , 𝐿𝐿2𝑛𝑛 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛, on obtient :

det𝐶𝐶 𝐶 𝐶𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
0 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴�=  det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

Les matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 étant à coefficients réels, les deux nombres complexes det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 et
det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 sont conjugués et on obtient alors :

det𝐶𝐶 𝐶 � det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴�2 ∈ℝ +.
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Corrections

Exercice 16

1) Commençons par montrer que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une base de 𝐸𝐸.
S’il existe trois scalaires 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 et 𝜆𝜆3 tels que 𝜆𝜆1𝑒𝑒1 + 𝜆𝜆2𝑒𝑒2 + 𝜆𝜆3𝑒𝑒3 = 0, alors on obtient
𝜆𝜆1𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1)+𝜆𝜆2𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2)+𝜆𝜆3𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   car𝑢𝑢 est linéaire et donc, enutilisant la définition
de 𝑒𝑒1 et de 𝑒𝑒2, on obtient :

𝜆𝜆1𝑢𝑢3(𝑒𝑒3) + 𝜆𝜆2𝑢𝑢2(𝑒𝑒3) + 𝜆𝜆3𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) = 0 donc 𝜆𝜆2𝑒𝑒1 + 𝜆𝜆3𝑒𝑒2 = 0.

En appliquant 𝑢𝑢 aux deux membres de l’égalité précédente on obtient :

𝜆𝜆2𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1) + 𝜆𝜆3𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2) = 0 et donc 𝜆𝜆3𝑒𝑒1 = 0.

Or, par hypothèse 𝑒𝑒1 ≠ 0, donc 𝜆𝜆3 = 0.
La relation 𝜆𝜆2𝑒𝑒1 + 𝜆𝜆3𝑒𝑒2 = 0 nous donne alors 𝜆𝜆2 = 0 et donc 𝜆𝜆1 = 0.
On a ainsi montré que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une famille libre de 𝐸𝐸, et comme son nombre
d’éléments est la dimension de 𝐸𝐸, ℬ est une base de 𝐸𝐸.

2) Si 𝑀𝑀 est la matrice de 𝑢𝑢 sur la base ℬ, on trouve immédiatement :

𝑀𝑀 𝑀 �

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1) 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2) 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3)
0 1 0 𝑒𝑒1
0 0 1 𝑒𝑒2
0 0 0 𝑒𝑒3

� car 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1) = 0, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2) = 𝑒𝑒1 et 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) = 𝑒𝑒2.

On obtient aussi Im(𝑢𝑢𝑢𝑢  Vect(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2).
Le théorème du rang nous donne alors dim�Ker(𝑢𝑢𝑢� = 1 et comme 𝑒𝑒1 ∈ Ker(𝑢𝑢𝑢, alors on
a Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢  Vect(𝑒𝑒1).

3) Nous allons étudier les sous-espaces stables en fonction de leur dimension.
• {0} et 𝐸𝐸 étant stables par tous les endomorphismes de 𝐸𝐸, il reste uniquement à déter-

miner les espaces stables de dimensions 1 et 2.
• Les sous-espaces vectoriels 𝐹𝐹 de 𝐸𝐸 de dimension 1, stables par 𝑢𝑢, sont les droites vec-

torielles engendrées par un vecteur non nul 𝑥𝑥 de 𝐸𝐸 tel que :

∃𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆   𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆

Or, comme 𝑢𝑢 est un endomorphisme nilpotent d’ordre 3, alors il existe 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 tel que
𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   et 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
On obtient ainsi :

0 = 𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥 donc 𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆

On en déduit que 𝐹𝐹 𝐹 Ker(𝑢𝑢𝑢, ce qui est bien compatible avec la question (2.) où l’on a
obtenu dim�Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  .

• Si 𝐹𝐹 est un sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 de dimension 2, stable par 𝑢𝑢, alors il admet dans
la base ℬ une équation du type : 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 = 0.
On considère alors 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥1𝑒𝑒1 + 𝑥𝑥2𝑒𝑒2 + 𝑥𝑥3𝑒𝑒3 ∈ 𝐹𝐹.
Comme𝐹𝐹 est stable par 𝑢𝑢, les vecteurs 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  2𝑒𝑒1+𝑥𝑥3𝑒𝑒2 et 𝑢𝑢2(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥3𝑒𝑒1 sont dans𝐹𝐹,
donc𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 et𝑢𝑢2(𝑥𝑥𝑥 vérifient l’équation de𝐹𝐹, ce qui donne :𝑎𝑎1𝑥𝑥2+𝑎𝑎2𝑥𝑥3 = 0 et𝑎𝑎1𝑥𝑥3 = 0.
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𝜆𝜆 𝜆 𝜆, donc 𝐴𝐴 est nulle et elle est bien semblable à une matrice à coefficients nuls : elle-
même.
Si 𝑢𝑢 n’est pas une homothétie, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 non nul tel que la famille �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�
soit libre. On la complète en une base ℬ′ = �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥3, … ,𝑒𝑒 𝑛𝑛𝑛𝑛� de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛.

On obtient alors une matrice par blocs 𝑀𝑀ℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0 𝐿𝐿
𝐶𝐶 𝐶𝐶′� où 𝐶𝐶 𝐶 𝐶

1
0
⋮
0

� ∈ ℳ𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ),

𝐿𝐿 𝐿𝐿 1,𝑛𝑛(ℝ) et 𝑀𝑀′ ∈ ℳ𝑛𝑛(ℝ).
Comme Tr (𝑀𝑀′)=  Tr (𝑢𝑢𝑢𝑢  Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  , on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à
𝑀𝑀′, donc il existe 𝑃𝑃′ ∈ GL𝑛𝑛(ℝ) et 𝑁𝑁′ ∈ ℳ𝑛𝑛(ℝ) à coefficients diagonaux nuls tels que :

𝑀𝑀′ = 𝑃𝑃′𝑁𝑁′𝑃𝑃′−1.

On effectue alors les produits par blocs suivants :

𝑀𝑀ℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0 𝐿𝐿
𝐶𝐶 𝐶𝐶′𝑁𝑁′(𝑃𝑃′)−1�

= � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃′ � × � 0 𝐿𝐿𝐿𝐿′

(𝑃𝑃′)−1𝐶𝐶 𝐶𝐶′ � × � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑃𝑃′)−1�

= 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1,

en posant𝑃𝑃 𝑃 � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃′ � �inversible car det(𝑃𝑃𝑃𝑃  det(𝑃𝑃′) ≠ 0� et𝑁𝑁 𝑁 � 0 𝐿𝐿𝐿𝐿′

(𝑃𝑃′)−1𝐶𝐶 𝐶𝐶′ �

qui est une matrice à coefficients diagonaux tous nuls.
Comme 𝐴𝐴 est semblable à 𝑁𝑁, cela prouve le résultat au rang 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, puis la propriété par
récurrence.

Exercice 15
En remplaçant les colonnes𝐶𝐶1,… , 𝐶𝐶𝑛𝑛 par respectivement𝐶𝐶1+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, … , 𝐶𝐶𝑛𝑛+𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑛𝑛, on obtient :

det𝐶𝐶 𝐶 𝐶 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   �,

puis en remplaçant les lignes 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑛𝑛, … , 𝐿𝐿2𝑛𝑛 de la nouvelle matrice par respectivement les
lignes 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑖𝑖𝑖𝑖1, … , 𝐿𝐿2𝑛𝑛 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛, on obtient :

det𝐶𝐶 𝐶 𝐶𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
0 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴�=  det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

Les matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 étant à coefficients réels, les deux nombres complexes det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 et
det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 sont conjugués et on obtient alors :

det𝐶𝐶 𝐶 � det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴�2 ∈ℝ +.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

𝜆𝜆 𝜆 𝜆, donc 𝐴𝐴 est nulle et elle est bien semblable à une matrice à coefficients nuls : elle-
même.
Si 𝑢𝑢 n’est pas une homothétie, alors il existe 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 non nul tel que la famille �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥�
soit libre. On la complète en une base ℬ′ = �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥3, … ,𝑒𝑒 𝑛𝑛𝑛𝑛� de ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛.

On obtient alors une matrice par blocs 𝑀𝑀ℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0 𝐿𝐿
𝐶𝐶 𝐶𝐶′� où 𝐶𝐶 𝐶 𝐶

1
0
⋮
0

� ∈ ℳ𝑛𝑛𝑛𝑛(ℝ),

𝐿𝐿 𝐿𝐿 1,𝑛𝑛(ℝ) et 𝑀𝑀′ ∈ ℳ𝑛𝑛(ℝ).
Comme Tr (𝑀𝑀′)=  Tr (𝑢𝑢𝑢𝑢  Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  , on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à
𝑀𝑀′, donc il existe 𝑃𝑃′ ∈ GL𝑛𝑛(ℝ) et 𝑁𝑁′ ∈ ℳ𝑛𝑛(ℝ) à coefficients diagonaux nuls tels que :

𝑀𝑀′ = 𝑃𝑃′𝑁𝑁′𝑃𝑃′−1.

On effectue alors les produits par blocs suivants :

𝑀𝑀ℬ′(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0 𝐿𝐿
𝐶𝐶 𝐶𝐶′𝑁𝑁′(𝑃𝑃′)−1�

= � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃′ � × � 0 𝐿𝐿𝐿𝐿′

(𝑃𝑃′)−1𝐶𝐶 𝐶𝐶′ � × � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑃𝑃′)−1�

= 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1,

en posant𝑃𝑃 𝑃 � 1 01,𝑛𝑛
0𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃′ � �inversible car det(𝑃𝑃𝑃𝑃  det(𝑃𝑃′) ≠ 0� et𝑁𝑁 𝑁 � 0 𝐿𝐿𝐿𝐿′

(𝑃𝑃′)−1𝐶𝐶 𝐶𝐶′ �

qui est une matrice à coefficients diagonaux tous nuls.
Comme 𝐴𝐴 est semblable à 𝑁𝑁, cela prouve le résultat au rang 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, puis la propriété par
récurrence.

Exercice 15
En remplaçant les colonnes𝐶𝐶1,… , 𝐶𝐶𝑛𝑛 par respectivement𝐶𝐶1+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, … , 𝐶𝐶𝑛𝑛+𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑛𝑛, on obtient :

det𝐶𝐶 𝐶 𝐶 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵   �,

puis en remplaçant les lignes 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑛𝑛, … , 𝐿𝐿2𝑛𝑛 de la nouvelle matrice par respectivement les
lignes 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑖𝑖𝑖𝑖1, … , 𝐿𝐿2𝑛𝑛 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛, on obtient :

det𝐶𝐶 𝐶 𝐶𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
0 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴�=  det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴 det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴

Les matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 étant à coefficients réels, les deux nombres complexes det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 et
det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 sont conjugués et on obtient alors :

det𝐶𝐶 𝐶 � det(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴�2 ∈ℝ +.
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Exercice 16

1) Commençons par montrer que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une base de 𝐸𝐸.
S’il existe trois scalaires 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 et 𝜆𝜆3 tels que 𝜆𝜆1𝑒𝑒1 + 𝜆𝜆2𝑒𝑒2 + 𝜆𝜆3𝑒𝑒3 = 0, alors on obtient
𝜆𝜆1𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1)+𝜆𝜆2𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2)+𝜆𝜆3𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   car𝑢𝑢 est linéaire et donc, enutilisant la définition
de 𝑒𝑒1 et de 𝑒𝑒2, on obtient :

𝜆𝜆1𝑢𝑢3(𝑒𝑒3) + 𝜆𝜆2𝑢𝑢2(𝑒𝑒3) + 𝜆𝜆3𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) = 0 donc 𝜆𝜆2𝑒𝑒1 + 𝜆𝜆3𝑒𝑒2 = 0.

En appliquant 𝑢𝑢 aux deux membres de l’égalité précédente on obtient :

𝜆𝜆2𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1) + 𝜆𝜆3𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2) = 0 et donc 𝜆𝜆3𝑒𝑒1 = 0.

Or, par hypothèse 𝑒𝑒1 ≠ 0, donc 𝜆𝜆3 = 0.
La relation 𝜆𝜆2𝑒𝑒1 + 𝜆𝜆3𝑒𝑒2 = 0 nous donne alors 𝜆𝜆2 = 0 et donc 𝜆𝜆1 = 0.
On a ainsi montré que ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) est une famille libre de 𝐸𝐸, et comme son nombre
d’éléments est la dimension de 𝐸𝐸, ℬ est une base de 𝐸𝐸.

2) Si 𝑀𝑀 est la matrice de 𝑢𝑢 sur la base ℬ, on trouve immédiatement :

𝑀𝑀 𝑀 �

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1) 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2) 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3)
0 1 0 𝑒𝑒1
0 0 1 𝑒𝑒2
0 0 0 𝑒𝑒3

� car 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢1) = 0, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢2) = 𝑒𝑒1 et 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢3) = 𝑒𝑒2.

On obtient aussi Im(𝑢𝑢𝑢𝑢  Vect(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2).
Le théorème du rang nous donne alors dim�Ker(𝑢𝑢𝑢� = 1 et comme 𝑒𝑒1 ∈ Ker(𝑢𝑢𝑢, alors on
a Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢  Vect(𝑒𝑒1).

3) Nous allons étudier les sous-espaces stables en fonction de leur dimension.
• {0} et 𝐸𝐸 étant stables par tous les endomorphismes de 𝐸𝐸, il reste uniquement à déter-

miner les espaces stables de dimensions 1 et 2.
• Les sous-espaces vectoriels 𝐹𝐹 de 𝐸𝐸 de dimension 1, stables par 𝑢𝑢, sont les droites vec-

torielles engendrées par un vecteur non nul 𝑥𝑥 de 𝐸𝐸 tel que :

∃𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆   𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆𝜆

Or, comme 𝑢𝑢 est un endomorphisme nilpotent d’ordre 3, alors il existe 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 tel que
𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   et 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  .
On obtient ainsi :

0 = 𝑢𝑢𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥 donc 𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆

On en déduit que 𝐹𝐹 𝐹 Ker(𝑢𝑢𝑢, ce qui est bien compatible avec la question (2.) où l’on a
obtenu dim�Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  .

• Si 𝐹𝐹 est un sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 de dimension 2, stable par 𝑢𝑢, alors il admet dans
la base ℬ une équation du type : 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 = 0.
On considère alors 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥1𝑒𝑒1 + 𝑥𝑥2𝑒𝑒2 + 𝑥𝑥3𝑒𝑒3 ∈ 𝐹𝐹.
Comme𝐹𝐹 est stable par 𝑢𝑢, les vecteurs 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  2𝑒𝑒1+𝑥𝑥3𝑒𝑒2 et 𝑢𝑢2(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥3𝑒𝑒1 sont dans𝐹𝐹,
donc𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 et𝑢𝑢2(𝑥𝑥𝑥 vérifient l’équation de𝐹𝐹, ce qui donne :𝑎𝑎1𝑥𝑥2+𝑎𝑎2𝑥𝑥3 = 0 et𝑎𝑎1𝑥𝑥3 = 0.
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Si 𝑎𝑎1 ≠ 0, alors 𝑥𝑥3 = 0 et donc 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 = 0 d’après les équations précédentes, ce qui
implique 𝐹𝐹 𝐹 {0}, ce qui est faux puisque sa dimension est ici supposée égale à 2.
On a donc 𝑎𝑎1 = 0 et de la même manière on montre que 𝑎𝑎2 = 0.
L’équation de 𝐹𝐹 est donc 𝑥𝑥3 = 0, c’est-à-dire que 𝐹𝐹 𝐹 Im(𝑢𝑢𝑢.

Conclusion : Les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸, stables par 𝑢𝑢, sont {0} , Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢 Im(𝑢𝑢𝑢 et 𝐸𝐸.

Exercices avec questions ouvertes

Exercice 17

Supposons qu’il existe un tel polynôme 𝑃𝑃𝑛𝑛, défini par 𝑃𝑃𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘.

On sait que l’on ne change pas la valeur d’un déterminant si, à une colonne, on ajoute une
combinaisons linéaire des autres. Donc𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) sera inchangé si l’on ajoute à la colonne

𝐶𝐶𝑛𝑛 la somme
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘. On obtient ainsi :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

�
�

=

�

�

�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘1

1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛

�

�

�

ce qui s’écrit également, si on impose à 𝑃𝑃𝑛𝑛 d’être unitaire (donc si on pose 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1) :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥1)
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥2)

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)

�
�
.

Il suffit alors d’avoir 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥1) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥2) = ⋯ = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛) = 0, pour obtenir :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 0
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 0

0
1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)

�
�
.
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Il ne reste plus qu’à développer cette dernière forme du déterminant de Vandermonde par
rapport à sa dernière colonne pour obtenir : 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛).
Pour obtenir un polynôme unitaire de degré 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 qui admet pour racines 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛, il

suffit alors de choisir 𝑃𝑃𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∏
𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑗𝑗).

On obtient ainsi, en réitérant le processus :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑃𝑃𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑉𝑉2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2).

Or, comme 𝑉𝑉2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 = ∏
1⩽𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗), et comme :

∀𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) =
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗),

on obtient finalement :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = �
1⩽𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗).

« Le rang ne peut que diminuer
par composition. »
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1 ♦ Compléments d’algèbre linéaire

Si 𝑎𝑎1 ≠ 0, alors 𝑥𝑥3 = 0 et donc 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 = 0 d’après les équations précédentes, ce qui
implique 𝐹𝐹 𝐹 {0}, ce qui est faux puisque sa dimension est ici supposée égale à 2.
On a donc 𝑎𝑎1 = 0 et de la même manière on montre que 𝑎𝑎2 = 0.
L’équation de 𝐹𝐹 est donc 𝑥𝑥3 = 0, c’est-à-dire que 𝐹𝐹 𝐹 Im(𝑢𝑢𝑢.

Conclusion : Les sous-espaces vectoriels de 𝐸𝐸, stables par 𝑢𝑢, sont {0} , Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢 Im(𝑢𝑢𝑢 et 𝐸𝐸.

Exercices avec questions ouvertes

Exercice 17

Supposons qu’il existe un tel polynôme 𝑃𝑃𝑛𝑛, défini par 𝑃𝑃𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘.

On sait que l’on ne change pas la valeur d’un déterminant si, à une colonne, on ajoute une
combinaisons linéaire des autres. Donc𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) sera inchangé si l’on ajoute à la colonne

𝐶𝐶𝑛𝑛 la somme
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘. On obtient ainsi :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

�
�

=

�

�

�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘1

1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘2

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛

�

�

�

ce qui s’écrit également, si on impose à 𝑃𝑃𝑛𝑛 d’être unitaire (donc si on pose 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1) :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥1)
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥2)

1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)

�
�
.

Il suffit alors d’avoir 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥1) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥2) = ⋯ = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛) = 0, pour obtenir :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
�
�

1 𝑥𝑥1 𝑥𝑥21 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛1 0
1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥22 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛2 0

0
1 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥2𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)

�
�
.
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Corrections

Il ne reste plus qu’à développer cette dernière forme du déterminant de Vandermonde par
rapport à sa dernière colonne pour obtenir : 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛).
Pour obtenir un polynôme unitaire de degré 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 qui admet pour racines 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛, il

suffit alors de choisir 𝑃𝑃𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∏
𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑗𝑗).

On obtient ainsi, en réitérant le processus :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑃𝑃𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑉𝑉2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2).

Or, comme 𝑉𝑉2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 = ∏
1⩽𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗), et comme :

∀𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) =
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗),

on obtient finalement :

𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = �
1⩽𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗).

« Le rang ne peut que diminuer
par composition. »
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Réduction des
endomorphismes 2

u

u′ = p(u)

Parmi les endomorphismes les plus importants, figurent les projecteurs, comme le projec-
teur sur le plan horizontal, parallèlement aux rayons du soleil. Les projecteurs sont diago-
nalisables. Ce sont même les endomorphismes diagonalisables ayant 0 et 1 comme valeurs
propres.
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Réduction des
endomorphismes 2

u

u′ = p(u)

Parmi les endomorphismes les plus importants, figurent les projecteurs, comme le projec-
teur sur le plan horizontal, parallèlement aux rayons du soleil. Les projecteurs sont diago-
nalisables. Ce sont même les endomorphismes diagonalisables ayant 0 et 1 comme valeurs
propres.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

Énoncés des exercices

Exercices axés sur le calcul

⋆Exercice 1
Soit 𝑓𝑓 l’endomorphisme de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 représenté sur la base canonique ℬ de 𝐸𝐸 par la matrice
𝐴𝐴 de ℳℂ(3) définie par :

𝐴𝐴 𝐴 �
0 1 0
1 0 1
0 1 0

� .

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝐴𝐴.
2) Donner une base de 𝐸𝐸 dans laquelle 𝑓𝑓 est représenté par une matrice diagonale que l’on

précisera.

⋆Exercice 2

Soient 𝐴𝐴 𝐴 �
2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

� et 𝐵𝐵 𝐵 �
0 1 1
1 2 −1
−1 1 2

� .

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ces matrices.
2) Diagonaliser, quand c’est possible, ces matrices.

⋆Exercice 3

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 défini
par 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓′, où 𝛼𝛼 𝛼 𝛼∗.

2) Déterminer le spectre de 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 défini par 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓.
3) Déterminer le polynôme caractéristique de𝑓𝑓 𝑓 𝑓2[𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  2[𝑋𝑋𝑋défini par𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′.

⋆Exercice 4
Soient 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 quatre nombres réels et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4 dont la matrice
dans la base canonique est :

𝐴𝐴 𝐴 𝐴

𝑎𝑎 𝑎𝑎  𝑎
0 𝑏𝑏𝑏𝑏 
1 2 𝑐𝑐𝑐
0 0 0 𝑑𝑑

� .

1) On suppose dans cette question que 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 sont deux à deux distincts.
Montrer que l’endomorphisme 𝑓𝑓 est diagonalisable.

2) On suppose maintenant que 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 sont deux à deux distincts et que 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  .
Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 pour que 𝑓𝑓 soit diagonalisable.
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⋆Exercice 5

Soit l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 muni de sa base canonique ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3). On considère

l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 dont la matrice sur la base ℬ est 𝐴𝐴 𝐴 �
𝑎𝑎 𝑎 𝑎
1 𝑎𝑎 𝑎
00  −1

�, avec 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

1) Déterminer les valeurs de 𝑎𝑎 telles que −1 soit une valeur propre de 𝑓𝑓.
2) On suppose dans cette question que 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

a) Déterminer la dimension du sous-espace propre 𝐸𝐸−1.
b) En déduire le polynôme caractéristique 𝜒𝜒𝑓𝑓 de 𝑓𝑓 sans calculer det(𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴3).
c) L’endomorphisme 𝑓𝑓 est-il diagonalisable? inversible?

⋆Exercice 6

Soit 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓3) représenté par la matrice suivante :

𝐴𝐴 𝐴 �
1 −11
1 3 −1
11  𝛼𝛼

� où 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼

1) Justifier, sans calcul, que 2 est valeur propre de 𝑓𝑓.
2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝛼𝛼 pour que 𝑓𝑓 soit diagonalisable.
3) Montrer que si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, alors 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴3 est nilpotente.

⋆Exercice 7
Montrer que, quel que soit l’entier naturel non nul 𝑛𝑛, la matrice 𝑀𝑀 de ℳ𝑛𝑛(ℝ) dont tous les
éléments sont égaux à 1 est diagonalisable.

⋆⋆Exercice 8
Obtenir, de deux façons différentes, une condition nécessaire et suffisante sur le sextuplet

(𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎 𝑎6 pour que la matrice 𝑀𝑀 𝑀 �

1 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎
01𝑑𝑑𝑑𝑑  
002   𝑓𝑓
0002  

� soit diagonalisable.

⋆⋆Exercice 9

Soient 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 les endomorphismes de ℂ3 représentés respectivement, dans la base cano-
nique, par les matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 de ℳℂ(3) définies par :

𝐴𝐴 𝐴 �
001 
100 
010 

� et 𝐵𝐵 𝐵 �
𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼
𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾 
𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 

�, où (𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  3.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

Énoncés des exercices

Exercices axés sur le calcul

⋆Exercice 1
Soit 𝑓𝑓 l’endomorphisme de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 représenté sur la base canonique ℬ de 𝐸𝐸 par la matrice
𝐴𝐴 de ℳℂ(3) définie par :

𝐴𝐴 𝐴 �
0 1 0
1 0 1
0 1 0

� .

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝐴𝐴.
2) Donner une base de 𝐸𝐸 dans laquelle 𝑓𝑓 est représenté par une matrice diagonale que l’on

précisera.

⋆Exercice 2

Soient 𝐴𝐴 𝐴 �
2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

� et 𝐵𝐵 𝐵 �
0 1 1
1 2 −1
−1 1 2

� .

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ces matrices.
2) Diagonaliser, quand c’est possible, ces matrices.

⋆Exercice 3

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 défini
par 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓′, où 𝛼𝛼 𝛼 𝛼∗.

2) Déterminer le spectre de 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 défini par 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓.
3) Déterminer le polynôme caractéristique de𝑓𝑓 𝑓 𝑓2[𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  2[𝑋𝑋𝑋défini par𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓′.

⋆Exercice 4
Soient 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 quatre nombres réels et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 𝐸 𝐸4 dont la matrice
dans la base canonique est :

𝐴𝐴 𝐴 𝐴

𝑎𝑎 𝑎𝑎  𝑎
0 𝑏𝑏𝑏𝑏 
1 2 𝑐𝑐𝑐
0 0 0 𝑑𝑑

� .

1) On suppose dans cette question que 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 sont deux à deux distincts.
Montrer que l’endomorphisme 𝑓𝑓 est diagonalisable.

2) On suppose maintenant que 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 sont deux à deux distincts et que 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  .
Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑑𝑑 pour que 𝑓𝑓 soit diagonalisable.
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⋆Exercice 5

Soit l’espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸3 muni de sa base canonique ℬ = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3). On considère

l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 dont la matrice sur la base ℬ est 𝐴𝐴 𝐴 �
𝑎𝑎 𝑎 𝑎
1 𝑎𝑎 𝑎
00  −1

�, avec 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

1) Déterminer les valeurs de 𝑎𝑎 telles que −1 soit une valeur propre de 𝑓𝑓.
2) On suppose dans cette question que 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

a) Déterminer la dimension du sous-espace propre 𝐸𝐸−1.
b) En déduire le polynôme caractéristique 𝜒𝜒𝑓𝑓 de 𝑓𝑓 sans calculer det(𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴3).
c) L’endomorphisme 𝑓𝑓 est-il diagonalisable? inversible?

⋆Exercice 6

Soit 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓3) représenté par la matrice suivante :

𝐴𝐴 𝐴 �
1 −11
1 3 −1
11  𝛼𝛼

� où 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼

1) Justifier, sans calcul, que 2 est valeur propre de 𝑓𝑓.
2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝛼𝛼 pour que 𝑓𝑓 soit diagonalisable.
3) Montrer que si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, alors 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴3 est nilpotente.

⋆Exercice 7
Montrer que, quel que soit l’entier naturel non nul 𝑛𝑛, la matrice 𝑀𝑀 de ℳ𝑛𝑛(ℝ) dont tous les
éléments sont égaux à 1 est diagonalisable.

⋆⋆Exercice 8
Obtenir, de deux façons différentes, une condition nécessaire et suffisante sur le sextuplet

(𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎 𝑎6 pour que la matrice 𝑀𝑀 𝑀 �

1 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎
01𝑑𝑑𝑑𝑑  
002   𝑓𝑓
0002  

� soit diagonalisable.

⋆⋆Exercice 9

Soient 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 les endomorphismes de ℂ3 représentés respectivement, dans la base cano-
nique, par les matrices 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 de ℳℂ(3) définies par :

𝐴𝐴 𝐴 �
001 
100 
010 

� et 𝐵𝐵 𝐵 �
𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼
𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾 
𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 

�, où (𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  3.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de𝐴𝐴. Que peut-on en conclure?

2) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝐴𝐴2.

3) Écrire 𝐵𝐵 comme combinaison linéaire de 𝐼𝐼, 𝐴𝐴 et 𝐴𝐴2 et en déduire, sans calculer son poly-
nôme caractéristique, les valeurs propres de 𝐵𝐵.

⋆⋆Exercice 10
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 le ℝ-espace vectoriel des polynômes à
coefficients dans ℝ et de degré inférieur ou égal à 𝑛𝑛. On définit l’application 𝑢𝑢 sur 𝐸𝐸 qui à
tout polynôme 𝑃𝑃 de 𝐸𝐸 lui associe 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢2 − 1)𝑃𝑃″ + (2𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ′.

1) Justifier que 𝑢𝑢 est un endomorphisme de 𝐸𝐸.

2) Montrer que 𝑢𝑢 est diagonalisable.

⋆Exercice 11

On considère un nombre réel 𝛼𝛼 et la matrice 𝐴𝐴𝛼𝛼 = �
3 − 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼
−𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼  𝛼𝛼
5 −5 −2

�.

1) Montrer qu’il existe uneunique valeurde𝛼𝛼pour laquelle la matrice𝐴𝐴𝛼𝛼 est diagonalisable.

2) Déterminer, pour cette valeur de 𝛼𝛼, la matrice (𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑛𝑛 pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.

⋆Exercice 12

Calculer, pour tout entier naturel 𝑛𝑛, 𝐴𝐴𝑛𝑛 pour 𝐴𝐴 𝐴 �
0 1 0
0 0 1
1 0 0

�.

⋆Exercice 13
Trouver une matrice carrée 𝑀𝑀 de ℳ4(ℂ) telle que :

𝑀𝑀2 = 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

� .

⋆⋆Exercice 14
Une population se compose de trois parties dont les nombres d’individus à l’année 𝑛𝑛 sont
respectivement 𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣𝑛𝑛 et 𝑤𝑤𝑛𝑛.
L’évolution de cette population suit la loi suivante :
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Énoncés des exercices

�
𝑢𝑢0 = 100
𝑣𝑣0 = 100
𝑤𝑤0 = 100

et ∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗,

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑣𝑣𝑛𝑛 + 3𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛 =

1
2
𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛𝑛 =
1
3
𝑣𝑣𝑛𝑛

.

On pose, pour tout entier naturel 𝑛𝑛, 𝑋𝑋𝑛𝑛 = (𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑛𝑛).
Montrer que la suite (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛 converge et déterminer sa limite.

⋆⋆Exercice 15

Résoudre sur ℝ\{−1} le système différentiel suivant :

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑥𝑥′(𝑡𝑡𝑡 𝑡 � 1
1+𝑡𝑡

+ 1
2
� 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1

2
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  1

2
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑦𝑦′(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡 1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  � 1

1+𝑡𝑡
+ 1

2
� 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  1

2
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑧𝑧′(𝑡𝑡𝑡 𝑡 1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1

2
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  � 1

1+𝑡𝑡
+ 1

2
� 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑢𝑢′(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡 1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1

2
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  1

2
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  � 1

1+𝑡𝑡
+ 1

2
� 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

⋆⋆Exercice 16
Déterminer toutes les matrices de ℳ3(ℝ) qui commutent avec la matrice 𝑀𝑀 définie par :

𝑀𝑀 𝑀 �
2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

� .

⋆Exercice 17
On considère, sur le ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸𝐸 2(ℝ), les matrices 𝐴𝐴, 𝐷𝐷 et 𝑈𝑈 par :

𝐴𝐴 𝐴 �0 1
0 1�, 𝐷𝐷 𝐷 �0 0

0 1� et 𝑈𝑈 𝑈 �1 0
0 0�,

et 𝐹𝐹 𝐹 {𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀  𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀} .

1) Montrer que 𝐹𝐹 est un sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 admettant pour base (𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 .

2) Montrer que l’application 𝑓𝑓 définie de 𝐸𝐸 dans 𝐸𝐸 par : ∀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀 , 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓     est
linéaire sur 𝐸𝐸.

3) Déterminer les solutions sur 𝐸𝐸 de 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   puis de 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .

4) Montrer que 𝑓𝑓 est un endomorphisme diagonalisable de 𝐸𝐸 et en donner son spectre.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de𝐴𝐴. Que peut-on en conclure?

2) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝐴𝐴2.

3) Écrire 𝐵𝐵 comme combinaison linéaire de 𝐼𝐼, 𝐴𝐴 et 𝐴𝐴2 et en déduire, sans calculer son poly-
nôme caractéristique, les valeurs propres de 𝐵𝐵.

⋆⋆Exercice 10
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 le ℝ-espace vectoriel des polynômes à
coefficients dans ℝ et de degré inférieur ou égal à 𝑛𝑛. On définit l’application 𝑢𝑢 sur 𝐸𝐸 qui à
tout polynôme 𝑃𝑃 de 𝐸𝐸 lui associe 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢2 − 1)𝑃𝑃″ + (2𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ′.

1) Justifier que 𝑢𝑢 est un endomorphisme de 𝐸𝐸.

2) Montrer que 𝑢𝑢 est diagonalisable.

⋆Exercice 11

On considère un nombre réel 𝛼𝛼 et la matrice 𝐴𝐴𝛼𝛼 = �
3 − 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼
−𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼  𝛼𝛼
5 −5 −2

�.

1) Montrer qu’il existe uneunique valeurde𝛼𝛼pour laquelle la matrice𝐴𝐴𝛼𝛼 est diagonalisable.

2) Déterminer, pour cette valeur de 𝛼𝛼, la matrice (𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑛𝑛 pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.

⋆Exercice 12

Calculer, pour tout entier naturel 𝑛𝑛, 𝐴𝐴𝑛𝑛 pour 𝐴𝐴 𝐴 �
0 1 0
0 0 1
1 0 0

�.

⋆Exercice 13
Trouver une matrice carrée 𝑀𝑀 de ℳ4(ℂ) telle que :

𝑀𝑀2 = 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

� .

⋆⋆Exercice 14
Une population se compose de trois parties dont les nombres d’individus à l’année 𝑛𝑛 sont
respectivement 𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣𝑛𝑛 et 𝑤𝑤𝑛𝑛.
L’évolution de cette population suit la loi suivante :
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de𝐴𝐴. Que peut-on en conclure?

2) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝐴𝐴2.

3) Écrire 𝐵𝐵 comme combinaison linéaire de 𝐼𝐼, 𝐴𝐴 et 𝐴𝐴2 et en déduire, sans calculer son poly-
nôme caractéristique, les valeurs propres de 𝐵𝐵.

⋆⋆Exercice 10
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 le ℝ-espace vectoriel des polynômes à
coefficients dans ℝ et de degré inférieur ou égal à 𝑛𝑛. On définit l’application 𝑢𝑢 sur 𝐸𝐸 qui à
tout polynôme 𝑃𝑃 de 𝐸𝐸 lui associe 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢2 − 1)𝑃𝑃″ + (2𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ′.

1) Justifier que 𝑢𝑢 est un endomorphisme de 𝐸𝐸.

2) Montrer que 𝑢𝑢 est diagonalisable.

⋆Exercice 11

On considère un nombre réel 𝛼𝛼 et la matrice 𝐴𝐴𝛼𝛼 = �
3 − 𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼
−𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼  𝛼𝛼
5 −5 −2

�.

1) Montrer qu’il existe uneunique valeurde𝛼𝛼pour laquelle la matrice𝐴𝐴𝛼𝛼 est diagonalisable.

2) Déterminer, pour cette valeur de 𝛼𝛼, la matrice (𝐴𝐴𝛼𝛼)𝑛𝑛 pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.

⋆Exercice 12

Calculer, pour tout entier naturel 𝑛𝑛, 𝐴𝐴𝑛𝑛 pour 𝐴𝐴 𝐴 �
0 1 0
0 0 1
1 0 0

�.

⋆Exercice 13
Trouver une matrice carrée 𝑀𝑀 de ℳ4(ℂ) telle que :

𝑀𝑀2 = 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

� .

⋆⋆Exercice 14
Une population se compose de trois parties dont les nombres d’individus à l’année 𝑛𝑛 sont
respectivement 𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣𝑛𝑛 et 𝑤𝑤𝑛𝑛.
L’évolution de cette population suit la loi suivante :
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Énoncés des exercices

�
𝑢𝑢0 = 100
𝑣𝑣0 = 100
𝑤𝑤0 = 100

et ∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗,

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑣𝑣𝑛𝑛 + 3𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛 =

1
2
𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛𝑛 =
1
3
𝑣𝑣𝑛𝑛

.

On pose, pour tout entier naturel 𝑛𝑛, 𝑋𝑋𝑛𝑛 = (𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑛𝑛).
Montrer que la suite (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛 converge et déterminer sa limite.

⋆⋆Exercice 15

Résoudre sur ℝ\{−1} le système différentiel suivant :

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑥𝑥′(𝑡𝑡𝑡 𝑡 � 1
1+𝑡𝑡

+ 1
2
� 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1

2
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  1

2
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑦𝑦′(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡 1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  � 1

1+𝑡𝑡
+ 1

2
� 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  1

2
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑧𝑧′(𝑡𝑡𝑡 𝑡 1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1

2
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  � 1

1+𝑡𝑡
+ 1

2
� 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑢𝑢′(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡 1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  1

2
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  1

2
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  � 1

1+𝑡𝑡
+ 1

2
� 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢

⋆⋆Exercice 16
Déterminer toutes les matrices de ℳ3(ℝ) qui commutent avec la matrice 𝑀𝑀 définie par :

𝑀𝑀 𝑀 �
2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

� .

⋆Exercice 17
On considère, sur le ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸𝐸 2(ℝ), les matrices 𝐴𝐴, 𝐷𝐷 et 𝑈𝑈 par :

𝐴𝐴 𝐴 �0 1
0 1�, 𝐷𝐷 𝐷 �0 0

0 1� et 𝑈𝑈 𝑈 �1 0
0 0�,

et 𝐹𝐹 𝐹 {𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀  𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀} .

1) Montrer que 𝐹𝐹 est un sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 admettant pour base (𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 .

2) Montrer que l’application 𝑓𝑓 définie de 𝐸𝐸 dans 𝐸𝐸 par : ∀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀 , 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓     est
linéaire sur 𝐸𝐸.

3) Déterminer les solutions sur 𝐸𝐸 de 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   puis de 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  .

4) Montrer que 𝑓𝑓 est un endomorphisme diagonalisable de 𝐸𝐸 et en donner son spectre.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

⋆⋆Exercice 18
Déterminer une matrice triangulaire supérieure semblable à la matrice 𝐴𝐴 dans les cas sui-
vants :

1) 𝐴𝐴 𝐴 �
6 −2 2
7 −3 −3
5 −5 −1

� 2) 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

−1 3 1 −2
−7 14 6 −8
−1 2 2 0
−10 19 9 −10

�.

⋆⋆Exercice 19
On notera ℬ = (𝐸𝐸1,1, 𝐸𝐸1,2, 𝐸𝐸2,1, 𝐸𝐸2,2) la base canonique de ℳ2(ℝ), puis 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴1,1 + 𝐸𝐸2,2 et
𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 1,2 + 𝐸𝐸2,1.

On considère l’application 𝑓𝑓 qui, à toute matrice 𝑀𝑀 𝑀 �𝑎𝑎 𝑎𝑎
𝑐𝑐 𝑐𝑐� de ℳ2(ℝ), lui associe la ma-

trice 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
2
𝐴𝐴 𝐴 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

2
𝐵𝐵.

1) Montrer que 𝑓𝑓 est un endomorphisme de ℳ2(ℝ).

2) Déterminer matℬ(𝑓𝑓𝑓.

3) Déterminer une base de Ker(𝑓𝑓𝑓 et de Im(𝑓𝑓𝑓.

4) Montrer que : 𝑀𝑀 𝑀 Vect(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴.

5) On note Inv(𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  2(ℝ) | 𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀. Montrer que Inv(𝑓𝑓𝑓𝑓  Im(𝑓𝑓𝑓.

6) Montrer que {0, 1} ⊂ Sp(𝑓𝑓𝑓.

7) Montrer que ℬ′ = (𝐸𝐸1,1 − 𝐸𝐸4, 𝐸𝐸1,2 − 𝐸𝐸2,1, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  est une base de ℳ2(ℝ).

8) En déduire, sans calculer de déterminant, le spectre de 𝑓𝑓.

9) Déterminer matℬ′(𝑓𝑓𝑓.

Exercices axés sur le raisonnement

⋆Exercice 20
Soient 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nul et 𝑢𝑢 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel que
𝑢𝑢2 = Id𝐸𝐸. On note 𝑝𝑝 𝑝 dim�Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸)� et 𝑞𝑞 𝑞 dim�Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸)�.
Montrer que :
1) a) Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) ∩ Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) = {0}.

b) Im(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) ⊂ Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸).

c) Im(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) ⊂ Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸).

2) a) 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  

b) 𝑢𝑢 est diagonalisable.
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⋆Exercice 21
Soit𝐸𝐸 un ℂ-espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 finie. On considère 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 tel que 𝑓𝑓2 = −Id𝐸𝐸.
On définit alors 𝑔𝑔 𝑔 Id𝐸𝐸 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 et ℎ = Id𝐸𝐸 − 𝑖𝑖𝑖𝑖, puis 𝐺𝐺 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺  et 𝐻𝐻 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 .
1) Montrer que 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸  𝐸𝐸𝐸.
2) En déduire que 𝑓𝑓 est diagonalisable, les valeurs propres étant toutes égales à 𝑖𝑖 ou à−𝑖𝑖.

⋆⋆Exercice 22
Soit 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension finie 𝑛𝑛 sur ℂ.
On considère 𝑔𝑔 et 𝑢𝑢 deux endomorphismes de 𝐸𝐸 tels que 𝑔𝑔 𝑔 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔   𝑔 𝑔𝑔 𝑔 𝑔𝑔𝑔.
1) Soit 𝑥𝑥 un vecteur propre de 𝑔𝑔 associé à une valeur propre 𝛼𝛼.

Montrer que : ∀𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    𝑥 𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥
2) Montrer que si 𝑔𝑔 est diagonalisable, alors 𝑢𝑢 est nilpotent.

⋆⋆Exercice 23
Soient 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 sur ℂ.
Soit 𝑢𝑢 un endomorphisme nilpotent de 𝐸𝐸 de polynôme caractéristique 𝜒𝜒𝑢𝑢.
1) Montrer que 𝜒𝜒𝑢𝑢(𝜆𝜆𝜆𝜆  𝜆𝜆𝑛𝑛.
2) Soit 𝑣𝑣 un automorphisme qui commute avec 𝑢𝑢 et soit 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   .

Montrer que 𝑓𝑓 et 𝑣𝑣 ont les mêmes valeurs propres.
3) Montrer que 𝑤𝑤 𝑤𝑤𝑤 −1 ∘ 𝑢𝑢 est nilpotent.
4) En déduire que det(𝑓𝑓𝑓 𝑓 det(𝑣𝑣𝑣.

⋆⋆Exercice 24
On considère le ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸𝐸 2 et un endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 qui admet pour

valeur propre 𝜆𝜆 𝜆 𝑒𝑒2𝑖𝑖
𝜋𝜋
3

√2
.

1) Déterminer le polynôme caractéristique de 𝑓𝑓.
2) Justifier que 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 1

√2
𝑓𝑓 𝑓 1

2
Id𝐸𝐸 = 0.

3) Soit 𝑎𝑎 un vecteur non nul de 𝐸𝐸.
a) Montrer que ℬ = �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 est une base de 𝐸𝐸.
b) Déterminer la matrice 𝐴𝐴 de 𝑓𝑓 dans la base ℬ.
c) Calculer, pour tout entier 𝑛𝑛, la valeur de 𝐴𝐴𝑛𝑛.

4) Montrer que, pour tout 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 , on a lim
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥.

⋆Exercice 25
Soit𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nul sur𝕂𝕂. On considère 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 deux endomor-
phismes de 𝐸𝐸 où 𝑢𝑢 possède 𝑛𝑛 valeurs propres distinctes dans 𝕂𝕂.
Montrer que 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 commutent (𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢     𝑢𝑢𝑢 si, et seulement si, tout vecteur propre de 𝑢𝑢
est vecteur propre de 𝑣𝑣.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

⋆⋆Exercice 18
Déterminer une matrice triangulaire supérieure semblable à la matrice 𝐴𝐴 dans les cas sui-
vants :

1) 𝐴𝐴 𝐴 �
6 −2 2
7 −3 −3
5 −5 −1

� 2) 𝐴𝐴 𝐴 𝐴

−1 3 1 −2
−7 14 6 −8
−1 2 2 0
−10 19 9 −10

�.

⋆⋆Exercice 19
On notera ℬ = (𝐸𝐸1,1, 𝐸𝐸1,2, 𝐸𝐸2,1, 𝐸𝐸2,2) la base canonique de ℳ2(ℝ), puis 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴1,1 + 𝐸𝐸2,2 et
𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵 1,2 + 𝐸𝐸2,1.

On considère l’application 𝑓𝑓 qui, à toute matrice 𝑀𝑀 𝑀 �𝑎𝑎 𝑎𝑎
𝑐𝑐 𝑐𝑐� de ℳ2(ℝ), lui associe la ma-

trice 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
2
𝐴𝐴 𝐴 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

2
𝐵𝐵.

1) Montrer que 𝑓𝑓 est un endomorphisme de ℳ2(ℝ).

2) Déterminer matℬ(𝑓𝑓𝑓.

3) Déterminer une base de Ker(𝑓𝑓𝑓 et de Im(𝑓𝑓𝑓.

4) Montrer que : 𝑀𝑀 𝑀 Vect(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴.

5) On note Inv(𝑓𝑓𝑓𝑓  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  2(ℝ) | 𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑀𝑀. Montrer que Inv(𝑓𝑓𝑓𝑓  Im(𝑓𝑓𝑓.

6) Montrer que {0, 1} ⊂ Sp(𝑓𝑓𝑓.

7) Montrer que ℬ′ = (𝐸𝐸1,1 − 𝐸𝐸4, 𝐸𝐸1,2 − 𝐸𝐸2,1, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  est une base de ℳ2(ℝ).

8) En déduire, sans calculer de déterminant, le spectre de 𝑓𝑓.

9) Déterminer matℬ′(𝑓𝑓𝑓.

Exercices axés sur le raisonnement

⋆Exercice 20
Soient 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nul et 𝑢𝑢 un endomorphisme de 𝐸𝐸 tel que
𝑢𝑢2 = Id𝐸𝐸. On note 𝑝𝑝 𝑝 dim�Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸)� et 𝑞𝑞 𝑞 dim�Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸)�.
Montrer que :
1) a) Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) ∩ Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) = {0}.

b) Im(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) ⊂ Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸).

c) Im(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸) ⊂ Ker(𝑢𝑢 𝑢 Id𝐸𝐸).

2) a) 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  

b) 𝑢𝑢 est diagonalisable.
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⋆Exercice 21
Soit𝐸𝐸 un ℂ-espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 finie. On considère 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 tel que 𝑓𝑓2 = −Id𝐸𝐸.
On définit alors 𝑔𝑔 𝑔 Id𝐸𝐸 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 et ℎ = Id𝐸𝐸 − 𝑖𝑖𝑖𝑖, puis 𝐺𝐺 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺  et 𝐻𝐻 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 .
1) Montrer que 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸  𝐸𝐸𝐸.
2) En déduire que 𝑓𝑓 est diagonalisable, les valeurs propres étant toutes égales à 𝑖𝑖 ou à−𝑖𝑖.

⋆⋆Exercice 22
Soit 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension finie 𝑛𝑛 sur ℂ.
On considère 𝑔𝑔 et 𝑢𝑢 deux endomorphismes de 𝐸𝐸 tels que 𝑔𝑔 𝑔 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔   𝑔 𝑔𝑔 𝑔 𝑔𝑔𝑔.
1) Soit 𝑥𝑥 un vecteur propre de 𝑔𝑔 associé à une valeur propre 𝛼𝛼.

Montrer que : ∀𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    𝑥 𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥
2) Montrer que si 𝑔𝑔 est diagonalisable, alors 𝑢𝑢 est nilpotent.

⋆⋆Exercice 23
Soient 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 sur ℂ.
Soit 𝑢𝑢 un endomorphisme nilpotent de 𝐸𝐸 de polynôme caractéristique 𝜒𝜒𝑢𝑢.
1) Montrer que 𝜒𝜒𝑢𝑢(𝜆𝜆𝜆𝜆  𝜆𝜆𝑛𝑛.
2) Soit 𝑣𝑣 un automorphisme qui commute avec 𝑢𝑢 et soit 𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   .

Montrer que 𝑓𝑓 et 𝑣𝑣 ont les mêmes valeurs propres.
3) Montrer que 𝑤𝑤 𝑤𝑤𝑤 −1 ∘ 𝑢𝑢 est nilpotent.
4) En déduire que det(𝑓𝑓𝑓 𝑓 det(𝑣𝑣𝑣.

⋆⋆Exercice 24
On considère le ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸𝐸 2 et un endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 qui admet pour

valeur propre 𝜆𝜆 𝜆 𝑒𝑒2𝑖𝑖
𝜋𝜋
3

√2
.

1) Déterminer le polynôme caractéristique de 𝑓𝑓.
2) Justifier que 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 𝑓 1

√2
𝑓𝑓 𝑓 1

2
Id𝐸𝐸 = 0.

3) Soit 𝑎𝑎 un vecteur non nul de 𝐸𝐸.
a) Montrer que ℬ = �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 est une base de 𝐸𝐸.
b) Déterminer la matrice 𝐴𝐴 de 𝑓𝑓 dans la base ℬ.
c) Calculer, pour tout entier 𝑛𝑛, la valeur de 𝐴𝐴𝑛𝑛.

4) Montrer que, pour tout 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 , on a lim
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥.

⋆Exercice 25
Soit𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nul sur𝕂𝕂. On considère 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 deux endomor-
phismes de 𝐸𝐸 où 𝑢𝑢 possède 𝑛𝑛 valeurs propres distinctes dans 𝕂𝕂.
Montrer que 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 commutent (𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢     𝑢𝑢𝑢 si, et seulement si, tout vecteur propre de 𝑢𝑢
est vecteur propre de 𝑣𝑣.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

⋆Exercice 26
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 sur 𝕂𝕂 (où 𝕂𝕂 est égal à ℝ ou ℂ).
On considère (𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓) ∈ �ℒ(𝐸𝐸𝐸𝐸2 avec rg(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 et rg(𝑔𝑔𝑔𝑔  𝑔.
Montrer que 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 est un automorphisme de 𝐸𝐸 si, et seulement si, Tr �𝑔𝑔 𝑔 𝑔𝑔−1� ≠ −1.

Théorème de Cayley-Hamilton⋆⋆Exercice 27
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul supérieur ou égal à 2, 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂-espace vectoriel de dimen-
sion 𝑛𝑛 (avec 𝕂𝕂 𝕂𝕂  ou ℂ) et 𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐸𝐸.
Le but de cet exercice est de démontrer le théorème de Cayley-Hamilton :

si 𝜒𝜒𝑓𝑓 est le polynôme caractéristique de 𝑓𝑓, alors 𝜒𝜒𝑓𝑓(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

1) Soit (𝑎𝑎0, 𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛)∈  𝕂𝕂𝑛𝑛.

On considère le polynôme 𝑃𝑃 de 𝕂𝕂𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 défini par 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑛𝑛 −
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘.
On définit la matrice compagnon𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂 de 𝑃𝑃 par :

𝑀𝑀 𝑀
⎛
⎜

⎝

00  𝑎𝑎0
1 𝑎𝑎1
0

0 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
001   𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

⎞
⎟

⎠

.

Déterminer le polynôme caractéristique de 𝑀𝑀 en fonction de 𝑃𝑃.
2) On considère un vecteur non nul 𝑥𝑥 de 𝐸𝐸.

Justifier qu’il existe un entier naturel 𝑝𝑝 strictement inférieur à 𝑛𝑛 tel que :
• la famille �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 soit libre
• la famille �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 soit liée

3) On note alors 𝐺𝐺 𝐺 Vect�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 et 𝑔𝑔 la restriction de 𝑓𝑓 à 𝐺𝐺.
Justifier que 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔   et donner sa matrice dans la base �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 de 𝐺𝐺 ainsi
que son polynôme caractéristique 𝜒𝜒𝑔𝑔.

4) En déduire que 𝜒𝜒𝑓𝑓(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

⋆⋆⋆Exercice 28
On considère un entier 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et une matrice 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑛𝑛(ℂ) telle que Sp(𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴+.
On définit la matrice 𝐵𝐵 𝐵𝐵 2𝑛𝑛(ℂ) par :

𝐵𝐵 𝐵 �0 𝐴𝐴
𝐼𝐼𝑛𝑛 0� .

Déterminer les valeurs propres de la matrice 𝐵𝐵, ainsi que leurs multiplicités, en fonction de
celles de 𝐴𝐴.
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⋆⋆Exercice 29

Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛(ℂ) et 𝑀𝑀 𝑀 �𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴 𝐴𝐴 � ∈ ℳ2𝑛𝑛(ℂ).

Déterminer le polynôme caractéristique de 𝑀𝑀 en fonction de celui de 𝐴𝐴.

⋆⋆Exercice 30
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et 𝑎𝑎 un nombre réel. On considère le ℝ-espace vectoriel
𝐸𝐸 𝐸𝐸 2𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 des polynômes à coefficients dansℝ et de degrés inférieurs ou égaux à 2𝑛𝑛, puis
on définit une application 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 sur ℝ[𝑋𝑋𝑋 par :

∀𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃′ − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

où 𝑃𝑃′ représente le polynôme dérivé de 𝑃𝑃.
1) Déterminer toutes les valeurs de 𝑎𝑎 dans ℝ pour que 𝑓𝑓 soit un endomorphisme de 𝐸𝐸.
2) Montrer que, si 𝑓𝑓 est un endomorphisme de 𝐸𝐸, alors il est diagonalisable.

⋆⋆Exercice 31
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 sur un corps 𝕂𝕂 et 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓.
Montrer que 𝑓𝑓 est diagonalisable si, et seulement si, tout sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 admet
un supplémentaire dans 𝐸𝐸 stable par 𝑓𝑓.

⋆⋆Exercice 32
On considère 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸  le ℝ-espace vectoriel des polynômes à une indéterminée 𝑋𝑋 et à
coefficients réels.
Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝐸𝐸𝑛𝑛 le sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 des polynômes de degré inférieur
ou égal à 𝑛𝑛 et ℬ𝑛𝑛 la base canonique (𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛).

1) On considère 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et l’application 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∶ �
𝐸𝐸𝑛𝑛 → 𝐸𝐸
𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃𝑃″ − 2𝑋𝑋𝑋𝑋′ .

a) Montrer que 𝑢𝑢𝑛𝑛 est un endomorphisme de 𝐸𝐸𝑛𝑛.
b) Donner la matrice de 𝑢𝑢𝑛𝑛 dans la base ℬ𝑛𝑛.
c) Déterminer le spectre de 𝑢𝑢𝑛𝑛 et justifier que 𝑢𝑢𝑛𝑛 est diagonalisable.

2) On considère l’application 𝑓𝑓 𝑓𝑓
ℝ → ℝ
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥−𝑥𝑥2 .

a) Montrer que la dérivée d’ordre 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 de la fonction 𝑓𝑓 est de la forme 𝑓𝑓(𝑛𝑛𝑛 = 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑛𝑛
où 𝐻𝐻𝑛𝑛 ∈ 𝐸𝐸𝑛𝑛 et vérifie 𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐻𝐻 ′

𝑛𝑛 − 2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛, puis que ℬ′𝑛𝑛 = (𝐻𝐻0,𝐻𝐻 1, … ,𝐻𝐻 𝑛𝑛) est une base
de 𝐸𝐸𝑛𝑛.

b) Montrer que, pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on a 𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛 = −2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.
c) En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on a 𝐻𝐻′

𝑛𝑛 = −2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.
d) Montrer que, pour tout couple d’entiers (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  tel que 0 ⩽ 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 , 𝐻𝐻𝑘𝑘 est un vecteur

propre de 𝑢𝑢𝑛𝑛 et donner la valeur propre correspondante.
e) Donner la matrice de 𝑢𝑢𝑛𝑛 dans la base ℬ′𝑛𝑛.
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⋆Exercice 26
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 sur 𝕂𝕂 (où 𝕂𝕂 est égal à ℝ ou ℂ).
On considère (𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓) ∈ �ℒ(𝐸𝐸𝐸𝐸2 avec rg(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 et rg(𝑔𝑔𝑔𝑔  𝑔.
Montrer que 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓 est un automorphisme de 𝐸𝐸 si, et seulement si, Tr �𝑔𝑔 𝑔 𝑔𝑔−1� ≠ −1.

Théorème de Cayley-Hamilton⋆⋆Exercice 27
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul supérieur ou égal à 2, 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂-espace vectoriel de dimen-
sion 𝑛𝑛 (avec 𝕂𝕂 𝕂𝕂  ou ℂ) et 𝑓𝑓 un endomorphisme de 𝐸𝐸.
Le but de cet exercice est de démontrer le théorème de Cayley-Hamilton :

si 𝜒𝜒𝑓𝑓 est le polynôme caractéristique de 𝑓𝑓, alors 𝜒𝜒𝑓𝑓(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

1) Soit (𝑎𝑎0, 𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛)∈  𝕂𝕂𝑛𝑛.

On considère le polynôme 𝑃𝑃 de 𝕂𝕂𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 défini par 𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑛𝑛 −
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘.
On définit la matrice compagnon𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑛𝑛(𝕂𝕂𝕂 de 𝑃𝑃 par :

𝑀𝑀 𝑀
⎛
⎜

⎝

00  𝑎𝑎0
1 𝑎𝑎1
0

0 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
001   𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

⎞
⎟

⎠

.

Déterminer le polynôme caractéristique de 𝑀𝑀 en fonction de 𝑃𝑃.
2) On considère un vecteur non nul 𝑥𝑥 de 𝐸𝐸.

Justifier qu’il existe un entier naturel 𝑝𝑝 strictement inférieur à 𝑛𝑛 tel que :
• la famille �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 soit libre
• la famille �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 soit liée

3) On note alors 𝐺𝐺 𝐺 Vect�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 et 𝑔𝑔 la restriction de 𝑓𝑓 à 𝐺𝐺.
Justifier que 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔   et donner sa matrice dans la base �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥 de 𝐺𝐺 ainsi
que son polynôme caractéristique 𝜒𝜒𝑔𝑔.

4) En déduire que 𝜒𝜒𝑓𝑓(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

⋆⋆⋆Exercice 28
On considère un entier 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et une matrice 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑛𝑛(ℂ) telle que Sp(𝐴𝐴𝐴 𝐴 𝐴+.
On définit la matrice 𝐵𝐵 𝐵𝐵 2𝑛𝑛(ℂ) par :

𝐵𝐵 𝐵 �0 𝐴𝐴
𝐼𝐼𝑛𝑛 0� .

Déterminer les valeurs propres de la matrice 𝐵𝐵, ainsi que leurs multiplicités, en fonction de
celles de 𝐴𝐴.
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⋆⋆Exercice 29

Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝑛𝑛(ℂ) et 𝑀𝑀 𝑀 �𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴 𝐴𝐴 � ∈ ℳ2𝑛𝑛(ℂ).

Déterminer le polynôme caractéristique de 𝑀𝑀 en fonction de celui de 𝐴𝐴.

⋆⋆Exercice 30
Soient 𝑛𝑛 un entier naturel non nul et 𝑎𝑎 un nombre réel. On considère le ℝ-espace vectoriel
𝐸𝐸 𝐸𝐸 2𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋 des polynômes à coefficients dansℝ et de degrés inférieurs ou égaux à 2𝑛𝑛, puis
on définit une application 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 sur ℝ[𝑋𝑋𝑋 par :

∀𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃′ − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

où 𝑃𝑃′ représente le polynôme dérivé de 𝑃𝑃.
1) Déterminer toutes les valeurs de 𝑎𝑎 dans ℝ pour que 𝑓𝑓 soit un endomorphisme de 𝐸𝐸.
2) Montrer que, si 𝑓𝑓 est un endomorphisme de 𝐸𝐸, alors il est diagonalisable.

⋆⋆Exercice 31
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 sur un corps 𝕂𝕂 et 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓.
Montrer que 𝑓𝑓 est diagonalisable si, et seulement si, tout sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 admet
un supplémentaire dans 𝐸𝐸 stable par 𝑓𝑓.

⋆⋆Exercice 32
On considère 𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸  le ℝ-espace vectoriel des polynômes à une indéterminée 𝑋𝑋 et à
coefficients réels.
Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝐸𝐸𝑛𝑛 le sous-espace vectoriel de 𝐸𝐸 des polynômes de degré inférieur
ou égal à 𝑛𝑛 et ℬ𝑛𝑛 la base canonique (𝑋𝑋0, 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛).

1) On considère 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et l’application 𝑢𝑢𝑛𝑛 ∶ �
𝐸𝐸𝑛𝑛 → 𝐸𝐸
𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃𝑃″ − 2𝑋𝑋𝑋𝑋′ .

a) Montrer que 𝑢𝑢𝑛𝑛 est un endomorphisme de 𝐸𝐸𝑛𝑛.
b) Donner la matrice de 𝑢𝑢𝑛𝑛 dans la base ℬ𝑛𝑛.
c) Déterminer le spectre de 𝑢𝑢𝑛𝑛 et justifier que 𝑢𝑢𝑛𝑛 est diagonalisable.

2) On considère l’application 𝑓𝑓 𝑓𝑓
ℝ → ℝ
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥−𝑥𝑥2 .

a) Montrer que la dérivée d’ordre 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 de la fonction 𝑓𝑓 est de la forme 𝑓𝑓(𝑛𝑛𝑛 = 𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑛𝑛
où 𝐻𝐻𝑛𝑛 ∈ 𝐸𝐸𝑛𝑛 et vérifie 𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐻𝐻 ′

𝑛𝑛 − 2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛, puis que ℬ′𝑛𝑛 = (𝐻𝐻0,𝐻𝐻 1, … ,𝐻𝐻 𝑛𝑛) est une base
de 𝐸𝐸𝑛𝑛.

b) Montrer que, pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on a 𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛 = −2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.
c) En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛𝑛 non nul, on a 𝐻𝐻′

𝑛𝑛 = −2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.
d) Montrer que, pour tout couple d’entiers (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  tel que 0 ⩽ 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 , 𝐻𝐻𝑘𝑘 est un vecteur

propre de 𝑢𝑢𝑛𝑛 et donner la valeur propre correspondante.
e) Donner la matrice de 𝑢𝑢𝑛𝑛 dans la base ℬ′𝑛𝑛.
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⋆⋆⋆Exercice 33
Soient un entier naturel 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, une famille (𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) ∈ ℂ𝑛𝑛 et un polynôme 𝑄𝑄 𝑄𝑄 𝑛𝑛𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋
défini par :

𝑄𝑄 𝑄 𝑄𝑄1 + 𝑎𝑎2𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.

On considère ensuite les matrices 𝐴𝐴 et 𝑀𝑀 de ℳ𝑛𝑛(ℂ) par :

𝐴𝐴 𝐴
⎛
⎜

⎝

0 1 0 0
0 0 1

0
0 1
1 0 0 0

⎞
⎟

⎠

et 𝑀𝑀 𝑀

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎3 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑎𝑎2 𝑎𝑎3 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑎𝑎1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

.

1) Montrer que la matrice 𝐴𝐴 est diagonalisable dans ℳ𝑛𝑛(ℂ) et déterminer son spectre.

2) En déduire que det(𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑛𝑛𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑄𝑄 �𝑒𝑒
2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛 �.

Exercices avec questions ouvertes

⋆⋆Exercice 34
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.
1) Déterminer les matrices 𝑀𝑀 carrées d’ordre 𝑛𝑛, à coefficients réels, telles que :

𝑀𝑀5 = 𝑀𝑀2 et Tr (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀

2) Soit 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑛𝑛(ℂ) telle que 𝑀𝑀3 +𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑛𝑛.
a) Que peut-on dire de 𝑀𝑀?
b) On suppose de plus que Sp(𝑀𝑀𝑀 𝑀 𝑀. Que dire de 𝑀𝑀?

⋆⋆Exercice 35
Soit 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nulle.
On considère un endomorphisme 𝑢𝑢 de 𝐸𝐸 tel que 𝑢𝑢2 soit diagonalisable.
1) L’endomorphisme 𝑢𝑢 est-il toujours diagonalisable?
2) Montrer que, si 𝑢𝑢 diagonalisable, alors Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢  Ker(𝑢𝑢2).

⋆⋆Exercice 36
Soit 𝑓𝑓 un endomorphisme d’un ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 de dimension finie.
Existe-t-il toujours une droite ou un plan de 𝐸𝐸 stable par 𝑓𝑓?
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⋆⋆Exercice 37
On considère un entier 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et le ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛 muni de sa base canonique
ℬ = (𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛).
Soient trois nombres réels non nuls 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑐𝑐 et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 représenté sur la
base ℬ par la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝑛𝑛(ℝ) définie par :

𝐴𝐴 𝐴
⎛
⎜

⎝

0 0 𝑐𝑐

0 0 𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 

⎞
⎟

⎠

.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑐𝑐 pour que l’endomor-
phisme 𝑓𝑓 soit diagonalisable.

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On commence par déterminer le polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐴𝐴𝐴𝐴  �
𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= 𝑋𝑋 �
1 0 −1
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= 𝑋𝑋 �
1 0 0
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 �=  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2 − 1) = 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋 √2��𝑋𝑋 𝑋 √2�

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿3

𝐶𝐶3 ← 𝐶𝐶3 + 𝐶𝐶1

On en déduit que le spectre de 𝐴𝐴 est : Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴  �0,−√2, √2�.
Sous-espaces propres :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸0 ⇔ �

−𝑏𝑏𝑏𝑏 
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  
−𝑏𝑏𝑏𝑏 

⇔ � 𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

⋆⋆⋆Exercice 33
Soient un entier naturel 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, une famille (𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) ∈ ℂ𝑛𝑛 et un polynôme 𝑄𝑄 𝑄𝑄 𝑛𝑛𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑋
défini par :

𝑄𝑄 𝑄 𝑄𝑄1 + 𝑎𝑎2𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.

On considère ensuite les matrices 𝐴𝐴 et 𝑀𝑀 de ℳ𝑛𝑛(ℂ) par :

𝐴𝐴 𝐴
⎛
⎜

⎝

0 1 0 0
0 0 1

0
0 1
1 0 0 0

⎞
⎟

⎠

et 𝑀𝑀 𝑀

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎3 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑎𝑎2 𝑎𝑎3 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑎𝑎1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

.

1) Montrer que la matrice 𝐴𝐴 est diagonalisable dans ℳ𝑛𝑛(ℂ) et déterminer son spectre.

2) En déduire que det(𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑛𝑛𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑄𝑄 �𝑒𝑒
2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛 �.

Exercices avec questions ouvertes

⋆⋆Exercice 34
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.
1) Déterminer les matrices 𝑀𝑀 carrées d’ordre 𝑛𝑛, à coefficients réels, telles que :

𝑀𝑀5 = 𝑀𝑀2 et Tr (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  𝑀

2) Soit 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑛𝑛(ℂ) telle que 𝑀𝑀3 +𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀𝑛𝑛.
a) Que peut-on dire de 𝑀𝑀?
b) On suppose de plus que Sp(𝑀𝑀𝑀 𝑀 𝑀. Que dire de 𝑀𝑀?

⋆⋆Exercice 35
Soit 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛 non nulle.
On considère un endomorphisme 𝑢𝑢 de 𝐸𝐸 tel que 𝑢𝑢2 soit diagonalisable.
1) L’endomorphisme 𝑢𝑢 est-il toujours diagonalisable?
2) Montrer que, si 𝑢𝑢 diagonalisable, alors Ker(𝑢𝑢𝑢𝑢  Ker(𝑢𝑢2).

⋆⋆Exercice 36
Soit 𝑓𝑓 un endomorphisme d’un ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 de dimension finie.
Existe-t-il toujours une droite ou un plan de 𝐸𝐸 stable par 𝑓𝑓?

30

Corrections

⋆⋆Exercice 37
On considère un entier 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et le ℝ-espace vectoriel 𝐸𝐸 𝐸 𝐸𝑛𝑛 muni de sa base canonique
ℬ = (𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑛𝑛).
Soient trois nombres réels non nuls 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑐𝑐 et l’endomorphisme 𝑓𝑓 de 𝐸𝐸 représenté sur la
base ℬ par la matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝑛𝑛(ℝ) définie par :

𝐴𝐴 𝐴
⎛
⎜

⎝

0 0 𝑐𝑐

0 0 𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 

⎞
⎟

⎠

.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 et 𝑐𝑐 pour que l’endomor-
phisme 𝑓𝑓 soit diagonalisable.

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) On commence par déterminer le polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐴𝐴𝐴𝐴  �
𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= 𝑋𝑋 �
1 0 −1
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= 𝑋𝑋 �
1 0 0
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋
0 −1 𝑋𝑋

�

= 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 �=  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2 − 1) = 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋 √2��𝑋𝑋 𝑋 √2�

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿3

𝐶𝐶3 ← 𝐶𝐶3 + 𝐶𝐶1

On en déduit que le spectre de 𝐴𝐴 est : Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴  �0,−√2, √2�.
Sous-espaces propres :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸0 ⇔ �

−𝑏𝑏𝑏𝑏 
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  
−𝑏𝑏𝑏𝑏 

⇔ � 𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

De même, on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸±√2 ⇔ �

±√2𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎
−𝑎𝑎 𝑎 𝑎√2𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  
−𝑏𝑏 𝑏𝑏 √2𝑐𝑐 𝑐𝑐

⇔ � 𝑏𝑏 𝑏𝑏 √2𝑎𝑎
𝑏𝑏 𝑏𝑏 √2𝑐𝑐

On trouve ainsi :

𝐸𝐸0 = Vect�
1
0
−1

� , 𝐸𝐸√2 = Vect�
1
√2
1
� , 𝐸𝐸−√2 = Vect�

1
−√2

1
� .

2) On en déduit immédiatement que :

matℬ′(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓−1𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  �
000 
0 √2 0
00−  √2

� pour 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  ℬ→ℬ′ = �
1 1 1
0 √2 −√2
−1 1 1

� .

Exercice 2

1) • On commence par déterminer le polynôme caractéristique de 𝐴𝐴 :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐴𝐴𝐴𝐴  �
𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋
1 −2 𝑋𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋   𝑋𝑋 𝑋𝑋
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋
1 −2 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 0 1
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋
1 −2 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 00
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −2 𝑋𝑋 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿3

𝐶𝐶3 ← 𝐶𝐶3 − 𝐶𝐶1

On en déduit que le spectre de 𝐴𝐴 est : Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴.
Sous-espaces propres de 𝐴𝐴 :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸1 ⇔ �

−𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎
−2𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎

⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎𝑎𝑎

De même, on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸−3 ⇔ �

−5𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎
−2𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎

⇔ � 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏𝑏
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ce qui nous donne :

𝐸𝐸1 = Vect��
2
1
0
� ,�

−1
0
1
�� , 𝐸𝐸−3 = Vect�

1
2
−1

� .

• On trouve pour 𝐵𝐵 :

𝜒𝜒𝐵𝐵 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐵𝐵𝐵 𝐵 �
𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋  𝑋 𝑋𝑋  𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 0 −1
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 0 0
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿3

𝐶𝐶3 ← 𝐶𝐶3 + 𝐶𝐶1

On en déduit que le spectre de 𝐵𝐵 est : Sp(𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵.
Sous-espaces propres de 𝐵𝐵 :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸1 ⇔ �

𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    

⇔ � 𝑏𝑏 𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  ,

puis :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �

2𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  

⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  

ce qui nous donne :

𝐸𝐸1 = Vect�
1
0
1
� , 𝐸𝐸2 = Vect�

1
1
1
� .

2) On en déduit que 𝐴𝐴 est diagonalisable :

𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  �
1 0 0
0 1 0
00  −3

� pour 𝑃𝑃 𝑃 �
2 −1 1
1 0 2
0 1 −1

� ,

et que 𝐵𝐵 n’est pas diagonalisable puisque la valeur propre double (𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆  a un sous-
espace propre de dimension égale à 1 (au lieu de 2).
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

De même, on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸±√2 ⇔ �

±√2𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎
−𝑎𝑎 𝑎 𝑎√2𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  
−𝑏𝑏 𝑏𝑏 √2𝑐𝑐 𝑐𝑐

⇔ � 𝑏𝑏 𝑏𝑏 √2𝑎𝑎
𝑏𝑏 𝑏𝑏 √2𝑐𝑐

On trouve ainsi :

𝐸𝐸0 = Vect�
1
0
−1

� , 𝐸𝐸√2 = Vect�
1
√2
1
� , 𝐸𝐸−√2 = Vect�

1
−√2

1
� .

2) On en déduit immédiatement que :

matℬ′(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓−1𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  �
000 
0 √2 0
00−  √2

� pour 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  ℬ→ℬ′ = �
1 1 1
0 √2 −√2
−1 1 1

� .

Exercice 2

1) • On commence par déterminer le polynôme caractéristique de 𝐴𝐴 :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐴𝐴𝐴𝐴  �
𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋
1 −2 𝑋𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋   𝑋𝑋 𝑋𝑋
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋
1 −2 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 0 1
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋
1 −2 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 00
−2 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −2 𝑋𝑋 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿3

𝐶𝐶3 ← 𝐶𝐶3 − 𝐶𝐶1

On en déduit que le spectre de 𝐴𝐴 est : Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴.
Sous-espaces propres de 𝐴𝐴 :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸1 ⇔ �

−𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎
−2𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎

⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎𝑎𝑎

De même, on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸−3 ⇔ �

−5𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎
−2𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎

⇔ � 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏𝑏
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ce qui nous donne :

𝐸𝐸1 = Vect��
2
1
0
� ,�

−1
0
1
�� , 𝐸𝐸−3 = Vect�

1
2
−1

� .

• On trouve pour 𝐵𝐵 :

𝜒𝜒𝐵𝐵 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐵𝐵𝐵 𝐵 �
𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋  𝑋 𝑋𝑋  𝑋𝑋
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 0 −1
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋  �
1 0 0
−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋
1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿3

𝐶𝐶3 ← 𝐶𝐶3 + 𝐶𝐶1

On en déduit que le spectre de 𝐵𝐵 est : Sp(𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵.
Sous-espaces propres de 𝐵𝐵 :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸1 ⇔ �

𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    

⇔ � 𝑏𝑏 𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  ,

puis :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �

2𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  

⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  

ce qui nous donne :

𝐸𝐸1 = Vect�
1
0
1
� , 𝐸𝐸2 = Vect�

1
1
1
� .

2) On en déduit que 𝐴𝐴 est diagonalisable :

𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  �
1 0 0
0 1 0
00  −3

� pour 𝑃𝑃 𝑃 �
2 −1 1
1 0 2
0 1 −1

� ,

et que 𝐵𝐵 n’est pas diagonalisable puisque la valeur propre double (𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆  a un sous-
espace propre de dimension égale à 1 (au lieu de 2).
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

Exercice 3

1) Si 𝑃𝑃 𝑃
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘, alors 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝛼𝛼
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑋𝑋𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑋𝑋𝑘𝑘.
On a alors, pour 𝑃𝑃 𝑃 𝑃 :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

(𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑋𝑋𝑘𝑘 =𝜆𝜆𝜆𝜆 𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘,

ce qui implique, puisque 𝛼𝛼 𝛼𝛼  et que deux polynômes sont égaux si, et seulement si,
leurs coefficients sont égaux, que l’on a :

𝜆𝜆𝜆  𝜆 et ∀𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =0 .

On en déduit ainsi que la seule valeur propre est 𝜆𝜆𝜆  𝜆 et que 𝐸𝐸1 = Vect �𝑋𝑋0�.
2) Si 𝜆𝜆𝜆  Sp(𝑓𝑓𝑓, alors il existe un polynôme 𝑃𝑃 non nul tel que 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   𝑓𝑓𝑓𝑓, ce qui est

impossible puisque l’on aboutit à une égalité entre deux polynômes de degrés différents.
On a donc ici Sp(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

3) Si on note ℬ =(1,  𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋2) la base canonique de ℝ2[𝑋𝑋𝑋, alors on a :

matℬ(𝑓𝑓𝑓 𝑓 �
100 
000 
00  −1

� donc 𝜒𝜒𝑓𝑓 = 𝑋𝑋 (𝑋𝑋 𝑋𝑋 )( 𝑋𝑋 𝑋 𝑋) .

Exercice 4

1) Déterminons le polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝑓𝑓 =( −1)4 ��

𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎 𝑎
0 𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏𝑏   𝑏
12  𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 
000   𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑

�� =( 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐  �
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎
0 𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏  𝑏
00  𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑

�

=( 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      

Donc 𝑓𝑓 admet quatre racines simples distinctes, donc il est diagonalisable.
2) Comme 𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏  est la seule valeur propre multiple et que son ordre de multiplicité est égal

à 2, 𝑓𝑓 sera diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace propre𝐸𝐸𝑏𝑏 est de dimension 2.
Comme la dimension de 𝐸𝐸 est 4, le théorème du rang donne : dim(𝐸𝐸𝑏𝑏)=  4− rg(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴4).
Ainsi, 𝑓𝑓 diagonalisable si, et seulement si, rg(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴4)=2  .

Or 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴4 = �

𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎 𝑎
0002  
1203  
000   𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑

�, donc rg(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴4)=2   si, et seulement si, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  3
2

car 𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑    implique que la colonne 𝐶𝐶4 est non colinéaire aux colonnes 𝐶𝐶1 et 𝐶𝐶2.
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Exercice 5

1) La matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴3 = �
𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎
1 𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎
000 

� est de rang 𝑝𝑝 𝑝 𝑝 pour tout 𝑎𝑎 réel, donc −1 est

valeur propre de l’endomorphisme 𝑓𝑓, quel que soit 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

2) a) La matrice 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴3 = �
110 
110 
000 

� est de rang 1, donc dim(𝐸𝐸−1) = 3−1 = 2, d’après le

théorème du rang.
b) Comme −1 est au moins valeur propre double d’après la question précédente, alors

on a Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴       𝐴 𝐴𝐴𝐴, avec 𝜆𝜆 valeur propre de 𝑓𝑓 (éventuellement égale à
−1), ce qui donne 𝜆𝜆𝜆𝜆  .
On obtient alors 𝜒𝜒𝑓𝑓 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 .

c) Le sous-espace propre associé à la valeur propre double est bien de dimension 2, donc
𝑓𝑓 est diagonalisable, et comme 0 n’est pas valeur propre, 𝑓𝑓 est également inversible.

Exercice 6

1) La matrice 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴3 = �
−1 −11
11  −1
11  𝛼𝛼 𝛼𝛼

� n’est pas inversible (puisque ses deux pre-

mières colonnes sont égales), donc 2 est bien valeur propre de 𝑓𝑓.
2) Cherchons les valeurs propres de 𝐴𝐴 :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐴𝐴𝐴𝐴  �
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 �
−1 −10
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋�
−100 
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−10  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿2

𝐶𝐶2 ← 𝐶𝐶2 − 𝐶𝐶1

On développe alors par rapport à la deuxième colonne et on trouve :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2�
−10
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 � = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

Exercice 3

1) Si 𝑃𝑃 𝑃
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘, alors 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝛼𝛼
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑋𝑋𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑋𝑋𝑘𝑘.
On a alors, pour 𝑃𝑃 𝑃 𝑃 :

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓𝑓𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

(𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑋𝑋𝑘𝑘 =𝜆𝜆𝜆𝜆 𝑛𝑛 +
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑘𝑘𝑋𝑋𝑘𝑘,

ce qui implique, puisque 𝛼𝛼 𝛼𝛼  et que deux polynômes sont égaux si, et seulement si,
leurs coefficients sont égaux, que l’on a :

𝜆𝜆𝜆  𝜆 et ∀𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =0 .

On en déduit ainsi que la seule valeur propre est 𝜆𝜆𝜆  𝜆 et que 𝐸𝐸1 = Vect �𝑋𝑋0�.
2) Si 𝜆𝜆𝜆  Sp(𝑓𝑓𝑓, alors il existe un polynôme 𝑃𝑃 non nul tel que 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓   𝑓𝑓𝑓𝑓, ce qui est

impossible puisque l’on aboutit à une égalité entre deux polynômes de degrés différents.
On a donc ici Sp(𝑓𝑓𝑓 𝑓 𝑓.

3) Si on note ℬ =(1,  𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋2) la base canonique de ℝ2[𝑋𝑋𝑋, alors on a :

matℬ(𝑓𝑓𝑓 𝑓 �
100 
000 
00  −1

� donc 𝜒𝜒𝑓𝑓 = 𝑋𝑋 (𝑋𝑋 𝑋𝑋 )( 𝑋𝑋 𝑋 𝑋) .

Exercice 4

1) Déterminons le polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝑓𝑓 =( −1)4 ��

𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎 𝑎
0 𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏𝑏   𝑏
12  𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 
000   𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑

�� =( 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐  �
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎
0 𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏  𝑏
00  𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑

�

=( 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      

Donc 𝑓𝑓 admet quatre racines simples distinctes, donc il est diagonalisable.
2) Comme 𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑏  est la seule valeur propre multiple et que son ordre de multiplicité est égal

à 2, 𝑓𝑓 sera diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace propre𝐸𝐸𝑏𝑏 est de dimension 2.
Comme la dimension de 𝐸𝐸 est 4, le théorème du rang donne : dim(𝐸𝐸𝑏𝑏)=  4− rg(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴4).
Ainsi, 𝑓𝑓 diagonalisable si, et seulement si, rg(𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴4)=2  .

Or 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴4 = �

𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎 𝑎
0002  
1203  
000   𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑

�, donc rg(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴4)=2   si, et seulement si, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  3
2

car 𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑    implique que la colonne 𝐶𝐶4 est non colinéaire aux colonnes 𝐶𝐶1 et 𝐶𝐶2.
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Exercice 5

1) La matrice 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴3 = �
𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎
1 𝑎𝑎 𝑎 𝑎 𝑎
000 

� est de rang 𝑝𝑝 𝑝 𝑝 pour tout 𝑎𝑎 réel, donc −1 est

valeur propre de l’endomorphisme 𝑓𝑓, quel que soit 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

2) a) La matrice 𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴3 = �
110 
110 
000 

� est de rang 1, donc dim(𝐸𝐸−1) = 3−1 = 2, d’après le

théorème du rang.
b) Comme −1 est au moins valeur propre double d’après la question précédente, alors

on a Tr (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴       𝐴 𝐴𝐴𝐴, avec 𝜆𝜆 valeur propre de 𝑓𝑓 (éventuellement égale à
−1), ce qui donne 𝜆𝜆𝜆𝜆  .
On obtient alors 𝜒𝜒𝑓𝑓 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 .

c) Le sous-espace propre associé à la valeur propre double est bien de dimension 2, donc
𝑓𝑓 est diagonalisable, et comme 0 n’est pas valeur propre, 𝑓𝑓 est également inversible.

Exercice 6

1) La matrice 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴3 = �
−1 −11
11  −1
11  𝛼𝛼 𝛼𝛼

� n’est pas inversible (puisque ses deux pre-

mières colonnes sont égales), donc 2 est bien valeur propre de 𝑓𝑓.
2) Cherchons les valeurs propres de 𝐴𝐴 :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = det(𝑋𝑋𝑋𝑋3 − 𝐴𝐴𝐴𝐴  �
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

= �
𝑋𝑋 𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 �
−1 −10
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−1 −1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋�
−100 
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 
−10  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿2

𝐶𝐶2 ← 𝐶𝐶2 − 𝐶𝐶1

On développe alors par rapport à la deuxième colonne et on trouve :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2�
−10
−1 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 � = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 2(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

On en conclut que si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, alors 𝐴𝐴 admet 𝜆𝜆 𝜆𝜆  pour unique valeur propre (de multipli-
cité 3) et que si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, alors il y a deux valeurs propres : 2 (de multiplicité 2) et 𝛼𝛼 (valeur
propre simple).

• Supposons 𝛼𝛼 𝛼 𝛼 .
On a donc ici : 𝑓𝑓 diagonalisable si, et seulement si, dim(𝐸𝐸2) =2 .
Or on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �

−1 −1 1
1 1 −1
1 1 𝛼𝛼 𝛼 𝛼

��
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� = 0

⇔ �
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   

⇔ � 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

⇔ � 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  
(𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼    𝛼 𝛼

Donc, si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, dim(𝐸𝐸2) = 1 (donc 𝑓𝑓 non diagonalisable), et si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, dim(𝐸𝐸2) =2
(donc 𝑓𝑓 est diagonalisable).

• Supposons 𝛼𝛼 𝛼 𝛼.
On a cette fois-ci : 𝑓𝑓 diagonalisable si, et seulement si, dim(𝐸𝐸2) = 3.
Or on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �

−1 −1 1
1 1 −1
1 1 0

��
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� = 0 ⇔ �

−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 

⇔ � 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑐𝑐 𝑐𝑐  .

Donc dim(𝐸𝐸2) = 1, donc 𝑓𝑓 n’est pas diagonalisable.
Conclusion :

𝑓𝑓 diagonalisable ⇔ 𝛼𝛼 𝛼 𝛼.

3) Un calcul rapide nous donne (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴3)3 = 0 (ce que l’on obtenait directement en utilisant
le théorème de Cayley-Hamilton) et (𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴3)2 ≠ 0, donc 𝐴𝐴 est nilpotente d’ordre 3.

Exercice 7
Commençons par remarquer que, si 𝑛𝑛 𝑛𝑛 , alors la matrice 𝑀𝑀 est diagonale.
Supposons maintenant que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et notons 𝜒𝜒𝑀𝑀 le polynôme caractéristique de 𝑀𝑀.
On obtient alors :
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𝜒𝜒𝑀𝑀 = det (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑛𝑛 − 𝑀𝑀)

=

�

�

𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋

−1

−1

−1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

�

=

�

�

𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋

−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋

−1

−1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

�

1 1

−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋

−1

−1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋��

1 1
0 𝑋𝑋 𝑋𝑋

0
0 0 𝑋𝑋

�
�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛.

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿2 +⋯+ 𝐿𝐿𝑛𝑛

𝐿𝐿𝑖𝑖 ← 𝐿𝐿𝑖𝑖 − 𝐿𝐿1, pour 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖

On a donc une valeur propre simple (𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆  𝜆 𝜆𝜆 et une valeur propre de multiplicité 𝑛𝑛𝑛𝑛 
(𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆 .

Or 𝑋𝑋 𝑋 �
𝑥𝑥1
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛
� ∈ 𝐸𝐸0 = Ker(𝑀𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀1 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0, donc 𝐸𝐸0 est un hyperplan de ℝ𝑛𝑛, c’est

donc un espace vectoriel de dimension (𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  . Donc 𝑀𝑀 est diagonalisable puisque l’autre
valeur propre est simple.

Exercice 8

La matrice 𝑀𝑀 étant triangulaire, on obtient immédiatement que ses valeurs propres sont 1
et 2, et que leur ordre de multiplicité est 2.
• Méthode 1 : il faut et il suffit que les sous-espaces propres 𝐸𝐸1 et 𝐸𝐸2 soient de dimension

égale à la multiplicité des valeurs propres, donc à 2.

37

Chapitre 2

36



2 ♦ Réduction des endomorphismes

On en conclut que si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, alors 𝐴𝐴 admet 𝜆𝜆 𝜆𝜆  pour unique valeur propre (de multipli-
cité 3) et que si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, alors il y a deux valeurs propres : 2 (de multiplicité 2) et 𝛼𝛼 (valeur
propre simple).

• Supposons 𝛼𝛼 𝛼 𝛼 .
On a donc ici : 𝑓𝑓 diagonalisable si, et seulement si, dim(𝐸𝐸2) =2 .
Or on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �

−1 −1 1
1 1 −1
1 1 𝛼𝛼 𝛼 𝛼

��
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� = 0

⇔ �
−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   

⇔ � 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

⇔ � 𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  
(𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼    𝛼 𝛼

Donc, si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, dim(𝐸𝐸2) = 1 (donc 𝑓𝑓 non diagonalisable), et si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, dim(𝐸𝐸2) =2
(donc 𝑓𝑓 est diagonalisable).

• Supposons 𝛼𝛼 𝛼 𝛼.
On a cette fois-ci : 𝑓𝑓 diagonalisable si, et seulement si, dim(𝐸𝐸2) = 3.
Or on a :

𝑋𝑋 𝑋 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �

−1 −1 1
1 1 −1
1 1 0

��
𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
� = 0 ⇔ �

−𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   
𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 

⇔ � 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 
𝑐𝑐 𝑐𝑐  .

Donc dim(𝐸𝐸2) = 1, donc 𝑓𝑓 n’est pas diagonalisable.
Conclusion :

𝑓𝑓 diagonalisable ⇔ 𝛼𝛼 𝛼 𝛼.

3) Un calcul rapide nous donne (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴3)3 = 0 (ce que l’on obtenait directement en utilisant
le théorème de Cayley-Hamilton) et (𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴3)2 ≠ 0, donc 𝐴𝐴 est nilpotente d’ordre 3.

Exercice 7
Commençons par remarquer que, si 𝑛𝑛 𝑛𝑛 , alors la matrice 𝑀𝑀 est diagonale.
Supposons maintenant que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et notons 𝜒𝜒𝑀𝑀 le polynôme caractéristique de 𝑀𝑀.
On obtient alors :
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𝜒𝜒𝑀𝑀 = det (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑛𝑛 − 𝑀𝑀)

=

�

�

𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋

−1

−1

−1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

�

=

�

�

𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋

−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋

−1

−1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋

�

�

1 1

−1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋

−1

−1 −1 𝑋𝑋 𝑋 𝑋

�

�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋��

1 1
0 𝑋𝑋 𝑋𝑋

0
0 0 𝑋𝑋

�
�

= (𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛.

𝐿𝐿1 ← 𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿2 +⋯+ 𝐿𝐿𝑛𝑛

𝐿𝐿𝑖𝑖 ← 𝐿𝐿𝑖𝑖 − 𝐿𝐿1, pour 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖

On a donc une valeur propre simple (𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆  𝜆 𝜆𝜆 et une valeur propre de multiplicité 𝑛𝑛𝑛𝑛 
(𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆 .

Or 𝑋𝑋 𝑋 �
𝑥𝑥1
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛
� ∈ 𝐸𝐸0 = Ker(𝑀𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀1 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0, donc 𝐸𝐸0 est un hyperplan de ℝ𝑛𝑛, c’est

donc un espace vectoriel de dimension (𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  . Donc 𝑀𝑀 est diagonalisable puisque l’autre
valeur propre est simple.

Exercice 8

La matrice 𝑀𝑀 étant triangulaire, on obtient immédiatement que ses valeurs propres sont 1
et 2, et que leur ordre de multiplicité est 2.
• Méthode 1 : il faut et il suffit que les sous-espaces propres 𝐸𝐸1 et 𝐸𝐸2 soient de dimension

égale à la multiplicité des valeurs propres, donc à 2.

37

CO
RR

EC
TI

O
N

S

Réduction des endomorphismes

37



2 ♦ Réduction des endomorphismes

𝑋𝑋 𝑋 �

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
𝑡𝑡

� ∈ 𝐸𝐸1 ⇔
⎧

⎨
⎩

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑡𝑡 𝑡𝑡

⇔ � 𝑧𝑧 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎 . Donc dim(𝐸𝐸1) = 2 ⇔ 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

𝑋𝑋 𝑋 𝑋

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
𝑡𝑡

� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �
−𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥      

−𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦    
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 

. Donc dim(𝐸𝐸2) = 2 ⇔ 𝑓𝑓𝑓𝑓  .

Conclusion : 𝑀𝑀 diagonalisable ⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎.
• Méthode 2 : il faut et il suffit que l’endomorphisme 𝑢𝑢 tel que𝑀𝑀 𝑀 matℬ(𝑢𝑢𝑢 (pour ℬ base
canonique deℝ4) annule un polynôme scindé à racines simples.
Comme le polynôme caractéristique𝜒𝜒𝑀𝑀 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2 vérifie𝜒𝜒𝑀𝑀(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , la condition
nécessaire et suffisante recherchée est donc (𝑢𝑢 𝑢 Id) ∘ (𝑢𝑢 𝑢𝑢 Id) =0 , ce qui se traduit
matriciellement par :

(𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀4)(𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀4) = �

0 −𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎
000   𝑑𝑑𝑑𝑑
000𝑓𝑓  
0000  

� =0 4,

donc on obtient immédiatement :

𝑀𝑀 diagonalisable ⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎𝑎

Exercice 9

1) Commençons par déterminer les valeurs propres de 𝐴𝐴 :

det (𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴3) =1  − 𝜆𝜆3 = (1 − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆2 − 𝜆𝜆𝜆𝜆

où 𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  2𝑖𝑖
𝜋𝜋
3 et 𝚥𝚥2 = 𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  −2𝑖𝑖

𝜋𝜋
3 .

On obtient alors Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴  �1,𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  2�, puis :

�
𝐸𝐸1 = Vect�(1,1,1  )� = Vect (𝑎𝑎1)
𝐸𝐸𝚥𝚥 = Vect�(1,𝚥𝚥 2,𝚥𝚥𝚥 � = Vect (𝑎𝑎2)
𝐸𝐸𝚥𝚥2 = Vect�(1,𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  2)� = Vect (𝑎𝑎3)

.

Les valeurs propres étant toutes simples, on obtient :

ℂ3 = �
𝜆𝜆𝜆Sp(𝐴𝐴𝐴

𝐸𝐸𝜆𝜆

ce qui implique que 𝐴𝐴 est diagonalisable.
2) • Remarquons tout d’abord que :

𝐴𝐴2 = �
010 
001 
100 

� = 𝐴𝐴𝑇𝑇 ⇒ Sp �𝐴𝐴2� = Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴
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• D’autre part, on a :

�
𝐴𝐴2 (𝑎𝑎1) = 𝐴𝐴 (𝑎𝑎1) = 𝑎𝑎1
𝐴𝐴2 (𝑎𝑎2) = 𝐴𝐴 (𝚥𝚥𝚥𝚥2) = 𝚥𝚥2𝑎𝑎2
𝐴𝐴2 (𝑎𝑎3) = 𝐴𝐴�𝚥𝚥2𝑎𝑎3� = 𝚥𝚥𝚥𝚥3

,

donc, si on note les sous-espace propres de 𝐴𝐴2 avec des 𝐸𝐸′, alors on obtient :
𝐸𝐸′1 = Vect (𝑎𝑎1) , 𝐸𝐸′𝚥𝚥2 = Vect (𝑎𝑎2) , 𝐸𝐸′𝚥𝚥 = Vect (𝑎𝑎3) .

3) On remarque que 𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵3 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽  𝛽𝛽𝛽𝛽2, ce qui implique :

�
𝐵𝐵 (𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽1 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = (𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼    𝛼𝛼𝛼1
𝐵𝐵 (𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽2𝑎𝑎2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾2 = (𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾2
𝐵𝐵 (𝑎𝑎3) = 𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽3 + 𝛾𝛾𝛾𝛾2𝑎𝑎3 = (𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼    2)𝑎𝑎3

.

On obtient alors :

Sp(𝐵𝐵𝐵𝐵  𝐵𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵    𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾     2� .

Exercice 10
1) • L’application 𝑢𝑢 est bien linéaire puisque l’opérateur de dérivation l’est également.

• Montrons alors que 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃. Soit 𝑑𝑑 le degré d’un polynôme 𝑃𝑃, alors on a :
deg(𝑃𝑃′) = 𝑑𝑑𝑑𝑑 et deg(𝑃𝑃″) = 𝑑𝑑𝑑𝑑, donc deg�(𝑋𝑋2−1)𝑃𝑃″� = 𝑑𝑑 et deg�(2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋′� = 𝑑𝑑,
donc deg�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢� ⩽ 𝑑𝑑, ce qui implique que : 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃.

Conclusion : 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   et 𝑢𝑢 linéaire, donc 𝑢𝑢 est bien un endomorphisme de 𝐸𝐸.
2) Soit ℬ = (1, 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛) la base canonique de 𝐸𝐸.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  𝑢, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢     et, pour tout entier 𝑘𝑘 𝑘 𝑘, on a :

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘) = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 2 −1) 𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘

= −𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘   𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘,

donc :

matℬ(𝑢𝑢𝑢𝑢

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

01−20    0

022−   6

00  6
0

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛
0 0 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

.

Cette matrice étant triangulaire, on en conclut immédiatement que l’on a :

Sp(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0, 2, 6, … , 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 �

et donc que 𝑢𝑢 admet 𝑛𝑛 𝑛𝑛  valeurs propres distinctes.
Or dim(𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸    , donc 𝑢𝑢 est diagonalisable.

39

Chapitre 2

38



2 ♦ Réduction des endomorphismes

𝑋𝑋 𝑋 �

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
𝑡𝑡

� ∈ 𝐸𝐸1 ⇔
⎧

⎨
⎩

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 

𝑡𝑡 𝑡𝑡

⇔ � 𝑧𝑧 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎 . Donc dim(𝐸𝐸1) = 2 ⇔ 𝑎𝑎 𝑎 𝑎.

𝑋𝑋 𝑋 𝑋

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
𝑡𝑡

� ∈ 𝐸𝐸2 ⇔ �
−𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥      

−𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦    
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 

. Donc dim(𝐸𝐸2) = 2 ⇔ 𝑓𝑓𝑓𝑓  .

Conclusion : 𝑀𝑀 diagonalisable ⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎.
• Méthode 2 : il faut et il suffit que l’endomorphisme 𝑢𝑢 tel que𝑀𝑀 𝑀 matℬ(𝑢𝑢𝑢 (pour ℬ base
canonique deℝ4) annule un polynôme scindé à racines simples.
Comme le polynôme caractéristique𝜒𝜒𝑀𝑀 = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2 vérifie𝜒𝜒𝑀𝑀(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  , la condition
nécessaire et suffisante recherchée est donc (𝑢𝑢 𝑢 Id) ∘ (𝑢𝑢 𝑢𝑢 Id) =0 , ce qui se traduit
matriciellement par :

(𝑀𝑀 𝑀 𝑀𝑀4)(𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀4) = �

0 −𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎
000   𝑑𝑑𝑑𝑑
000𝑓𝑓  
0000  

� =0 4,

donc on obtient immédiatement :

𝑀𝑀 diagonalisable ⇔ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑎𝑎

Exercice 9

1) Commençons par déterminer les valeurs propres de 𝐴𝐴 :

det (𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴3) =1  − 𝜆𝜆3 = (1 − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜆𝜆2 − 𝜆𝜆𝜆𝜆

où 𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  2𝑖𝑖
𝜋𝜋
3 et 𝚥𝚥2 = 𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  −2𝑖𝑖

𝜋𝜋
3 .

On obtient alors Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴  �1,𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  2�, puis :

�
𝐸𝐸1 = Vect�(1,1,1  )� = Vect (𝑎𝑎1)
𝐸𝐸𝚥𝚥 = Vect�(1,𝚥𝚥 2,𝚥𝚥𝚥 � = Vect (𝑎𝑎2)
𝐸𝐸𝚥𝚥2 = Vect�(1,𝚥𝚥𝚥𝚥𝚥  2)� = Vect (𝑎𝑎3)

.

Les valeurs propres étant toutes simples, on obtient :

ℂ3 = �
𝜆𝜆𝜆Sp(𝐴𝐴𝐴

𝐸𝐸𝜆𝜆

ce qui implique que 𝐴𝐴 est diagonalisable.
2) • Remarquons tout d’abord que :

𝐴𝐴2 = �
010 
001 
100 

� = 𝐴𝐴𝑇𝑇 ⇒ Sp �𝐴𝐴2� = Sp(𝐴𝐴𝐴𝐴
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• D’autre part, on a :

�
𝐴𝐴2 (𝑎𝑎1) = 𝐴𝐴 (𝑎𝑎1) = 𝑎𝑎1
𝐴𝐴2 (𝑎𝑎2) = 𝐴𝐴 (𝚥𝚥𝚥𝚥2) = 𝚥𝚥2𝑎𝑎2
𝐴𝐴2 (𝑎𝑎3) = 𝐴𝐴�𝚥𝚥2𝑎𝑎3� = 𝚥𝚥𝚥𝚥3

,

donc, si on note les sous-espace propres de 𝐴𝐴2 avec des 𝐸𝐸′, alors on obtient :
𝐸𝐸′1 = Vect (𝑎𝑎1) , 𝐸𝐸′𝚥𝚥2 = Vect (𝑎𝑎2) , 𝐸𝐸′𝚥𝚥 = Vect (𝑎𝑎3) .

3) On remarque que 𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵3 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽  𝛽𝛽𝛽𝛽2, ce qui implique :

�
𝐵𝐵 (𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽1 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = (𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼    𝛼𝛼𝛼1
𝐵𝐵 (𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽2𝑎𝑎2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾2 = (𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾2
𝐵𝐵 (𝑎𝑎3) = 𝛼𝛼𝛼𝛼3 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽3 + 𝛾𝛾𝛾𝛾2𝑎𝑎3 = (𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼    2)𝑎𝑎3

.

On obtient alors :

Sp(𝐵𝐵𝐵𝐵  𝐵𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵    𝐵𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 2 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾     2� .

Exercice 10
1) • L’application 𝑢𝑢 est bien linéaire puisque l’opérateur de dérivation l’est également.

• Montrons alors que 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃. Soit 𝑑𝑑 le degré d’un polynôme 𝑃𝑃, alors on a :
deg(𝑃𝑃′) = 𝑑𝑑𝑑𝑑 et deg(𝑃𝑃″) = 𝑑𝑑𝑑𝑑, donc deg�(𝑋𝑋2−1)𝑃𝑃″� = 𝑑𝑑 et deg�(2𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋′� = 𝑑𝑑,
donc deg�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢� ⩽ 𝑑𝑑, ce qui implique que : 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃.

Conclusion : 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   et 𝑢𝑢 linéaire, donc 𝑢𝑢 est bien un endomorphisme de 𝐸𝐸.
2) Soit ℬ = (1, 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛) la base canonique de 𝐸𝐸.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  𝑢, 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢     et, pour tout entier 𝑘𝑘 𝑘 𝑘, on a :

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘) = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 2 −1) 𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘

= −𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘   𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘,

donc :

matℬ(𝑢𝑢𝑢𝑢

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

01−20    0

022−   6

00  6
0

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛
0 0 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

.

Cette matrice étant triangulaire, on en conclut immédiatement que l’on a :

Sp(𝑢𝑢𝑢𝑢  �0, 2, 6, … , 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛 �

et donc que 𝑢𝑢 admet 𝑛𝑛 𝑛𝑛  valeurs propres distinctes.
Or dim(𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸    , donc 𝑢𝑢 est diagonalisable.
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

Exercice 11

1) Déterminons le polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝐴𝐴𝛼𝛼 = (−1)3 det(𝐴𝐴𝛼𝛼 −𝑋𝑋𝑋𝑋3) = − �
3 − 𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼

−𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼  𝛼𝛼
5 −5 −2 − 𝑋𝑋

� = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋2(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋

Le polynôme caractéristique est donc indédendant de 𝛼𝛼 et les valeurs propres sont 3
(valeur propre simple) et −2 (valeur propre double).
La matrice 𝐴𝐴𝛼𝛼 est donc diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace propre 𝐸𝐸−2 est
de dimension 2.
Or, si 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋−2, alors :

�
(5 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
5𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   

⇔ �
(5 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

⇔ � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   .

Donc 𝐸𝐸−2 est de dimension 2 si, et seulement si, 𝛼𝛼 𝛼 𝛼.

2) Si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, on obtient alors 𝐸𝐸−2 = Vect(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2), pour 𝑒𝑒1 = �
1
1
0
� et 𝑒𝑒2 = �

0
0
1
�.

On trouve de même 𝐸𝐸3 = Vect(𝑒𝑒3), pour 𝑒𝑒3 = �
1
0
1
�.

Cela donne alors :

𝑃𝑃−1𝐴𝐴0𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃 𝑃 �
−200 
0 −20
00  3

�, pour 𝑃𝑃 𝑃 �
1 0 1
1 00
0 1 1

� et 𝑃𝑃−1 = �
0 1 0
−1 1 1
1 −1 0

�.

On trouve ainsi :

(𝐴𝐴0)𝑛𝑛 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑃𝑃−1 = �
3𝑛𝑛 (−2)𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛 0
0 (−2)𝑛𝑛 0

−(−2)𝑛𝑛 + 3𝑛𝑛 (−2)𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛 (−2)𝑛𝑛
� .

Exercice 12
On trouve 𝜒𝜒𝐴𝐴(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2 +𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋, et comme le polynôme 𝑋𝑋2 +𝑋𝑋𝑋𝑋 n’est pas scindé
sur ℝ, la matrice 𝐴𝐴 n’est pas diagonalisable dans ℝ, mais 𝜒𝜒𝐴𝐴(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋 𝚥𝚥𝚥
étant scindé à racines simples sur ℂ, la matrice 𝐴𝐴 est diagonalisable dans ℂ.
On en déduit alors qu’il existe une matrice inversible 𝑃𝑃 telle que :

𝑃𝑃−1 × 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷      �
1 00
0𝚥𝚥𝚥 
00  𝚥𝚥

� = �
1 00
0𝚥𝚥𝚥 
00𝚥𝚥  2

� ,
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Corrections

pour 𝚥𝚥 𝚥 𝚥𝚥2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 qui vérifie 𝚥𝚥2 =𝑒𝑒 4𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝑒𝑒 −2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝚥𝚥, et 𝚥𝚥3 =𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1.

On a alors 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴−1, ce qui nous donne 𝐴𝐴𝑛𝑛 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑛𝑛 ×𝑃𝑃−1 où𝐷𝐷𝑛𝑛 = �
1 0 0
0 𝚥𝚥𝑛𝑛 0
0 0 𝚥𝚥2𝑛𝑛

� .

On vérifie alors facilement que :

• 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐷𝐷 3𝑝𝑝 = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� = 𝐼𝐼3 ;

• 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐷𝐷 3𝑝𝑝 ×𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷     �
1 0 0
0 𝚥𝚥 𝚥
0 0 𝚥𝚥2

� ;

• 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐷𝐷 3𝑝𝑝 ×𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷     �
1 0 0
0 𝚥𝚥 𝚥
0 0 𝚥𝚥2

� .

Conclusion :
• si 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛, 𝐴𝐴3𝑝𝑝 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   3𝑝𝑝 ×𝑃𝑃 −1 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   3 ×𝑃𝑃 −1 = I3 ;
• si 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝐴𝐴3𝑝𝑝𝑝𝑝 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   3𝑝𝑝𝑝𝑝 ×𝑃𝑃 −1 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃     −1 = 𝐴𝐴 ;

• si 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝐴𝐴3𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝐴𝐴3𝑝𝑝𝑝𝑝 × 𝐴𝐴1 = 𝐴𝐴2 = �
0 0 1
1 0 0
0 1 0

� .

Remarque
On n’a pas eu ici besoin de déterminer 𝑃𝑃 et 𝑃𝑃−1.
La matrice 𝐴𝐴 étant à coefficients réels, 𝐴𝐴𝑛𝑛 l’est également, bien que l’on ait utilisé une
diagonalisation dansℳ3(ℂ).

Exercice 13
Polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = (−1)3 det(𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴4) = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  3(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋

Sous-espaces propres :

𝑋𝑋𝑋  𝑋

𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
𝑑𝑑

� ∈ 𝐸𝐸−1 ⇒ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎       𝑎

donc 𝐸𝐸−1 est de dimension 3, ce qui implique déjà que 𝐴𝐴 est diagonalisable puisque l’autre
valeur propre est simple.
On détermine ensuite 𝐸𝐸3 :

𝑋𝑋𝑋  �

𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
𝑑𝑑

� ∈ 𝐸𝐸3 ⇒
⎧

⎨
⎩

−3𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      

⇒ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
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2 ♦ Réduction des endomorphismes

Exercice 11

1) Déterminons le polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝐴𝐴𝛼𝛼 = (−1)3 det(𝐴𝐴𝛼𝛼 −𝑋𝑋𝑋𝑋3) = − �
3 − 𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼𝛼

−𝛼𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼  𝛼𝛼
5 −5 −2 − 𝑋𝑋

� = (𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋2(𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋

Le polynôme caractéristique est donc indédendant de 𝛼𝛼 et les valeurs propres sont 3
(valeur propre simple) et −2 (valeur propre double).
La matrice 𝐴𝐴𝛼𝛼 est donc diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace propre 𝐸𝐸−2 est
de dimension 2.
Or, si 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋−2, alors :

�
(5 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
5𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   

⇔ �
(5 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼 𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

⇔ � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   .

Donc 𝐸𝐸−2 est de dimension 2 si, et seulement si, 𝛼𝛼 𝛼 𝛼.

2) Si 𝛼𝛼 𝛼 𝛼, on obtient alors 𝐸𝐸−2 = Vect(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2), pour 𝑒𝑒1 = �
1
1
0
� et 𝑒𝑒2 = �

0
0
1
�.

On trouve de même 𝐸𝐸3 = Vect(𝑒𝑒3), pour 𝑒𝑒3 = �
1
0
1
�.

Cela donne alors :

𝑃𝑃−1𝐴𝐴0𝑃𝑃 𝑃 𝑃𝑃 𝑃 �
−200 
0 −20
00  3

�, pour 𝑃𝑃 𝑃 �
1 0 1
1 00
0 1 1

� et 𝑃𝑃−1 = �
0 1 0
−1 1 1
1 −1 0

�.

On trouve ainsi :

(𝐴𝐴0)𝑛𝑛 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑃𝑃−1 = �
3𝑛𝑛 (−2)𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛 0
0 (−2)𝑛𝑛 0

−(−2)𝑛𝑛 + 3𝑛𝑛 (−2)𝑛𝑛 − 3𝑛𝑛 (−2)𝑛𝑛
� .

Exercice 12
On trouve 𝜒𝜒𝐴𝐴(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋2 +𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋, et comme le polynôme 𝑋𝑋2 +𝑋𝑋𝑋𝑋 n’est pas scindé
sur ℝ, la matrice 𝐴𝐴 n’est pas diagonalisable dans ℝ, mais 𝜒𝜒𝐴𝐴(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋 𝚥𝚥𝚥
étant scindé à racines simples sur ℂ, la matrice 𝐴𝐴 est diagonalisable dans ℂ.
On en déduit alors qu’il existe une matrice inversible 𝑃𝑃 telle que :

𝑃𝑃−1 × 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷      �
1 00
0𝚥𝚥𝚥 
00  𝚥𝚥

� = �
1 00
0𝚥𝚥𝚥 
00𝚥𝚥  2

� ,

40

Corrections

pour 𝚥𝚥 𝚥 𝚥𝚥2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 qui vérifie 𝚥𝚥2 =𝑒𝑒 4𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝑒𝑒 −2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝚥𝚥, et 𝚥𝚥3 =𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1.

On a alors 𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴−1, ce qui nous donne 𝐴𝐴𝑛𝑛 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑛𝑛 ×𝑃𝑃−1 où𝐷𝐷𝑛𝑛 = �
1 0 0
0 𝚥𝚥𝑛𝑛 0
0 0 𝚥𝚥2𝑛𝑛

� .

On vérifie alors facilement que :

• 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐷𝐷 3𝑝𝑝 = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� = 𝐼𝐼3 ;

• 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐷𝐷 3𝑝𝑝 ×𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷     �
1 0 0
0 𝚥𝚥 𝚥
0 0 𝚥𝚥2

� ;

• 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 =𝐷𝐷 3𝑝𝑝 ×𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷     �
1 0 0
0 𝚥𝚥 𝚥
0 0 𝚥𝚥2

� .

Conclusion :
• si 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛, 𝐴𝐴3𝑝𝑝 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   3𝑝𝑝 ×𝑃𝑃 −1 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   3 ×𝑃𝑃 −1 = I3 ;
• si 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝐴𝐴3𝑝𝑝𝑝𝑝 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃   3𝑝𝑝𝑝𝑝 ×𝑃𝑃 −1 =𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃     −1 = 𝐴𝐴 ;

• si 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛, 𝐴𝐴3𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝐴𝐴3𝑝𝑝𝑝𝑝 × 𝐴𝐴1 = 𝐴𝐴2 = �
0 0 1
1 0 0
0 1 0

� .

Remarque
On n’a pas eu ici besoin de déterminer 𝑃𝑃 et 𝑃𝑃−1.
La matrice 𝐴𝐴 étant à coefficients réels, 𝐴𝐴𝑛𝑛 l’est également, bien que l’on ait utilisé une
diagonalisation dansℳ3(ℂ).

Exercice 13
Polynôme caractéristique :

𝜒𝜒𝐴𝐴 = (−1)3 det(𝐴𝐴 𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴4) = (𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  3(𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑋

Sous-espaces propres :

𝑋𝑋𝑋  𝑋

𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
𝑑𝑑

� ∈ 𝐸𝐸−1 ⇒ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎       𝑎

donc 𝐸𝐸−1 est de dimension 3, ce qui implique déjà que 𝐴𝐴 est diagonalisable puisque l’autre
valeur propre est simple.
On détermine ensuite 𝐸𝐸3 :

𝑋𝑋𝑋  �

𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑐𝑐
𝑑𝑑

� ∈ 𝐸𝐸3 ⇒
⎧

⎨
⎩

−3𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      

⇒ 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    
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