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Notación





(No lo lea antes de que se haya familiarizado con los conceptos, ¡aunque quizá encuentre los tipos de letra confusos!)

			He tratado de ser razonablemente coherente en el uso de tipos de letra especiales a lo largo de todo el libro. Pero puesto que no todo esto es estándar, puede resultar útil para el lector que haga explícitos los usos que he adoptado. 

Las letras itálicas (griegas o latinas), tales como en w2, pn, log z, cos u, ei, o ex se utilizan de la manera convencional para variables matemáticas que son cantidades numéricas o escalares; pero las constantes numéricas establecidas, tales como e, i, o  o las funciones establecidas tales como sen, cos o log se denotan mediante redondas. Sin embargo, las constantes físicas estándar tales como c, G, h, [image: imagen], g o k son itálicas.

			Una cantidad vectorial o tensorial, cuando se considera en su totalidad (abstracta), se denota por una letra itálica negrilla, tal como R para el tensor de curvatura de Riemann, mientras que su conjunto de componentes podría escribirse con itálicas (tanto para el núcleo como para sus índices), como Rabcd. De acuerdo con la notación de índices abstractos, introducida aquí en §12.8, la cantidad Rabcd puede representar alternativamente el tensor entero R, si esta interpretación es apropiada, y esto debería hacerse claro en el texto. Las transformaciones lineales abstractas son tipos de tensores, y letras itálicas negrillas tales como T se utilizan también para tales entidades. También se utiliza aquí, cuando es apropiado, la forma de índices abstractos Tab para una transformación lineal abstracta, donde el escalonamiento de índices hace clara la conexión precisa con el ordenamiento de la multiplicación de matrices. Así, la expresión de índices abstractos SabTbc representa el producto ST de transformaciones lineales. Como sucede con los tensores generales, los símbolos Sab y Tbc pueden representar alternativamente (según el contexto o la especificación explícita en el texto) los correspondientes conjuntos de componentes —que son matrices— para los que también pueden utilizarse letras redondas negrillas S y T. En ese caso, ST denota el correspondiente producto matricial. Esta interpretación «ambivalente» de símbolos tales como Rabcd o Sab (ya representen el conjunto de componentes o el propio tensor abstracto) no debería causar confusión, pues las relaciones algebraicas (o diferenciales) a las que están sujetos estos símbolos son idénticas para ambas interpretaciones. A veces se utiliza también aquí una tercera notación para dichas cantidades —la notación diagramática— que se describe en las Figs. 12.17, 12.18, 14,6, 14.7, 14.21, 19.1 y otros lugares en el libro.

			Hay lugares en este libro donde necesito distinguir las entidades espaciotemporales 4-dimensionales de la teoría de la relatividad de las correspondientes entidades espaciales ordinarias puramente 3-dimensionales. Así, aunque podría utilizarse una notación itálica negrilla, como antes, tal como p o x, para el 4-momento o la 4-posición, respectivamente, las correspondientes entidades puramente espaciales 3-dimensionales se denotarán por las correspondientes letras negrillas p o x. Por analogía con la notación T para una matriz, en oposición a T para una transformación lineal abstracta, se considera que las cantidades p y x «representan» las tres componentes espaciales, en cada caso, mientras que p y x podrían verse como una interpretación más abstracta libre de componentes (aunque yo no seré especialmente estricto en esto). La «longitud» euclídea de una cantidad 3-vectorial a = (a1, a2, a3) puede escribirse a, donde a2 = a12 + a22 + a32, y el producto escalar de a por b = (b1, b2, b3), se escribe a • b = a1b1 + a2b2 + a3b3. Esta notación «punto» para productos escalares se aplica también, en el contexto n-dimensional general, para el producto escalar (o interno)  •  de un covector abstracto  por un vector .

			Sin embargo, surge una complicación notacional con la mecánica cuántica, puesto que las magnitudes físicas, en esta disciplina, suelen representarse como operadores lineales. No adopto el procedimiento totalmente estándar en este contexto de colocar «sombreros» (circunflejos) sobre las letras que representan las versiones como operadores cuánticos de las familiares magnitudes clásicas, pues creo que esto conduce a una innecesaria acumulación de signos. (En su lugar, tenderé a adoptar un punto de vista filosófico según el cual las magnitudes clásicas y cuánticas son realmente las «mismas» —y por ello es justo utilizar los mismos símbolos para ambas—, excepto que en el caso clásico uno está justificado al ignorar cantidades del orden de [image: imagen], de modo que las propiedades de conmutación clásica ab = ba pueden ser válidas, mientras que en mecánica cuántica ab podría diferir de ba en algo del orden de [image: imagen].) Por consistencia con lo anterior, parecería que tales operadores lineales tienen que ser denotados por letras itálicas negrillas (como T), pero eso anularía la filosofía y las distinciones invocadas en el párrafo anterior. Por consiguiente, con respecto a magnitudes específicas, tal como el momento p o p, o la posición x o x, tenderé a utilizar la misma notación que en el caso clásico, en la misma línea con lo que se ha dicho antes en este párrafo. Pero para operadores cuánticos menos específicos se utilizarán letras itálicas negrillas tales como Q.

			Las letras N, Z, R, C y Fq, respectivamente, para el sistema de los números naturales (i.e., enteros no negativos), los enteros, los números reales, los números complejos y el campo finito con q elementos (siendo q una potencia de un número primo, véase §16.1), son ahora estándares en matemáticas, como lo son los correspondientes Nn, Zn, Rn, Cn y Fnq, para los sistemas de n-tuplas ordenadas de tales números. Estas son entidades matemáticas canónicas de uso estándar. En este libro, esta notación se extiende a otras estructuras matemáticas estándar tales como un 3-espacio euclídeo E3 o, con más generalidad, un n-espacio euclídeo En. En este libro aparece con frecuencia el espaciotiempo de Minkowski plano 4-dimensional estándar, que es en sí mismo un tipo de espacio «pseudo»-euclídeo, de modo que utilizo la letra M para este espacio (con Mn para denotar la versión n-dimensional, un espaciotiempo «lorentziano» con 1 tiempo y (n – 1) dimensiones espaciales). A veces utilizo C como un adjetivo, para denotar «complexificado», de modo que podríamos considerar el 4-espacio euclídeo complejo, por ejemplo, denotado por CEn. La letra P puede utilizarse también como un adjetivo, para denotar «proyectivo» (véase §15.6), o como un sustantivo, cuando Pn denota el n-espacio proyectivo (utilizo RPn o CPn si hay que dejar claro que estamos interesados en un n-espacio proyectivo real o complejo, respectivamente). En teoría de twistores (capítulo 33), existe el 4-espacio complejo T, que está relacionado con M (o su complexificación CM) de una manera canónica, y existe también la versión proyectiva PT. En esta teoría existe también un espacio N de twistores nulos (el doble papel que tiene esta letra no causa aquí conflicto), y su versión proyectiva PN.

			El papel adjetivo de la letra C no debería confundirse con el del tipo C, que aquí representa «conjugado complejo de» (como se utiliza en §§13.1,2). Esto es básicamente similar a otro uso de C en física de partículas, a saber la conjugación de carga, que es la operación que intercambia cada partícula con su antipartícula (véanse los capítulos 24 y 25). Esta operación se considera habitualmente junto con otras dos operaciones básicas en física de partículas, a saber, P para paridad, que se refiere a la operación de reflexión en un espejo, y T, que se refiere a la inversión temporal. Las letras sans serif que son negrillas sirven aquí para un objetivo diferente, el de etiquetar espacios vectoriales, siendo las letras V, W y H las utilizadas con más frecuencia con este objetivo. El uso de H es específico para los espacios de Hilbert de la mecánica cuántica, y Hn representaría un espacio de Hilbert de n dimensiones complejas. Los espacios vectoriales son, en un sentido claro, planos. Los espacios que son (o podrían ser) curvos se denotan por letras script, tales como M, S o T, donde hay un uso especial para el tipo concreto I que denota el infinito nulo. Además, sigo el convenio común que utiliza letras script para lagrangianos (L) y hamiltonianos (H), en vista de su estatus muy especial en la teoría física.





El avance de la ciencia ha ido modificando radicalmente nuestra manera de comprender el universo a lo largo de la historia. Gracias al progreso científico, los conceptos físicos y matemáticos han transformado nuestra visión: desde Ptolomeo y los pensadores griegos, que concebían el espacio como esferas y mundos planos superpuestos, pasando por Galileo y Kepler, hasta la época moderna, que empieza con la teoría de la gravedad formulada por Newton. En el mundo contemporáneo la revolución científico-técnica vino de la mano de la teoría general de la relatividad de Einstein, que fijó el nuevo paradigma sobre las leyes del universo físico. Desde Einstein, la ciencia ha evolucionado hacia las teorías cuánticas, espacios curvos, geometrías no euclídeas, ideas sobre la antimateria y las partículas y otras formas de aproximación a la realidad.
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[image: 019]


	

					[image: imagen] [2.1] Demuestre que si es válida la forma de Euclides del postulado de las paralelas, entonces debe seguirse la conclusión de Playfair de la unicidad de las paralelas.

  					[image: imagen] [2.2] ¿Puede ver una razón sencilla para ello?

 
   					[image: imagen] [2.3] Trate de demostrar que, según esta fórmula, si A, B y C son tres puntos sucesivos en una línea recta hiperbólica, entonces las distancias hiperbólicas «AB», etc., satisfacen «AB» + «BC» = «AC». Puede suponer la propiedad general de los logaritmos, log (ab) = log a + log b, como se describe en §§5.2,3.

          [image: imagen] [2.4] Demuéstrelo. (Sugerencia: Si lo desea, puede utilizar la geometría de Beltrami, tal como se ilustra en la Fig. 2.17.)

[image: imagen] [2.5] Suponiendo estas dos propiedades enunciadas de la proyección estereográfica, y siendo la representación conforme de la geometría hiperbólica la que se ha establecido en §2.4, demuestre que la representación hemisférica de Beltrami es conforme, con «líneas rectas» hiperbólicas como semicírculos verticales.

    					[image: imagen] [2.6] ¿Puede ver cómo es posible demostrar estas dos propiedades? (Sugerencia: Demuestre, en el caso de círculos, que el cono de proyección es intersectado por dos planos de inclinación exactamente opuesta.)

    					[image: imagen] [2.7] Vea si puede hacer algo similar, pero con pentágonos y cuadrados regulares hiperbólicos.

    					[image: imagen] [2.8] Trate de demostrar esta fórmula del triángulo esférico, utilizando básicamente solo argumentos de simetría y el hecho de que el área total de la esfera es 4R2 Sugerencia: Empiece encontrando el área de un segmento de una esfera acotado por dos arcos de círculo máximo que conectan un par de puntos antípodas de la esfera; luego corte y pegue y utilice argumentos de simetría.Tenga en cuenta la Fig. 2.20.

	  
	  
		  [image: imagen] [3.1] Experimente con su calculadora de bolsillo (suponiendo que usted tenga teclas «» y «x–1») para obtener estas expresiones con la precisión disponible. Tome  = 3,141 592 653 589 793… (Sugerencia: Apunte la parte entera de cada número, réstela de dicho número y forme luego el recíproco del resto. Repita la operación con el número así obtenido.)

		  [image: imagen] [3.2] Suponiendo esta periodicidad final de estas dos expresiones de fracciones continuas, demuestre que los números que representan deben ser las cantidades del miembro izquierdo. (Sugerencia: Encuentre una ecuación cuadrática que sea satisfecha por esta cantidad, y remítase a la nota 3.6.)

		  [image: imagen] [3.3] ¿Puede ver por qué funciona esto?

		  [image: imagen] [3.4] ¿Puede ver cómo formularlas?

		  
	  
[image: imagen] [4.1] Hágalo. Alternativamente, ¿puede comprobarlo multiplicando ambos miembros por (c – id)?

    					[image: imagen] [4.2] Compruébelo, siendo las reglas relevantes w + z = z + w, w + (u + z) = (w + u) + z, wz = zw, w(uz) = (wu)z, w(u + z) = wu + wz, w + 0 = w, w1 = w.

		  [image: imagen] [4.3] Compruébelo.

		  [image: imagen] [4.4] ¿Puede ver la manera de comprobar esta expresión, de un modo algebraico formal?

      					[image: imagen] [4.5] ¿Puede ver una razón elemental para esta relación simple entre las dos series?

       					[image: imagen] [4.6] Demuéstrelo. (Sugerencia: Demuestre que no queda ningún resto si este polinomio se «divide» por z – b cuando z  b resuelve la ecuación dada.)

       					
	  
       					[image: imagen] [5.1] Examine las diversas posibilidades.

[image: imagen] [5.2] Hágalo.

       					[image: imagen] [5.3] Trate de demostrar esto sin cálculo detallado, y sin trigonometría. (Sugerencia: Esto es una consecuencia de la «ley distributiva» w(z1 + z2) = wz1 + wz2, que muestra que se conserva la estructura «lineal» del plano complejo, y w(iz) = i(wz), que muestra que se conserva la rotación de un ángulo recto: i.e., se conservan los ángulos rectos.)

[image: imagen] [5.4] Explique esto en detalle.

        					[image: imagen] [5.5] Compruébelo directamente a partir de la serie. (Sugerencia: El «teorema del binomio» para exponentes enteros afirma que el coeficiente de apbq en (a + b)n es n!/p!q!)

        					[image: imagen] [5.6] Demuestre a partir de esto que z + i es un logaritmo de –w.

         					[image: imagen] [5.7] Compruébelo.

[image: imagen] [5.8] Hágalo.

         					[image: imagen] [5.9] Demuéstrelo. ¿Cuántas maneras? Encuentre también todos los casos especiales.

		  [image: imagen] [5.10] Resuelva esta «paradoja»: e = e1 + 2i, de modo que e = (e1 + 2i)1 +2 i = e1 + 4i – 42 = e1 – 42.

         					[image: imagen] [5.11] Demuéstrelo.

[image: imagen] [5.12] ¿Por qué es esta una especificación admisible?

          					[image: imagen] [5.13] Demuestre por qué funciona esto.

	  [image: imagen] [5.14] Explique esto en detalle.

[image: imagen] [5.15] Demuéstrelo.



          					[image: imagen] [6.1] Demuéstrelo (ignorando x = 0).

[image: imagen] [6.2] Intente demostrar esto si tiene la formación necesaria.

           					[image: imagen] [6.3] Demuéstrelo utilizando las reglas dadas al final de §6.5.

           					[image: imagen] [6.4] Consideremos la «función única» e–1/x2. Demuestre que es C, pero no analítica en el origen.

           					[image: imagen] [6.5] Utilizando la serie de potencias para ex dada en §5.3, demuestre que dex = exdx.

		  [image: imagen] [6.6] Establezca esto.

           					[image: imagen] [6.7] Dedúzcalo.

           					[image: imagen] [6.8] Calcule dy/dx para y = (1 – x2)4, y = (1 + x)/(1 – x).

           					[image: imagen] [6.9 Con a constante, calcule d(loga x), d(logx a), d(xx).

           					[image: imagen] [6.10] Para el primero, véase el ejercicio [6.5]; deducir el segundo a partir de
d(elog x); el tercero y el cuarto a partir de deix, suponiendo que las cantidades complejas
funcionan como las reales; y el resto de las anteriores, utilizando d(sen (sen–1 x)), etc.,
y notando que cos2x + sen2x = 1.

	  
      
            [image: imagen] [7.1] Explique por qué [image: imagen] zn dz = 0 cuando n es un entero distinto de –1.

            [image: imagen] [7.2] Demuéstrelo simplemente sustituyendo en la integral la serie de Maclaurin para f(z).

            [image: imagen] [7.3] Demuestre todo esto al menos en el nivel de las expresiones formales; no se preocupe por una justificación rigurosa. Sugerencia: Examine la fórmula de Cauchy con el origen desplazado.

            [image: imagen] [7.4] La función f(z) es holomorfa en cualquier punto de un contorno cerrado , y también dentro de , excepto en un conjunto finito de puntos donde f tiene polos. Recordemos de §4.4 que f(z) tiene un polo de orden n en z =  si f(z) es de la forma h(z)/(z – )n, donde h(z) es regular en . Demuestre que  [image: imagen] f(z)dz = 2i × {suma de los residuos en dichos polos}, donde el residuo en el polo  es h(n – 1)()/(n – 1)!

            [image: imagen] [7.5] Demuestre que [image: imagen] x–1 sen x dx = /2 integrando zeiz alrededor de un contorno cerrado  que consiste en dos porciones del eje real, desde –R a–  y de  a R (con R >  > 0) conectadas por dos arcos semicirculares en el semiplano superior, de radios respectivos  y R. Tomar entonces   0 y R  .

            [image: imagen] [7.6] Demuestre que 1+ [image: imagen] + ... = [image: imagen], integrando f(z) = z–2 cot  z (véase la nota 5.1) alrededor de un contorno grande, por ejemplo un cuadrado de lado 2N + 1 centrado en el origen (siendo N un entero grande) y hacer luego N . (Sugerencia: Utilice el ejercicio [7.4], encontrando los polos de f(z) y sus residuos. Trate de demostrar por qué la integral de f(z) alrededor de  tiende al valor límite 0 cuando N  .)

            [image: imagen] [7.7] ¿Cuál es la serie de potencias, tomada en torno al punto p, para f(z) = 1/z?

            [image: imagen] [7.8] Deduzca esta serie.

            
      
            
            
[image: imagen] [8.1] Explique por qué.

            [image: imagen] [8.2] Intente ahora (1 – z4)1/2.

            [image: imagen] [8.3] ¿Puede ver cómo se obtiene esto? (Sugerencia: Piense en la esfera de Riemann de la variable w(= log z); véase §8.3.)

            [image: imagen] [8.4] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [8.5] Verifique que la secuencia de transformaciones z [image: imagen] Az + B, z [image: imagen] z–1, z [image: imagen] Cz + D conduce realmente a una aplicación bilineal.

            [image: imagen] [8.6] Compruebe que estas dos proyecciones estereográficas están relacionadas por w = z–1.

            [image: imagen] [8.7] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [8.8] Demuestre que tales reemplazamientos dan espacios holomórficamente equivalentes. Encuentre todos los valores especiales de p donde estas equivalencias llevan a simetrías discretas adicionales de la superficie de Riemann.

            
      
[image: imagen] [9.1] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [9.2] Demuestre que cuando F es analítica en el círculo unidad los coeficientes n, y con ello los an, bn y c, pueden obtenerse mediante el uso de la fórmula n = (2i)–1 [image: imagen]z–n – 1 F(z)dz.

            [image: imagen] [9.3] ¿Puede ver por qué?

            [image: imagen] [9.4] ¿Cuáles son, explícitamente, estas aplicaciones?

            [image: imagen] [9.5] Demuestre que esto da la misma t que antes.

            [image: imagen] [9.6] Demuestre (a grandes rasgos) cómo obtener la expresión para g(p) en términos de f() utilizando una forma límite de la expresión para la integral de contorno n = (2i)–1 [image: imagen]z–n – 1 F(z)dz del ejercicio [9.2].

            [image: imagen] [9.7] Deduzca esta expresión.

            [image: imagen] [9.8] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [9.9] Hágalo, aprovechando un desarrollo en serie de potencias para log z en torno a z = 1, dado al final de §7.4.

            [image: imagen] [9.10] Demuéstrelo (suponiendo que |s()| < 3/2).

            [image: imagen] [9.11] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [9.12] ¿Por qué las «funciones holomorfas en R, reducidas módulo funciones holomorfas en R – [image: imagen] se convierten en la definición de una hiperfunción que teníamos previamente, cuando R – [image: imagen] se separa en R– y R+?

            [image: imagen] [9.13] Hay aquí una pequeña sutileza. Resuélvala. (Sugerencia: Piense cuidadosamente en los dominios de definición.)

            [image: imagen] [9.14] Compruebe la propiedad estándar de la función delta por la que [image: imagen] q(x)(x)dx = q(0), en el caso en que q(x) es analítica.

            
      
    [image: imagen] [10.1] Explique por qué la resta y la división pueden construirse a partir de estas.

          
            [image: imagen] [10.2] Deduzca ambos resultados.

            [image: imagen] [10.3] Consideremos la función real f(x, y) = xy(x2 + y2)–N, en los casos respectivos N = 2, 1 y 1/2. Demuestre que en cada caso la función es diferenciable (C) con respecto a x, para cualquier valor fijo de y (y que lo mismo es válido cuando se invierten los papeles de x e y). De todas formas, f no es suave como función del par (x, y). Demuéstrelo en el caso N = 2 probando que la función no está siquiera acotada en el entorno del origen (0,0) (i.e., toma valores arbitrariamente grandes allí), en el caso N = 1 demostrando que la función aunque acotada, no es realmente continua como una función de (x, y), y en el caso N = 1/2 demostrando que aunque la función es ahora continua, no es suave a lo largo de la recta x = y. (Sugerencia: Examine los valores de cada función a lo largo de líneas rectas que pasan por el origen en el plano (x, y).) Algunos lectores pueden encontrar iluminador utilizar un adecuado programa de ordenador para representaciones gráficas 3-dimensionales, si dispone de uno, pero esto no es en absoluto necesario.

            [image: imagen] [10.4] Demuestre que las segundas derivadas cruzadas 2f/xy y 2f/yx son siempre iguales si f(x, y) es un polinomio. (Un polinomio en x e y es una expresión formada a partir de x, y y constantes utilizando solamente la adición y la multiplicación.)

            [image: imagen] [10.5] Demuestre que las segundas derivadas cruzadas de la función f = xy(x2– y2)/(x2 + y2) son desiguales en el origen. Establezca directamente la falta de continuidad
en sus segundas derivadas parciales en el origen.

            [image: imagen] [10.6] Encuentre explícitamente la forma de F(X,Y) cuando f(x, y) = x3 – y3, donde X = x – y, Y = xy. Sugerencia: ¿Qué es x2 + xy + y2 en términos de X e Y?, ¿qué tiene que ver con f?

            [image: imagen] [10.7] Encuentre A y B en términos de a y b; por analogía, escriba a y b en términos de A y B.

            [image: imagen] [10.8] Deduzca esto explícitamente. Sugerencia: Puede utilizar expresiones de «regla de la cadena» para /X y /Y que son las analogías exactas de la expresión para /x que se ha mostrado antes.

            [image: imagen] [10.9] Demuéstrelo explícitamente, utilizando expresiones de «regla de la cadena»
que hemos visto antes.

            [image: imagen] [10.10] Explíquelo desde tres puntos de vista diferentes: (a) intuitivamente, a partir de principios generales (¿cómo podía aparecer [image: imagen]?); (b) utilizando la geometría de las aplicaciones holomorfas descrita en §8.2, y (c) explícitamente, utilizando la regla de la cadena y las ecuaciones de Cauchy-Riemann a las que llegamos ahora.

            [image: imagen] [10.11] Hágalo.

            [image: imagen] [10.12] Dé una deducción más directa de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, a
partir de la definición de derivada.

            [image: imagen] [10.13] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [10.14] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [10.15] Explicar esto en el caso (u, v) = (u)h(v), donde las funciones  y h están definidas como en §§6.1,3. La región en forma de riñón debe evitar el eje u no negativo.

            
      
            [image: imagen] [11.1] Demuéstrelas directamente a partir de las «ecuaciones del Puente Brougham
a(bc) = (ab)c.

            [image: imagen] [11.2] Exprese la suma y el producto de dos cuaterniones generales de modo que
se cumplan todas estas.

            [image: imagen] [11.3] Compruebe que esta definición de q–1 funciona realmente.

            [image: imagen] [11.4] Compruébelo.

            [image: imagen] [11.5] En la versión original de esta construcción, debida a Hamilton, se utiliza el
triángulo esférico «dual» de este, cuyos vértices están en los puntos de corte de la esfera con los tres ejes de rotación involucrados en el problema. Dé una demostración directa de cómo funciona esto (quizá «dualizando» el argumento dado en el texto), representando las cantidades de las rotaciones como el doble de los ángulos de este triángulo dual.

            [image: imagen] [11.6] Encuentre la naturaleza geométrica de la transformación, en el 3-espacio euclídeo, que es la composición de dos reflexiones en planos que no son perpendiculares.

            [image: imagen] [11.7] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [11.8] Explique este recuento. Sugerencia: Considere (1 + 1)n.

            [image: imagen] [11.9] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [11.10] Escriba a  b completamente en el caso n = 2 para ver cómo resulta.

            [image: imagen] [11.11] Escriba esta expresión explícitamente en el caso de un producto cuña de cuatro vectores.

            [image: imagen] [11.12] Demuestre que el producto cuña queda inalterado si a se reemplaza por a sumado a cualquier múltiplo de cualquiera de los otros vectores implicados en el producto cuña.

            [image: imagen] [11.13] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [11.14] Deduzca que P  P = 0, si p es impar.

            
      
            
[image: imagen] [12.1] Explique más explícitamente esta cuenta de dimensiones.

            [image: imagen] [12.2] Muestre cómo hacer esto, por ejemplo, apelando a la representación de R que se da en el ejercicio [12.8].

            [image: imagen] [12.3] Demuestre que «d», definido de esta forma, satisface los requisitos de «linealidad » de un covector, como se ha especificado antes.

            [image: imagen] [12.4] ¿Por qué?

            [image: imagen] [12.5] Por ejemplo, demuestre que dx2 tiene componentes (0, 1, 0, …, 0) y representa los elementos hiperplano tangentes a x2 = constante.

            [image: imagen] [12.6] Demuestre, mediante el uso de la regla de la cadena (véase §10.3), que esta expresión para  •  es consistente con d •   =  (), en el caso particular  = d.

            [image: imagen] [12.7] Explique por qué funciona esto.

            [image: imagen] [12.8]Justifique el hecho de que  =  … … v donde  =  …,  =  … v.

            [image: imagen] [12.9]Demuéstrelo explícitamente explicando cómo tratar los límites para una integral definida [image: imagen]ba

            [image: imagen] [12.10] Sea G = [image: imagen] dx. Explique por qué G2 = [image: imagen]dx dy calcúlelo pasando a coordenadas polares (r, ). (Véase §5.1.) De ahí, demuestre G = [image: imagen]


[image: imagen] [12.11] Demuestre, utilizando las relaciones anteriores, que d(Adx + Bdy) = B/x – A/y)dxdy.

            [image: imagen] [12.12] ¿Por qué?

            [image: imagen] [12.13] Suponiendo el resultado del ejercicio [12.11], demuestre el lema de Poincaré para p = 1.


[image: imagen] [12.14]Demuestre directamente que todos los «axiomas» para la derivada exterior son satisfechos por esta definición.

            [image: imagen] [12.15]Demuestre que esta definición de coordenadas da la misma cantidad d, cualquiera que sea la elección de coordenadas que se haya hecho, donde la transformación de las componentes r…t de una forma está definida por el requisito de que la propia forma  sea inalterada por el cambio de coordenadas. Sugerencia: Demuestre que esta transformación es idéntica a la transformación pasiva de componentes tensoriales [0p]-valentes, como las que se dan en §13.8.

            [image: imagen] [12.16] Confirme la equivalencia de todas estas condiciones para la simplicidad; demuestre la suficiencia de [rsu]v = 0 en el caso p = 2. (Sugerencia: Contraiga esta expresión con dos vectores.)

            [image: imagen] [12.17] Representando una rotación en el 3-espacio euclídeo ordinario como un vector que apunta a lo largo del eje de rotación y de longitud igual al ángulo de rotación, demuestre que la topología de R puede describirse como una bola maciza (de radio ) acotada por una esfera ordinaria, donde cada punto de la esfera se identifica con su punto antipodal. Dé un argumento directo para demostrar por qué un lazo cerrado que representa una 2-rotación no puede ser deformado de forma continua hasta un punto.

            
      
            
[image: imagen] [13.1] Demuestre que si suponemos simplemente que 1a = a y a–1a = 1 para todo a, junto con asociatividad a(bc) = (ab)c, entonces puede deducirse a1 = a y aa–1 = 1. (Sugerencia: Por supuesto, a no es el único elemento del que se afirma que tiene un inverso.) Demuestre por qué, por el contrario, a1 = a, a–1a = 1, y a(bc) = (ab)c son insuficientes.

             [image: imagen] [13.2] Explique por qué cualquier espacio vectorial es un grupo abeliano —llamado un grupo abeliano aditivo—, donde la operación de «multiplicación» en el grupo es la operación «suma» en el espacio vectorial.

            [image: imagen] [13.3] Verifique estas relaciones teniendo en cuenta que Ci representa «la operación i×, seguida de la operación C, etc. (Sugerencia: Puede comprobar las relaciones confirmando simplemente sus efectos sobre 1 e i. ¿Por qué?)

            [image: imagen] [13.4] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.5] Verifique que todos los que aparecen en este párrafo son subgrupos (y tenga en cuenta la nota 13.4).

            [image: imagen] [13.6] Compruebe estas afirmaciones, y encuentre otros dos grupos no normales, demostrando que no hay ninguno más.

            [image: imagen] [13.7] Demuéstrelo. (Sugerencia: ¿Qué conjuntos de rotaciones pueden ser invariantes por rotación?)

            [image: imagen] [13.8] Verifique esto y demuestre que los axiomas fallan si S no es normal.

            [image: imagen] [13.9] Explique por qué el número de elementos en G/S, para cualquier subgrupo finito S de un grupo finito G, es el orden de G dividido por el orden de S.

            [image: imagen] [13.10] Verifique que, para dos grupos G y H cualesquiera, G × H es un grupo, y que podemos identificar el grupo cociente (G × H)/G con H.

             [image: imagen] [13.11] Demuestre cómo esta ecuación, que da los puntos a distancia unidad de O, se sigue del teorema de Pitágoras de §2.1.

            [image: imagen] [13.12] ¿Puede explicar por qué? Por simplicidad, hágalo solo en el caso 2-dimensional.

            [image: imagen] [13.13] Demuéstrelo explícitamente en el caso 3-dimensional.

            [image: imagen] [13.14] Escriba todo esto en detalle, explicando cómo se expresa xa ° Tabxb.

            [image: imagen] [13.15] ¿Cuál es esta operación entre R, S y T, escrita explícitamente en términos de los elementos 3 × 3 de las matrices cuadradas de componentes? Puede reconocer aquí la ley normal para la «multiplicación de matrices», si esta le es familiar.

            [image: imagen] [13.16] Verifíquelo.

            [image: imagen] [13.17] ¿Por qué? Demuestre que esto sucedería en particular si el conjunto de
componentes tiene toda una columna de 0s o dos columnas idénticas. ¿Por qué sucede también esto si hay dos filas idénticas? Sugerencia: Para la última parte, considere la condición del determinante que se da más abajo.

            [image: imagen] [13.18] Demuestre por qué, sin utilizar expresiones explícitas.

            [image: imagen] [13.19] Demuestre directamente, utilizando las relaciones diagramáticas que se
dan en la Fig. 12.18, que esta definición da TT–1 = I = T–1 T. Sugerencia: Véase la Fig. 13.8.

            [image: imagen] [13.20] Explique esto y dé las reglas algebraicas completas para matrices rectangulares.

             [image: imagen] [13.21] Obténgalos a partir de la expresión de la Fig. 13.8a.

            [image: imagen] [13.22] Demuestre por qué se cumplen.

            [image: imagen] [13.23] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.24] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.25] Establezca esta expresión. Sugerencia: Utilice la «forma canónica» para una matriz en términos de sus autovalores —descritos en §13.5— suponiendo primero que estos autovalores no son iguales (y véase el ejercicio [13.27]). Utilice luego un argumento general para demostrar que la igualdad de algunos autovalores no puede invalidar identidades de este tipo.

            [image: imagen] [13.26] Trate de expresar los coeficientes de este polinomio de forma diagramática. Calcúlelos para n = 2 y n = 3.

            [image: imagen] [13.27] Demuestre que det T = 12 … n y traza T = 1 + 2 + … + n.

            [image: imagen] [13.28] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.29] Explique esta notación.

            [image: imagen] [13.30] ¿Por qué? ¿Cuáles son las componentes de ej en la base f?

              [image: imagen] [13.31] Trate de demostrarlo. Sugerencia: Para cada autovalor de multiplicidad r, escoja r autovectores linealmente independientes. Demuestre que una relación lineal entre vectores de toda esta colección conduce a una contradicción cuando esta relación es multiplicada por T sucesivamente.

            [image: imagen] [13.32] Demuéstrelo. Sugerencia: Etiquete cada columna de la matriz de representación por un elemento independiente del grupo finito G, y etiquete también cada fila por el elemento del grupo correspondiente. Coloque un 1 en cualquier posición en la matriz para la que se cumple cierta relación (¡encuéntrela!) entre el elemento de G que etiqueta la fila, el que etiqueta la columna y el elemento de G que está representando esta matriz concreta. Coloque un 0 cuando no se cumple dicha relación.

            [image: imagen] [13.33] ¿Por qué esta expresión es precisamente el elemento identidad del grupo
cuando a y b conmutan?

            [image: imagen] [13.34] Explique en detalle este cálculo a «orden 2».

            [image: imagen] [13.35] Demuestre todo esto.

            [image: imagen] [13.36] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.37] ¿Por qué?

            [image: imagen] [13.38] ¿Por qué este número?

            [image: imagen] [13.39] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.40] Demuéstrelo.

               [image: imagen] [13.41] Explíquelo.

            [image: imagen] [13.42] Demuestre que el espacio de representación de los tensores [image: imagen]-valentes es también reducible. Sugerencia: Descomponga un tensor semejante en una parte «libre de traza» y una parte «traza».

            [image: imagen] [13.43] Confírmelo.

            [image: imagen] [13.44] ¿Por qué hace  = ?

            [image: imagen] [13.45] Utilice la nota 13.18 para establecer esto.

            [image: imagen] [13.46] ¿Por qué?

            [image: imagen] [13.47] ¿Por qué equivalentes?

            [image: imagen] [13.48] ¿Puede confirmar esta caracterización?

            [image: imagen] [13.49] Explique por qué.

            [image: imagen] [13.50] Explique esto. ¿Qué es T–1 en los casos pseudoortogonales (definidos en el siguiente párrafo)?

    
              [image: imagen] [13.51] Explique por qué esto es equivalente a conservar la forma de volumen a…c, i.e., a…cTcp … Tcr = p…r. Además, ¿por qué basta con la conservación del signo?

            [image: imagen] [13.52] ¿Por qué?

            [image: imagen] [13.53] Verifique estas relaciones explicando la consistencia notacional de hab'.

            [image: imagen] [13.54] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.55] Demuestre que estas transformaciones son precisamente las que conservan la correspondencia entre vectores v y covectores v*, y que son las que conservan hab'.

            [image: imagen] [13.56] Demuéstrelo.

            [image: imagen] [13.57] Encuentre descripciones explícitas de Sp(1) y Sp(1,1) utilizando esta fórmula. ¿Puede ver por qué los grupos Sp(0, n) son compactos?

            [image: imagen] [13.58] Muestre por qué estas dos descripciones diferentes para el caso p = q = [image: imagen] son equivalentes.

            [image: imagen] [13.59] ¿Por qué son iguales?

            [image: imagen] [13.60] Explique de dónde procede la ecuación XTS + SX = 0 y por qué SX = (SX)T. ¿Por qué se anula la traza X? Dé el álgebra de Lie explícitamente. ¿Por qué es de esta dimensión?


            [image: imagen] [13.61] Describa dichas álgebras de Lie y obtenga dichas dimensiones.


[image: imagen] [13.62] ¿Por qué, y qué significa esto geométricamente?



			[image: imagen] [14.1] Representemos por [a, b; c, d] el enunciado «abcd forma un paralelogramo»
(donde abcd se toman cíclicamente, como en §5.1).Tomemos como axiomas (i) para cualesquiera a, b y c, existe d tal que [a, b; c, d]; (ii) si [a, b; c, d], entonces [b, a; d, c] y [a, c; b, d]; (iii) si [a, b; c, d] y [a, b; e, f], entonces [c, d; e, f]. Demuestre que cuando se singulariza cualquier punto escogido y se etiqueta como el origen esta estructura algebraica se reduce a la de un «espacio vectorial», aunque sin la operación de «multiplicación por un escalar», dada en §11.1, es decir, obtenemos las reglas de un grupo abeliano aditivo; véase el ejercicio [13.2].

[image: imagen] [14.2] ¿Puede ver cómo generalizar esto al caso no abeliano?

			[image: imagen] [14.3]Vea si puede confirmar esta afirmación en el caso de un triángulo esférico (un triángulo en S2 formado por arcos de círculo máximo), donde puede suponer la fórmula de Hariot de 1603 para el área de un triángulo esférico dada en 2.6.

			[image: imagen] [14.4] Explique por qué es única. Sugerencia: Considere la acción de = sobre a • e, etc.

 			[image: imagen] [14.5] [14.5] Intente demostrarlo encontrando la expresión explícitamente. Sugerencia: Considere, en primer lugar, la actuación de la diferencia entre dos conexiones sobre un campo vectorial e, dando la respuesta en la forma de índices 	 [image: imagen]; en segundo lugar, demuestre que esta diferencia de conexiones actuando sobre un covector a tiene la forma
de índices [image: imagen]; tercero, utilizando la definición de un tensor [image: imagen]-valente T como una
función multilineal de q vectores en p covectores (cf. §12.8), encuentre la expresión de
índices general para la diferencia entre las conexiones que actúan sobre T.

 			[image: imagen] [14.6] Como aplicación de esto, considere que las dos conexiones son = y la conexión coordenada. Encuentre una expresión explícita para la actuación de = sobre cualquier tensor, demostrando cómo obtener las componentes [image: imagen] explícitamente a partir de [image: imagen] en términos de la acción de = sobre cada uno de los vectores coordenados [image: imagen],…, [image: imagen]. (Aquí a es un índice vectorial, que puede considerarse como un «índice abstracto» de acuerdo con §12.8, de modo que «[image: imagen]», etc., denota en realidad vectores y no simplemente conjuntos de componentes, pero n denota solamente la dimensión del espacio. Nótese que la conexión coordenada aniquila cada uno de estos vectores coordenados.)

 			[image: imagen] [14.7] Explique por qué el segundo miembro debe tener esta forma general; encuentre las componentes tabc en términos de [image: imagen]. Véase el ejercicio [14.6].

 			[image: imagen] [14.8] Muestre qué término extra es necesario para hacer consistente esta expresión, en presencia de torsión.

 			[image: imagen] [14.9] ¿Cuál es la expresión correspondiente para =a=b – =b=a actuando sobre un covector? Obtenga la expresión para un tensor general de valencia [image: imagen]

     
[image: imagen] [14.10] En primer lugar, explique el «i.e.»; obtenga luego esto a partir de la ecuación que define el Rabcd anterior desarrollando =a=b(=d]f). (Los diagramas pueden ayudar.)

	  [image: imagen] [14.11 ]Obtenga esto a partir de la ecuación que define la Rabcd anterior desarrollando =a=b=d de dos formas. (Los diagramas pueden ayudar una vez más.).

			[image: imagen] [14.12] Demuestre la equivalencia de todas estas condiciones.

			[image: imagen] [14.13] Demuestre que si u y v son dos parámetros afines sobre , con respecto a			  dos elecciones diferentes de t, entonces v = Au + B, donde A y B son constantes a lo largo de g

			[image: imagen] [14.14] Encuentre este término.

			[image: imagen] [14.15] Demuéstrelo.

[image: imagen] [14.16] Hágalo.

			[image: imagen] [14.17] Trate de explicar por qué hay torsión pero no curvatura.

			[image: imagen] [14.18] Explique (a un nivel formal) por qué ead/dyf(y)=f(y+a) cuando a es una constante.			

			[image: imagen] [14.19] Deduzca esta fórmula para £h.

			[image: imagen] [14.20] ¿Cómo modifica la torsión la fórmula del ejercicio [14.9]?			

			[image: imagen] [14.21] Establezca la unicidad, verificando la fórmula covectorial anterior, y dé explícitamente la derivada de Lie de un tensor general.

			[image: imagen] [14.22] Muestre cómo encontrar esta segunda conexión, tomando la «G» para que la diferencia entre las dos conexiones sea antisimétrica en sus dos subíndices. (Véase el ejercicio [14.5].)			

			[image: imagen] [14.23] Establezca esto y muestre cómo modifica la expresión la presencia de un tensor de torsión t.

[image: imagen] [14.24] Demuéstrelo.

			[image: imagen] [14.25] Demuestre la equivalencia (si se anula la torsión) con la expresión del físico anterior.

[image: imagen] [14.26] Obtenga explícitamente la expresión en componentes Gabc=gad(gbd/xc++gcd/xb–gcb/xd) para las cantidades Gabc de la conexión (símbolos de Christoffel). (Véase el ejercicio [14.6].)

			[image: imagen] [14.27] Obtenga la expresión clásica Rabcd=Gdcb/xa–Gdcaxb+GucbGdua–GucaGdub para el tensor de curvatura en términos de símbolos de Christoffel. Sugerencia: Utilice la definición de §14.4 del tensor de curvatura, donde jd es cada uno de los vectores de coordenadas da1,…, dan. (Como en el ejercicio [14.6], las cantidades da1, da2, etc., deben considerarse como vectores individuales, donde el superíndice a puede verse como un índice abstracto, de acuerdo con §12.8.)

			[image: imagen] [14.28] Dé detalles para este argumento.

		[image: imagen] [14.29] Establezca estas relaciones, obteniendo primero la antisimetría en cd a partir de =[a=b]gcd = 0 y utilice luego las dos antisimetrías y la simetría de Bianchi para obtener la simetría de intercambio.

			[image: imagen] [14.30] Verifique que las simetrías permiten solo 20 componentes independientes cuando n=4.

			[image: imagen] [14.31] Obtenga esta ecuación.

			[image: imagen] [14.32] Verifique este hecho «geométricamente obvio» por cálculo directo.  (¿Y por qué es obvio?)

			[image: imagen] [14.33] Explique por qué esto puede escribirse =aSbc+=bSca+=cSab=0, utilizando cualquier conexión = libre de torsión.

			[image: imagen] [14.34] Demuestre estas relaciones, estableciendo primero que Sa[b=aScd]=0.

			[image: imagen] [14.35] Explique por qué.

			[image: imagen] [14.36] Explique por qué en cada caso. Sugerencia: Construya un sistema de coordenadas con j=/x1; luego tome derivadas de Lie repetidamente para construir un sistema, etc.

	  
            
	   

			[image: imagen] [15.1] Explique por qué la dimensión de M 3 V es la suma de las dimensiones de M y V.

			[image: imagen] [15.2] Explique esto.

			[image: imagen] [15.3] Explique en detalle este argumento, utilizando la construcción de B a partir de dos cartas, tal como se ha indicado antes.

			[image: imagen] [15.4] Desarrolle este argumento. ¿Puede ver como tratar el caso S15?

			[image: imagen] [15.5] Demuéstrelo. Sugerencia: Tome como vector tangente u/v–v/u+ +x/y–y/x.

			[image: imagen] [15.6] ¿Por qué cada uno de tales campos espinoriales toma el valor cero al menos en un punto de S2?

			[image: imagen] [15.7] Explique esto en detalle.

			[image: imagen] [15.8] Demuestre que B'C, interpretado como un fibrado real sobre S2, es en realidad el mismo que T(S2). Sugerencia: Reexamine el ejercicio [15.5].

			[image: imagen] [15.9] Explique cómo hacerlo. Sugerencia: Piense en coordenadas cartesianas (x, y, z). Tome dos en un instante, con el lienzo dado por la tercera establecida a la unidad.

			[image: imagen] [15.10] Explique por qué hay n razones independientes. Encuentre n+1 conjuntos de n coordenadas ordinarias (construidas a partir de las zs) para n+1 cartas coordenadas que, juntas, cubran Pn.

			[image: imagen] [15.11] Explique esta geometría demostrando que el fibrado Rn+1–O sobre RPn puede entenderse como la composición del fibrado Rn+1–O sobre Sn (siendo la fibra, R+, los reales positivos) y de S2 como una cubierta doble de RPn.

			[image: imagen] [15.12] Compruébelo.

			[image: imagen] [15.13] Verifique esta fórmula.

		[image: imagen] [15.14] Confirme las afirmaciones de este párrafo, encontrando el valor explícito de k que da este factor 2 requerido.

			
			
            
			[image: imagen] [16.1] Demuestre cómo funcionan estas reglas, explicando por qué p tiene que ser primo.

		 [image: imagen] [16.2] Haga tablas completas de suma y multiplicación para F4 y compruebe que las leyes del álgebra funcionan (donde suponemos que 1+v+v2=0).

		  [image: imagen] [16.3] Demuéstrelo.

			[image: imagen] [16.4] Muestre cómo construir nuevos discos en los casos q=3,5, empezando en un punto concreto marcado en uno de los discos que he dado y multiplicando luego cada una de las distancias angulares a los otros puntos marcados por algún entero fijo. ¿Por qué funciona esto?

			[image: imagen] [16.5] El campo finito F8 tiene elementos 0, 1, «, «2, «3, «4, «5, «6, donde «7=1 y 1+1=0. Demuestre que o bien (1) hay una identidad de la forma «a+«b+«c=0 siempre que a, b y c sean números en el círculo de fondo de la Fig. 16.1a que puede alinearse con los tres puntos del disco, o de lo contrario (2) es válido lo mismo, pero con «3 en lugar de « (i.e., «3a+«3b+«3c=0).

			[image: imagen] [16.6] Demuestre que el «asociado» a(bc)–(ab)c es antisimétrico en a, b, c cuando son elementos generadores, y deduzca que esto (y por ello también a(ab)=a2b) es válido para todos los elementos. Sugerencia: Utilice la Fig. 16.3 y la simetría completa del plano de Fano.

		 [image: imagen] [16.7] Vea si puede proporcionar un procedimiento explícito semejante, encontrando una manera sistemática de ordenar todas las fracciones. Puede encontrar útil el resultado del ejercicio [16.8].

		  [image: imagen] [16.8] Demuestre que la función 1/2((a+b)2+3a+b) proporciona explícitamente una correspondencia 1–1 entre los números naturales y los pares (a, b) de números naturales.

		 [image: imagen] [16.9] Demuéstrelo en detalle.

		  [image: imagen] [16.10] Pruébelo. Esbozo: existe una aplicación 1–1 b que lleva A a cierto subconjunto bA(=b(A)) de B, y una aplicación 1–1 a que lleva B a cierto subconjunto aB de A; considere la aplicación de A en B que utiliza b para aplicar A–aB en bA–baB y abA–abaB en babA–babaB, etc., y que utiliza a–1 para aplicar aB–abA en B–bA y abaB–ababA en baB–babA, etc. y resuelva qué hacer con el resto de A y B.

			[image: imagen] [16.11] Explíquelo.

		 [image: imagen] [16.12] Muestre una. Sugerencia: Considere la Fig. 9.8, por ejemplo.

		  [image: imagen] [16.13] Explique por qué este es esencialmente el mismo argumento que el que he dado aquí, en el caso a=:0 para demostrar a <2a.

			[image: imagen] [16.14] Demuestre que es esto lo que sucede.

			[image: imagen] [16.15] Dé una descripción aproximada de cómo podría realizarse nuestro algoritmo y explique estos valores concretos.

		 [image: imagen] [16.16] Demuéstrelo.

		  [image: imagen] [16.17] ¿Puede ver por qué es así? Sugerencia: En el caso de la acción de una máquina de Turing arbitraria T aplicada a n, podemos considerar una máquina de Turing efectiva Q que tiene la propiedad de que Q(r)=0 si T aplicada a n no se ha detenido al cabo de r pasos computacionales y Q(r)=1 si lo ha hecho. Tome la suma mod 2 de Q(n) y Tt(n) para obtener Ts(n).

		  [image: imagen] [16.18] Vea si puede establecerlo.

			[image: imagen] [16.19] Explique por qué (AB)C puede identificarse con AB× C, para conjuntos A, B, C.

	  
	  
			[image: imagen] [17.1] ¿Por qué?

			[image: imagen] [17.2] Explique la razón para esto.

			[image: imagen] [17.3] Explique estas tres formas con más detalle, demostrando por qué todas dan la misma estructura.

			[image: imagen] [17.4] Trate de escribir una expresión para dicha curvatura en términos de la conexión =. ¿Qué condición de normalización se necesita (si se necesita alguna) para los vectores tangentes?

			[image: imagen] [17.5] Encuentre una transformación explícita de x como función de t que hace esto para un campo gravitatorio newtoniano F(t) que es constante en el espacio en cualquier instante, pero variable en el tiempo tanto en intensidad como en dirección.

			[image: imagen] [17.6] Deduzca estas diversas propiedades, dejando claro mediante el uso de la notación O(…) a qué orden se pretende que sean válidas estas afirmaciones.

			[image: imagen] [17.7] Demuestre que esta distorsión de marea es proporcional de mr–3, donde m es la masa del cuerpo gravitante (considerado puntual) y r es su distancia. El Sol y la Luna muestran discos en la Tierra de un tamaño angular aproximadamente igual, pero la distorsión de marea de la Luna sobre los océanos de la Tierra es aproximadamente cinco veces la debida al Sol. ¿Qué nos dice esto sobre sus densidades relativas?

			[image: imagen] [17.8] Establezca este resultado, suponiendo que toda la masa está concentrada en el centro de la esfera.

		  [image: imagen] [17.9] Demuestre que este resultado sigue siendo cierto con toda generalidad, independientemente de cuán grande sea o qué forma tenga la corteza circundante de partículas estacionarias, y de cuál sea la distribución de masa.

			[image: imagen] [17.10] Explique por qué.

	  
	  
			[image: imagen] [18.1] Encuentre C explícitamente para cada uno de los tres casos E4, M y |M. Sugerencia: Considere cómo va a actuar C sobre v, j, h y z. Modifique la conjugación compleja estándar con signos en los casos M y |M.

			[image: imagen] [18.2] ¿Puede ver por qué?

			[image: imagen] [18.3] Confírmelo en este caso examinando explícitamente las matrices 434 del álgebra de Lie.

			[image: imagen] [18.4] Explique más detalladamente esta acción del grupo de Poincaré.

			[image: imagen] [18.5] (i) ¿En qué circunstancias es posible que un elemento 3-plano h contenga a su normal h, en M? (ii) Demuestre que existen dos familias distintas de 2-planos que son los complementos ortogonales de sí mismos en CE4, pero ninguna de estas familias sobrevive en M. (Estos 2-planos complejos denominados «autodual» y «antiautodual» tendrán considerable importancia más adelante; véanse §32.2 y §33.11).

			[image: imagen] [18.6] Demuestre todo esto. Sugerencia: Resulta útil utilizar coordenadas x, y y w, donde w=(t–z–1/l)Œ„l=(1–t–z)/Œ„l.

		  [image: imagen] [18.7] Demuestre por qué las líneas rectas hiperbólicas se representan por rectas en el caso «Klein» y por círculos que cortan la frontera ortogonalmente en el caso «Poincaré», indicando mediante el uso de un «salto de signatura» por qué este segundo caso es, de hecho, conforme.

			[image: imagen] [18.8] Utilice un argumento de «salto de signatura» para ver por qué sumar longitudes en geometría hiperbólica debería dar lugar a la fórmula de adición que se está utilizando aquí, a saber (u+v)c/(1+uv), para «sumar» velocidades uc, vc en la misma dirección espacial. Considere la suma de longitudes de arco alrededor de un círculo o una esfera, siendo la «velocidad» correspondiente a cada longitud de arco la tangente del ángulo que subtiende en el centro.

		[image: imagen] [18.9] Justifique esta afirmación; demuestre la equivalencia de las dos fórmulas mostradas antes.

			[image: imagen] [18.10] Trate de reconstruir en detalle un

			
			
			
			
			
			
			
			
			
      
		 
         
      
			
			
	  

			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
	  
	  
			
			
			
		  
		
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		
		  
			
	  
	  
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
		  
			
		
			
			
		  
			
	  
	  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
	  
	  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
	  
	  
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
		  
		
			
			
			
			
			
		  
			
	  
		 
		 
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
	  
	  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
	  
	  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
	  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
			
			
		  
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			

	  

	
		

					[*] Esto se denomina una «clase de equivalencia» porque realmente es una clase de entidades (que, en este caso concreto, son pares de números enteros), cada uno de cuyos miembros se considera equivalente, en un sentido específico, a cada uno de los demás miembros.

					[*] Las notas, indicadas en el texto mediante superíndices, se recogen al final de cada capítulo.


					[*] El día 1 de abril es en el mundo anglosajón el equivalente al Día de los Inocentes. (N. del T.)


			[*] «Permite» se refiere simplemente a lo que sucede cuando las nociones de la presunta «geometría cuántica» apropiada cristalizan en un espaciotiempo clásico.
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