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Prologo

Este libro esta dirigido a los estudiantes que estdn finalizando sus estudios secundarios y que van a ingresar
a alguna carrera universitaria en la cual cursardn asignaturas como Algebra, Matematica, Anélisis
Matematico y Logica.

El ingresante a la universidad muchas veces desconoce qué nivel tiene en matematica, es decir, no sabe
cuanto sabe de matematica. Es por ello que se pensé en escribir este libro con nueve capitulos que podran ser
de utilidad tanto para ellos como para los docentes que se encuentran en el aula, principalmente para los
ultimos afos de secundario y primeros afios de universidad.

El recorrido por Algebra, Analisis Matemdtico y Légica hace que el estudiante tenga una visién integral de
la matematica, pueda relacionarla y ademas aplicarla en todas las situaciones problematicas del mundo real.

En todos los capitulos, se desarrollan conceptos tedricos con ejercicios practicos y problemas para su
resolucion. Se utiliza en algunos casos la aplicacién GeoGebra para las representaciones graficas, siendo
conveniente su uso para un mejor aprendizaje de los contenidos.

Finalizado cada capitulo, se presenta una autoevaluacién con diez ejercicios, de modo de que el estudiante
pueda determinar y evaluar cuanto aprendio sobre los objetos matematicos estudiados.

Mientras recorrés el libro en cada uno de los capitulos, podés utilizar inteligencia artificial (IA) en modo
tutor para orientarte o complementar tu aprendizaje. Con solo introducir las reglas indicadas, se permitira
transitar por los contenidos segtn el nivel nulo, bajo, intermedio o alto de cada estudiante para asi poder
incorporar diferentes miradas de un concepto o de una situacién matematica.

Espero que sea de utilidad para toda la comunidad educativa, tanto para docentes que necesitan preparar
aceleradamente a futuros egresados del nivel medio, como también a estudiantes que por sus propios medios

desean incorporar mas conocimientos matematicos a la hora de comenzar una carrera universitaria.

iiMuchas gracias!!

Profesor Dario Rubi Retegui



Capitulo 1

Polinomios

El dlgebra es una de las ramas de la matematica que nos permite resolver situaciones problematicas de la vida
real a través de expresiones algebraicas.

Una expresion algebraica es la combinacién de numeros y letras mediante operaciones matematicas.

Un polinomio es una expresion algebraica de la forma:
P(x) = ag +a;x+ a, x2 + a3x3 + -+ a,x"

La variable "x" recibe el nombre de “indeterminada’, y los numeros ao, a1, az, ..., a, € R son los coeficientes
del polinomio P(x). Dicho polinomio estd en funcién de la variable "x".

El término "a,x™" se utiliza para expresar en forma general, siendo que la letra “n” puede adoptar cualquier
numero N incluyendo el 0. (n € Ny).

Suponiendo que el coeficiente "a,” sea distinto de cero, decimos que ese polinomio tiene como coeficiente
principal "a,” yla letra "n” indica el grado del polinomio (gr).

Al coeficiente "a,", al no estar acompafado de la variable, lo denominamos “término independiente”
Al término "a;X se lo conoce como “término lineal”.

Cuando un polinomio se compone por diferentes letras, se debe identificar cual es la variable del polinomio.

Las demas letras seran consideradas constantes o parametros.

Ejemplos:

J(x) = 12x3 — 2x2 + 3x — 24 T(m) = —4m +
término independiente: - 24 término independiente: %
coeficiente principal: 12 coeficiente principal: -4
término lineal: 3x término lineal: —4m
grado: 3 grado: 1



L(n)=6n—§n2+5n3—;n4 D(r)=—E

8
o . e . 5
término independiente: 0 término independiente: — 3
. L. 3 . . 5
coeficiente principal: — 5 coeficiente principal: — 3
término lineal: 6n término lineal: no existe
grado: 4 grado: 0

Si un polinomio tiene todos los términos desde el mayor grado hasta el término independiente, se dice que el
polinomio esta completo, de lo contrario es un polinomio incompleto.

(x) = 8x3 —x+>—6x2 Polinomio completo.
> p

T(x) = x3 + 2x — E Polinomio incompleto, falta el término de "x2".

Para que este ultimo polinomio esté completo, debemos agregar el término faltante con coeficiente 0.
2 . . .
T(x) =x3+2x — P 0x? Ahora el polinomio T(X) esta completo.
Cuando todos los coeficientes son iguales a 0, el polinomio se denomina “polinomio nulo”.

Dos polinomios son iguales cuando ambos contienen los mismos coeficientes, en los mismos términos.

Ejemplo:
TS P E P e

Dos polinomios son opuestos cuando los coeficientes de los mismos términos son opuestos, es decir,

cambiados de signo.

Ejemplo:
P =2 -Sax-20 y —RO)~ i xe

Dos polinomios son semejantes cuando ambos tienen los mismos términos con coeficientes iguales o

diferentes, no pudiendo ser todos ellos iguales.

Ejemplo:

P(X):4X2_7+4X—5X3 y Q(X):—3X3 +X_§+2X2

«_ »

Cuando nos referimos a los “mismos términos” decimos que ambos polinomios tienen iguales potencias de “x

Al polinomio que tiene un dnico coeficiente diferente de cero, lo llamamos “Monomio”.

4
P(x) = §x3
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Al polinomio que tiene solo dos coeficientes diferentes de cero, lo llamamos “Binomio”.
P(x) = —3,8x + x?2

Al polinomio que tiene solo tres coeficientes diferentes de cero, lo llamamos “Trinomio”
5 4 .
P(x) = ~2 + 7,68x — 7 X
Al polinomio que tiene solo cuatro coeficientes diferentes de cero, lo llamamos “Cuatrinomio”

2
P(x) = ~z + x—0,23x% — 3,4x3

I.  Dados los siguientes polinomios:

1. Indicar el grado (gr.).

2. Indicar el término independiente (t.i.).
3. Indicar el término lineal (t.1.).

4. Indicar el coeficiente principal (c.p.).

Sugerencia: en caso de encontrar mas de una letra, se debe identificar la variable correspondiente del polinomio.

Polinomios gr. ti. tl. c.p.

P(x) = 8x3—12x%y? + 6xy — y

5
J(m) = 2m3 — My + 0,8y

4
T(x) = x(—2x3) + S 12

L(t) = (2t + 3y)?

R(x) = (x3 — 9x)+(45 — 5x?)

Q(y) = 24b — 12b3y + 9y?

II.  Determinar silos polinomios estan completos o incompletos, y completarlos en caso de ser necesario.

1. P(x)=-0,3x%—x
2. Q(x)=—-2x —%xz -7

2
3. T(m) :%—% -m?

4. L(x) =8—x—cx?
5. J(x) =3,45—4,37x% —x
6. M(n)= Z + 4n3

Los polinomios pueden estar ordenados en forma creciente, es decir, desde el término independiente hasta el

término que contiene el coeficiente principal (grado mas alto).

11



O bien en forma decreciente, desde el término que contiene el grado mas alto hasta el término independiente.

Ejemplo:
P(x) =43x3—x+ % Ordenado en forma decreciente e incompleto.
Qx)=—-4+ gx 4+ 9x% —x3  Ordenado en forma creciente y completo.
III.  Ordenar en la forma indicada, completando si es necesario los siguientes polinomios:

Iv.

VI

. R(x) = x — 3,4x3 Decreciente

Q(b) = (2a+b)(2a + b)(2a + b) = (2a + b)® Decreciente

. Z(x) = 2,4x®> — 4 Creciente

L(x) =74x —x3+ gxz + 0 Decreciente
F(r) =2r?—12r +Z Creciente

Escribimos polinomios...

. Un polinomio de grado 3, incompleto, coeficiente principal 0,4 y término independiente v'2.

. Un polinomio de grado 5, completo, coeficiente principal igual al del término lineal g y que el

término independiente sea un numero entero.

Un polinomio incompleto de grado 2, coeficiente principal igual al término independiente.

4. Un trinomio incompleto de grado 5, cuyos términos tengan todos los exponentes impares, y su

el ol

. L . . . 1
coeficiente principal sea negativo, menor que -1 y fraccionario, excluyendo el — .

Un polinomio opuesto al formado en el inciso 3).

Marcar con una cruz (X) las expresiones que no son polinomios. Justificar, identificando la variable
de cada polinomio.

3,2m3n?z

2a’b — 3m
2
X
4(ab?) + 6m?n

m3 6

2m m

— 3x?

Elegir la/las alternativas, dado el polinomio Q (b) = bt3 + bt? — szt + b3

Esta completo y ordenado decrecientemente.
El grado del polinomio es 4.

El término independiente es nulo.

Esta incompleto y no estd ordenado.

12



Esta completo y desordenado.
El coeficiente principal es 1.

5
El término lineal es: — " b?t

El grado del polinomio es 3.

Y ® N aw

Funcidén polinomica

Ninguna de las alternativas anteriores es correcta.

Todo polinomio define una funcién polinémica, interpretada como la relacién entre dos variables, una

independiente y otra dependiente.

f(X) =ap+ a1x1 + a, x? + a3x3 + o+ a,x"

Como podemos observar, la expresion algebraica de una funcién polinémica es un polinomio.

Las funciones polinémicas son muy utilizadas en el armado de modelos matematicos en las areas de

economia, finanzas, fisica, ingenieria, biologia, etc.

Con la aplicacién GeoGebra, podras graficar las funciones polindmicas. Algunos ejemplos. @

= GeoGebra

1
O f:y:x571x273x+1

)
s O g(x) = 3x*-9x
&
@ = 7% R+7
m + Entrada...
B
&0

AJ Calc. Grafica ~

h(z) =

==

X

\y23¢5673910n121§\
1

L]

g@@) = Ba* <9k

1

) =P 1 — 2 B a1
fla RiE .

Escribir y graficar polinomios de diferentes grados mediante calculadora grafica de GeoGebra.

Adicion de polinomios

Se procede sumando todos los coeficientes que acomparian a la variable con un mismo exponente.

Ejemplo:
2
P(x) =x— §x3 + 2x?

2
R(x) =§+ 3x — 5x3

P(x) + R(x) =

13



Para facilitar la operacién de suma de dos polinomios, vamos a ordenar y completar en forma decreciente los
polinomios y luego sumamos los coeficientes, manteniendo la variable con su exponente correspondiente

para cada uno de los términos.

Ordenamos y completamos de forma decreciente

P(x) = —§x3 +2x24+x+0 grado3

R(x) = —5x3 + 0x2 + 3x +§ grado 3

Sumamos P(x) + R(x) = —gx3 + 2x?% + 4x +§

En este ejemplo, observamos que la suma de dos trinomios nos da como resultado un cuatrinomio de grado 3.

El polinomio resultante adopta el mayor grado de los polinomios que se estdn sumando, siempre que no se
cancelan los términos de mayor grado. Para el caso los dos polinomios son de grado tres y no se cancela

ningun término.

Ahora vamos a analizar la suma de dos polinomios de diferentes grados.

Dados los polinomios
P(x) =3,4x3 -2
Q(x) =45x%+x

Ordenamos y completamos de forma decreciente

P(x) = 3,4x3% + 0x? + 0x — 2 grado3
Q(x) = 0x3+4,5x> + x + 0 grado2

Sumamos P(x) + Q(x) = 3,4x3 + 4,5x% + x — 2

Sumamos dos binomios incompletos de diferentes grados y obtenemos un cuatrinomio de grado 3, es decir
que el grado del polinomio resultante estard dado por el mayor grado de los binomios.
A) Dados los polinomios:

2
J(x) =x2—§+3x3—2x

3
T(x) = gx‘* + 4x3 — 2x + 5x°

(b)—3b3 b2+ b 6
Q 4 5

Z(b)—4b2+4 b+5b3
B 7 6
5 4
— 4 _ 2 43
S(x) = 4x 2* + x 37X

14



Calcular las siguientes adiciones.

. J(x)+Tx) =

2. Qb)) +Z(b) =

3. T(x)+J(x) =

4. T(x)+Skx) =

5. S() +J(x) =

6. [SC)+T)]+](x) =

7. (TG +JOT + [-S(0)] =
8. J)+TM)]+Skx)=

Realizadas las sumas, responder y completar:

La adicién cumple la propiedad conmutativa (SI/NO). Indique los incisos en que se da dicha propiedad:

La suma como operacién cumple con la propiedad asociativa (SI/NO). Indique los incisos en que se
demuestra dicha propiedad: ........ccccceeueueunnne.

Resta o diferencia de polinomios

Para la resta de polinomios, seguimos los mismos pasos que para la adicién, es decir, ordenamos y
completamos los polinomios que vamos a restar, y luego efectuamos la resta de los coeficientes que
acompainan a la variable con sus respectivos exponentes.

Ejemplo:
P(x) = gxz — % + x Minuendo
Q(x) =x3— % + 2x?  Sustraendo

Ordenamos y completamos de forma decreciente.

P(x)=0 TP S
xX) = Ux Sx X 7

4
Q(x)=x3+2x2+0x—7

Restamos P(x) — Q(x) = —x3 — gxz +x +§

En este ejemplo particular, de la resta de dos trinomios, se obtiene un cuatrinomio de grado 3, adaptandose

el grado mds alto de los polinomios que se restan, siempre que no se cancele el término de mayor grado.

En este caso el mayor grado lo tiene el sustraendo, y son polinomios de grados diferentes.

15



B) Hallar el resultado de las siguientes operaciones de resta, con los polinomios dados.

2
A(x) = 3,4x* — x3 + gxz -56

3
B(x) = 4,3x3 + X

2
C(x) =9x% —2x3 + =

5
D(b) = b3 > b2+3b
- 7 5
F(b) = 1b4 5b + 1b2
3 3
Calcular las siguientes restas:
1. A(x)—B(x) =
2. B(x)—C(x) =
3. F(b)—D(b) =
4. D(b) —F(b) =

5. [A(x) = COO] = [B(X)] =
6. [B(x) —C)] —[A()] =

Realizadas las restas, responder y completar:

En la resta de polinomios, se cumple la propiedad conmutativa (SI/NO). Indicar los incisos en los cuales se
verifique. .....ccceveccreinencnen.

En la resta de polinomios, se cumple la propiedad asociativa (SI/NO). Indicar en cuales de los incisos se
comprueba tal propiedad. .........ccceevevenneeee.

C) Completar los siguientes polinomios de acuerdo a las operaciones presentadas.

1)
P(x) =2x*—. .......x3+4x*—. ... x+6
Q(x) = v xt +3x3— 2+ 20—
5 1
P(x)+Qx) = Ex‘* + 5x3 + 0x2 — 2%~ 9
2)
12
T(b) = —b3+......b2 = 3b + =
2 1
_ 3_%32 _ 3
M(b) = ab® = 2b2 = b=

T(b) + M(b) = —<b3 — b? —§b+ 3
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3)

3
L(x) = —x>+ 7x4—. e X3+ 2024 .. x — 15
Z(x) = ..x5+. ooxt+x3 = 3x2—. . ..x+3
1
R(x) = Exs + 4x* — €x3—. e X2 X
2 3
[L(x) + Z(x)] — [R(x)] = 0x> — 3x* + 0x3 — gxz — X +6

Multiplicacion o producto de polinomios

Si a un polinomio se lo multiplica por un nimero real, se aplica la propiedad distributiva, realizando el
producto de cada uno de los coeficientes del polinomio por el nimero real dado.
Ejemplo:
P(x) = —2x3 + x2 —§+x
1 — 1 9,34 ,2_3
2P(x)—z( 2x° +x° = -+ Xx)

CP(x) = —xP4-x2 -4 2x
2 2 4 2

El polinomio resultante de grado 3 es la mitad del polinomio P (x).

Cuando tenemos que multiplicar un polinomio por otro polinomio, ya sea monomio, binomio etc., se sugiere
completar y ordenar en forma decreciente el polinomio multiplicando. El multiplicador no es necesario

completarlo ni ordenarlo.
Ejemplo:

P(x) = 2x* —3x3 + %xz —% Multiplicando

Q(x) = sz — 3 Multiplicador

4 2
P(x) =2x*—3x34+=-x%—=
(%) x X+ 3
() =25t -3
xX) =—x%—
¢ 4
multiplico por -3 —6x* +9x3 _%xz + 0x + 2
multiplico por %x2 2x6 — x5 4 xt = 2x2
4 2 4 6

5, 15 | . s 97
P(x).Q(x)zEx — 7 —5x* + 9x —30% + 0x + 2
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Primero multiplico por -3, luego multiplico por sz, y asi sucesivamente con todos los términos del

polinomio multiplicador.
Sumando todas las expresiones, obtenemos el producto de los polinomios.

Como podemos ver, es similar a una multiplicacién de nimeros R, pero aqui debemos tener en cuenta que, al

multiplicar la variable del polinomio ("x" en este caso), los exponentes se suman, ya que sus bases son iguales.

D) Dados los polinomios P (x), Q(x) y R(x). Realizar el producto.

PG) = 2x% —x 42
x—zx X 4

Q(x) = 4x? — 3x —g

3
R(x) =Zx+8

Calcular los siguientes productos:

1. P(x).Q(x) =
2. R(x).P(x) =
3. Q(x).R(x) =
4. Q(x).P(x) =

5. [R(x). P(0)]. [P(x).Q(x)] =
6. [Q(x).R(x)].P(x) =
7. [P().QM)].R(x) =

Realizadas las multiplicaciones, responder y completar:

En la multiplicacién de polinomios, se cumple la propiedad conmutativa (SI/NO). Indicar en los incisos en
que se plantea dicha propiedad: ...................

En la multiplicacién de polinomios, se da la propiedad asociativa (SI/NO). Indicar los incisos en los que se
verifique dicha propiedad: .........ccceuueee.

Estamos en condiciones de realizar las tres operaciones estudiadas hasta el momento: suma, resta y
multiplicacién.

E) Teniendo en cuenta los tres polinomios anteriores, calcular.

1. P(x)+Q(x)+Rx) =
2. Q(x)—R(x).P(x) =
3. [R(x) +P()].R(x) =
4. [Rx)]?—Px) =
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