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Prefácio

Este livro apresenta de forma rigorosa, mas também clara, os principais resultados trabalhados em um primeiro curso de Álgebra Linear. Ele foi escrito de modo que se apresente autossuficiente do ponto de vista lógico, mas é importante destacar que um curso de Álgebra Linear ocorre geralmente após um curso de Álgebra Vetorial e Geometria Analítica (há várias denominações para um curso de “vetorial”), disciplina esta que introduz o conceito de vetor em  [image: R_1]2  e  [image: R_1]3 . 

Tendo por objetivo que este seja o livro-texto para um primeiro curso de Álgebra Linear, e mais, que a leitura desse texto  prepare os discentes para o estudo de textos avançados e para novos desafios em termos de pós-graduação, buscou-se desenvolver a teoria de maneira suave. Assim, a escrita deste livro apresenta-se de modo a evitar saltos, descontinuidades ou até mesmo resultados cuja teoria anteriormente desenvolvida no texto não seja suficiente para justificá-los. O livro é constituído de cinco capítulos. O Capítulo 1 apresenta de forma sucinta conceitos preliminares, sendo eles a estrutura algébrica denominada corpo, conceito este que é abordado com detalhes em disciplinas de Álgebra Abstrata, e o conjunto dos números complexos. Destacamos que a pesar de o termo corpo ser possivelmente novo para discentes de um primeiro curso de Álgebra Linear, estes já estão familiarizados com os conjuntos dos números racionais, reais e complexos, exemplos de corpos.

O Capítulo 2 dedica-se à iniciação dos discentes na Álgebra Linear, por assim dizer, a partir da definição, propriedades e  resultados referentes aos espaços vetoriais. Este apresenta-se como um dos mais importantes momentos, não apenas por ser o inicial, mas por apresentar-se como ótima oportunidade para quebra de paradigmas, e mostrar que muitos conteúdos estudados pelos discentes encontram-se presentes nesta “nova” teoria. Também, mostrar como conjuntos cujos elementos são tão distintos apresentam o mesmo comportamento dentro em certas circunstâncias e, por satisfazer as condições de certa “estrutura”, são chamados pelo mesmo nome, vetores.

No Capítulo 3 estudamos as transformações lineares, funções cujo domínio e o contradomínio são espaços vetoriais e que preservam as operações de adição de vetores e a multiplicação de um vetor por um escalar. Destacamos três seções neste capítulo: a primeira apresenta os conceitos de núcleo e imagem, levando ao Teorema do Núcleo e da Imagem e suas consequências; a segunda trata do conceito de isomorfismo sendo este responsável por justificar a seguinte frase – “a menos de isomorfismo, existe um único espaço vetorial de dimensão finita”; e a terceira trabalha com o conceito de matriz de uma transformação linear, estando este presente em boa parte do restante da teoria a ser aqui desenvolvida.

O Capítulo 4 apresenta os autovalores e autovetores de um operador linear e, consequentemente, de uma matriz quadrada, bem como a aplicação destes na obtenção de uma das formas canônicas, a diagonalização. Na sequência apresentamos uma caracterização de operadores diagonalizáveis, o Teorema de Cayley-Hamilton e o Polinômio Minimal, temas importantes para a obtenção de outras formas canônicas, a exemplo da Forma de Jordan.

O Capítulo 5 traz o estudo do produto interno, uma função que associa a pares de vetores um escalar. Esta função generaliza o produto escalar, tema estudado na disciplina Álgebra Vetorial e Geometria Analítica. Da definição de produto interno, conceitos como norma, distância, ângulo e ortogonalidade podem ser estendidos a espaços vetoriais arbitrários, tornando tal estrutura algébrica mais rica e passível de aplicações.

Ao final dos capítulos 2, 3, 4 e 5 foram incluídas extensas listas de exercícios, com gradual variação no nível de dificuldade, dos quais a maioria destina-se à fixação da aprendizagem e uma pequena parte ao complemento da teoria. Alguns dos exercícios foram extraídos dos livros citados nas Referências Bibliográficas.

Agradeço aos vários discentes dos cursos de licenciatura em Matemática, licenciatura em Física e Engenharia de Computação do Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia da Paraíba (IFPB), campus Campina Grande, que experimentaram versões preliminares deste texto. Suas contribuições, apontando imprecisões e sugerindo melhorias, foram de grande valia e certamente estão presentes no texto. Devido ao número de discentes, opto por não citá-los nominalmente para não pecar por omissão.
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Preliminares

Neste capítulo apresentamos de forma sucinta a estrutura algébrica denominada corpo, a qual será utilizada no conceito de espaço vetorial, o conjunto  dos números complexos e algumas de suas propriedades. Não apresentamos a demonstração da maioria dos resultados enunciados nesse capítulo, ficando a cargo do leitor tal tarefa.
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1.1 Corpo

1.2 Corpo dos Números Complexos

[image: LINHA2]

1.1 Corpo

Definição 1.1.1. Seja  [image: K_1]  um conjunto não vazio e suponhamos que estejam definidas sobre 𝕂 duas operações

 

[image: Formula_1]

 

∀ x, y ∈ K, denominadas, respectivamente, adição e multiplicação. Diz-se que o conjunto [image: K_1] é um corpo em relação a estas operações ou que estas operações definem uma estrutura de corpo sobre o conjunto  [image: K_1]  se, e somente se, satisfaz os seguintes axiomas:

 

A1) a + b = b + a, ∀ a, b ∈  [image: K_1]   (Comutatividade)

A2) a + (b + c) = (a + b) + c, ∀ a, b, c ∈  [image: K_1]    (Associatividade)

A3) Existe um elemento em  [image: K_1] , denotado por 0 e chamado de elemento neutro da adição, tal que

0 + a = a + 0 = a, ∀ a ∈  [image: K_1] 

A4) Para cada a ∈ K, existe um elemento em  [image: K_1] , denotado por −a e chamado de oposto de a (ou inverso aditivo de a, ou simétrico aditivo de a), tal que

a + (−a) = (−a) + a = 0, ∀ a ∈  [image: K_1] 

 

M1) a · b = b · a, ∀ a, b ∈ [image: K_1]  (Comutatividade)

M2) a · (b · c) = (a · b) · c, ∀ a, b, c ∈  [image: K_1]   (Associatividade)

M3) Existe um elemento em  [image: K_1] , denotado por 1 e chamado de elemento neutro da multiplicação, tal que

1 · a = a · 1 = a, ∀ a ∈  [image: K_1] 

M4) Para cada a ∈  [image: K_1] , existe um elemento em  [image: K_1] , denotado por a−1 e chamado de inverso de a (ou inverso multiplicativo de a, ou simétrico multiplicativo de a), tal que

a · a−1 = a−1 · a = 1, ∀ a ∈  [image: K_1] 

D) a · (b + c) = a · b + a · c e (a + b) · c = a · c + b · c, ∀ a, b, c ∈  [image: K_1]  (Distributividade)

Denotamos o corpo  [image: K_1]  com as operações + e · por ( [image: K_1] ,+,·). Indicaremos, como é feito usualmente, o produto a · b ∈  [image: K_1]  simplesmente por ab.

Exemplo 1

O conjunto dos números inteiros Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} não é corpo.

Exemplo 2

O conjunto dos números racionais Q = [image: Exemplo_2] é de corpo em as operações usuais.

Exemplo 3

O conjunto dos números reais [image: R_1] é um corpo em as operações usuais.

1.2 Corpo dos Números Complexos

Consideremos o corpo [image: R_1] dos números reais e seja C = R×R = {(a, b)| a, b ∈ R}, ou seja, C é o produto cartesiano do conjunto [image: R_1] por si mesmo. Dados (a, b), (c, d) ∈ ℂ e α ∈ R, definimos a igualdade por

 

(a, b)  =  (c, d)  ↔  a = c  e b = d

e a multiplicação por um número real por

α(α b) = (αα,αb)

 

Definição 1.2.1. O conjunto dos números complexos é o produto cartesiano C, no qual estão
definidas as seguintes duas operações:

 

1. Adição:

+  :  ℂ × ℂ →  ℂ

((a, b), (c, d)) → (a + c, b + d)

∀ (a, b), (c, d) ∈ ℂ.

 

2. Multiplicação:

· :  ℂ × ℂ →  ℂ

((a, b), (c, d)) → (ac − bd, ad + bc)

∀ (a, b), (c, d) ∈ C.

 

Usualmente denota-se cada elemento (a, b) ∈ ℂ por z, portanto:

 

z ∈ ℂ  ⇔  z  =  (a, b) sendo a, b  ∈ R

 

Teorema 1.2.1

As operações de adição e multiplicação definem uma estrutura de corpo sobre o conjunto ℂ, ou seja, satisfazem os seguintes axiomas:

 

A1) Comutatividade                                 M1) Comutatividade

A2) Associatividade                                 M2) Associatividade

A3) Existência do elemento neutro           M3) Existência do elemento neutro

A4) Existência do elemento simétrico        M4) Existência do elemento inverso

D) Distributividade

 

Demonstração.

A1) Sejam z1 = (a, b), z2 = (c, d) ∈ ℂ, temos que

 

z1 + z2 = (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) = (c + a, d + b) = (c, d) + (a, b)

= z2 + z1

 

A2) Sejam z1 = (a, b), z2 = (c, d), z3 = (e, f) ∈ ℂ, temos que

 

[image: Formula_4]

A3) Sendo z = (a, b) ∈ C, mostremos que existe (aι, bι) ∈ C tal que (a, b) + (aι, bι) = (a, b). De fato,

 

[image: Formula_5]

 

Portanto, existe um elemento em ℂ, a saber 0z = (0, 0), chamado de elemento neutro da adição, tal que

 

z + 0z = z,  , ∀ z ∈ C

 

A4) Sendo z = (a, b) ∈ ℂ, mostremos que existe (aι, bι) ∈ C tal que (a, b) + (aι, bι) = (0, 0). De fato,

 

[image: Formula_6]

 

Portanto, existe um elemento em C, a saber −z = (−a,−b), chamado de simétrico ou inverso aditivo de z = (a, b), tal que

 

z + (−z) = 0z,  , ∀ z ∈ C

 

M1) Sejam z1 = (a, b), z2 = (c, d) ∈ C, temos que

 

z1 · z2 = (a, b) · (c, d) = (ac − bd, ad + bc) = (ca − db, cb + da) = (c, d) · (a, b)

= z2 · z1

 

M2) Sejam z1 = (a, b), z2 = (c, d), z3 = (e, f) ∈ C, temos que

 

z1 · (z2 · z3) = (a, b) · [(c, d) · (e, f)] = (a, b) · (ce − df, cf + de)

=  (a(ce − df) − b(cf + de), a(cf + de) + b(ce − df))

=  ((ac − bd)e − (ad + bc)f, (ac − bd)f + (ad + bc)e)

=  (ac − bd, ad + bc) · (e, f) = [(a, b) · (c, d)] · (e, f)

=  (z1 · z2) · z3

 

M3) Sendo z = (a, b) ∈ C, mostremos que existe (aι, bι) ∈ C tal que (a, b) · (aι, bι) = (a, b). De fato,

 

[image: Formula_7]

 

Multiplicando a primeira equação por − b/a e somando a segunda equação, obtemos

 

[image: Formula_8]

[image: Formula_9]

 

Portanto, existe um elemento em ℂ, a saber 1z = (1, 0), chamado de elemento neutro da multiplicação ou elemento unidade para a multiplicação, tal que

 

z + 1z = z, , ∀ z ∈ ℂ

 

M4) Sendo z = (a, b) ∈ ℂ, z ≠ 0z, mostremos que existe (aι, bι) ∈ ℂ tal que (a, b) · (aι, bι) = (1, 0). De fato,

 

[image: Formula_10]

 

Multiplicando a primeira equação por − b/a e somando a segunda equação, obtemos

 

[image: Formula_11]

 

Portanto, existe um elemento em ℂ, a saber z−1 = [image: Formula_pequena_1], chamado de inverso ou inverso multiplicativo, tal que

 

z · z−1 = 1z, , ∀ z ∈ C

D) Sejam z1 = (a, b), z2 = (c, d), z3 = (e, f) ∈ ℂ, temos que

z1 · (z2 + z3) = (a, b) · [(c, d) + (e, f)] = (a, b) · (c + e, d + f)

=  (a(c + e) − b(d + f), a(d + f) + b(c + e))

=  (ac + ae−bd − bf, ad + af+bc + be)

=  ((ac − bd) + (ae − bf), (ad + bc) + (af + be))

=  (ac − bd, ad + bc) + (ae − bf, af + be)

=  (a, b) · (c, d) + (a, b) · (e, f)

= z1 · z2 + z1 · z3

 

De forma análoga, mostra-se que (z1 + z2) · z3 = z1 · z3 + z2 · z3.

 

Assim, todo elemento de ℂ passa a ser chamado de número complexo e denotamos o corpo dos números complexos por (C,+, ·). Como é usual, por muitas vezes simplificaremos a notação do produto denotando simplesmente por z1 z2 em vez de z1 · z2.

Consideremos agora o subconjunto Rι = {(a, b) ∈ ℂ| b = 0} ⊂ ℂ, que é um corpo, e a aplicação

 

f  :  [image: R_1]  →  Rι

a  →  (a, 0)

 

ou seja, a aplicação que associa cada a ∈ [image: R_1] ao par (a, 0) ∈ Rι. Se a, b ∈ [image: R_1], temos que

 

f(a + b)  =  (a + b, 0)  = (a, 0)  +  (b, 0)  =  f(a)  +  f(b)

 

e

 

f(ab)  =  (ab, 0)  =  (a, 0)  ·  (b, 0)  =  f(a)  ·  f(b)

 

o que nos permite identificar1 o corpo dos números reais [image: R_1] com o corpo Rι, donde obtemos

 

a = (a, 0)  ,  ∀ a ∈ R

 

ou seja, escrevemos a no lugar de (a, 0) ou vice-versa. Consequentemente, podemos considerar [image: R_1] com um subconjunto de ℂ.

Definição 1.2.2. Chamamos de unidade imaginária, e denotamos por i, o número complexo (0, 1).

Notemos que

 

i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1

 

Dado um número complexo z = (a, b), temos

 

z = (a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1)

= a + bi

 

Portanto, todo número complexo z = (a, b) pode ser escrito como z = a + bi, com a, b ∈ [image: R_1] e i2 = −1.

De agora em diante, representamos todo z ∈ ℂ por z = a + bi, com a, b ∈ R, e esta representação é

chamada forma algébrica de z. Assim,

 

ℂ = {a + bi; a, b ∈ R}

 

Para z = a + bi ∈ ℂ temos a seguinte notação:

• a é chamado parte real de z e denotado por Re(z);

• b é chamado parte imaginária de z e denotado por Im(z).

Logo, z = Re(z) + Im(z)i. Quando a = 0 e b ≠ 0, z = bi é chamado imaginário puro.

Considerando os números complexos na forma algébrica, obtemos as seguintes fórmulas para operar:

 

1. (a + bi) + (c + di) + (a + c) + (b + d)i

2. −(a + bi) = −a − bi

3. (a + bi) · (c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i

4. Se (a + bi) ≠ 0, então

 

[image: Formula_12]

 

A expansão formal do produto no primeiro membro de 3 pode ser realizada como se os binômios fossem reais, utilizando a substituição i2 = −1.

 

Definição 1.2.3. Chama-se conjugado de z = a + bi ao número complexo [image: z_1] = a − bi. 

 

O resultado a seguir apresenta propriedades importantes dos conjugados dos números complexos.

Teorema 1.2.2

Dados z, z1, z2 ∈ ℂ , temos:

 


				
					
					
				
				
					
							
							1. z = z.

						
							
							4. z + z = 2 Re(z).

						
					

					
							
							2. z1 + z2 = z1 + z2. 

						
							
							5. z − z = 2 Im(z).

						
					

					
							
							3. z1 · z2 = z1 · z2.

						
							
							6. z · z ≥ 0, e z · z = 0 ⇔ z = 0.

	
					

				
			

Corolário 1.2.3

Dados z, z1, z2 ∈ ℂ , temos:

 


				
					
					
				
				
					
							
							1. −z = −z.

						
							
							4. Se z2 ≠ 0, então [image: Pequena_formula_2_z]

						
					

					
							
							2. z1 − z2 = z1 − z2. 

						
							
							 

						
					

					
							
							3. Se z ≠ 0, então z−1 = z−1.

						
							
							 

	
					

				
			

Definição 1.2.4. Chama-se módulo ou valor absoluto de um número complexo z = a + bi ao número real não negativo

 

[image: Formula_13]

 

Se z é um número real, então o módulo de z, pela Definição  1.2.4, coincide com o valor absoluto de z como elemento de R, pois [image: Formula_pequena_2]

Apresentamos no resultado a seguir propriedades importantes do módulo de números complexos.

 

Teorema 1.2.4

Dados z, z1, z2 ∈ ℂ, temos:

 


				
					
					
				
				
					
							
							1. |z| ≥ 0.

						
							
							4. |z1 · z2| = |z1| · |z2|.

						
					

					
							
							2. |z| = 0 ⇔ z = 0. 

						
							
							5. Re(z) ≤ | Re(z)| ≤ |z|.

						
					

					
							
							3. |z| = |z|.

						
							
							6. Im(z) ≤ | Im(z)| ≤ |z|.

						
					

				
			

Teorema 1.2.5: Desigualdade Triangular

Se z1, z2 ∈ ℂ, então |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|.


 

Do exposto, temos que z · [image: z_1] = a2 + b2 pode ser reescrito como z · [image: z_1] = |z|2. Essa igualdade nos permite calcular z−1 (z ≠ 0) e [image: Z_2] (z2 ≠ 0) da seguinte forma:

 

[image: Formula_14]

 

Portanto, para calcular [image: Z_2], basta multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.

 

Definição 1.2.5. O plano complexo é o conjunto das representações de todos os números complexos z = a + bi ∈ ℂ pelos pontos P(a, b) ∈ [image: R_1]2.

 

[image: Grafico_1]

O plano complexo é também chamado de Plano de Argand-Gauss2 3 ou, simplesmente, Plano de Gauss. O eixo Ox é chamado eixo real, o eixo Oy é chamado eixo imaginário e o ponto P é chamado afixo de z. Por meio do plano complexo, o número complexo z = a + bi é identificado com o ponto (a, b) ou com o vetor OP = (a, b).

Assim, a conhecida regra do paralelogramo para soma de vetores se aplica à soma de números complexos (Figura (1.1).

 

[image: Grafico_2]

Figura 1.1: Soma de números complexos.

Dado um número complexo z = a + bi, o seu conjugado [image: z_1] = a − bi corresponde geometricamente ao simétrico de z em relação ao eixo real (Figura  1.2).

 

[image: Grafico_3]

Figura 1.2: Conjugado de um número complexo.

Com o plano complexo o conceito de módulo torna-se mais concreto uma vez que a distância da origem ao ponto P é o módulo de z (Figura 1.3).

 

[image: Grafico_4]

Figura 1.3: Módulo de um número complexo.

É sugerido ao leitor que demonstre os resultados apresentados nesse capítulo.

Notas

			

			

					1.  O termo identificar remete a estruturas algébricas isomorfas. Trataremos do conceito de isomorfismo no Capítulo 3.



				
					2.  Jean Robert Argand (1768-1822).

				


					3.  Karl Friedrich Gauss (1777-1855).

				









2. Espaços Vetoriais

Este capítulo apresenta de forma axiomática o conceito abstrato de espaço vetorial, estrutura algébrica básica da Álgebra Linear. O conceito de espaço vetorial envolve um conjunto não vazio, cujos elementos são chamados vetores, um corpo (estrutura algébrica), cujos elementos são chamados escalares, e duas operações algébricas chamadas adição e multiplicação por escalar definidas para todo elemento do conjunto e do corpo, de modo que estas operações satisfaçam uma gama de axiomas. Assim, o conceito de vetor é generalizado, englobando agora vetores cujas representações geométricas não são segmentos orientados, o que ocorre em  [image: R_1]2 e [image: R_1]3.

[image: LINHA2]
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2.1 Definição e Exemplos

Definição 2.1.1. Um conjunto não vazio v  é um espaço vetorial sobre (um corpo)  [image: K_1]  se em seus elementos estiverem definidas as seguintes duas operações:

1. Adição: a cada par u, v  ∈  v corresponde um vetor u + v  ∈  v , chamado de soma de u com v, ou seja,

+  :  V  ×  v  →  V

(u,  v)  →  u  +  v

(fechamento para adição vetorial) satisfazendo os axiomas:


				
					
					
				
				
					
							
							(a) u + v = v + u, ∀ u, v ∈ V

						
							
							(Axioma da Comutatividade)

						
					

					
							
							(b) u + (v + w) = (u + v) + w, ∀ u, v, w ∈ v 

						
							
							(Axioma da Comutatividade)

								
					

				
			

(c) Existe em v  um vetor, denominado vetor nulo (vetor zero ou elemento neutro) e denotado por 0, tal que u + 0 = u, ∀ u ∈ v .

							(d) A cada vetor u 2 v existe um vetor em v , denominado oposto de u (simétrico ou inverso aditivo) e denotado por −u, tal que u + (−u) = 0.

2. Multiplicação por Escalar: a cada par α ∈  [image: K_1]  e u ∈ v , corresponde um vetor αu ∈ v , denominado produto por escalar de α por u, ou seja, 

· :  [image: K_1]  × v → V

(u, u) → αu

(fechamento para multiplicação por escalar) satisfazendo os axiomas:

(a) (αβ)u = α(βu), ∀ α, β ∈  [image: K_1]  e ∀ u ∈ V

(b) 1u = u, ∀ u ∈ v (onde 1 é denominado elemento identidade de  [image: K_1] )

3. Além disso, vamos impor que as operações dadas em 1 e 2 se distribuam, ou seja, que atendam aos seguintes axiomas:

(a) α(u + v) = αu + αv, ∀ α ∈  [image: K_1]  e ∀ u, v  ∈ V

(b) (α + β)u = αu + βu, ∀ α, β ∈  [image: K_1]  e ∀ u ∈ V

Os axiomas 1a − d, 2a − b e 3a − b são chamados axiomas de espaço vetorial e usaremos a expressão  [image: K_1] -espaço vetorial para indicar um espaço vetorial v sobre  [image: K_1] . Os espaços vetoriais nos quais os escalares são números reais são chamados espaços vetoriais reais, aqueles nos quais os escalares são números complexos são chamados espaços vetoriais complexos.

Os elementos do conjunto V são chamados de vetores, entretanto, destacamos o fato de que a variedade de elementos que surgem como sendo os vetores de V podem não apresentar muita semelhança com o conceito assimilado pelo leitor na literatura de disciplinas anteriores, a exemplo dos vetores no plano  [image: R_1]2 e no espaço [image: R_1]3, que podem ser representados por segmentos orientados.

Observação 2.1.1.

1. O mesmo símbolo 0 representa tanto o vetor nulo quanto o número zero. Nos casos em que possa haver equívoco de interpretação, denotaremos o vetor nulo de um  [image: K_1] -espaço vetorial V por 0V .

2. Quando não estiver explicitado sobre qual corpo estamos considerando o espaço vetorial, entendemos que se trata de um  [image: R_1]-espaço vetorial.

Vejamos então alguns exemplos objetivando ilustrar tal variedade.

 

Exemplo 1

Todo corpo é um espaço vetorial sobre si mesmo.

 

De fato, se  [image: K_1]  é um corpo, então as duas operações internas em  [image: K_1]  podem ser vistas como a soma de vetores e a multiplicação de vetores por escalares. Não é difícil verificar que os axiomas de espaço vetorial estão satisfeitos para estas operações.

Exemplo 2

O conjunto v =  [image: R_1]2  = {(x, y)| x, y ∈ R} é um  [image: R_1]-espaço vetorial com as operações de adição e multiplicação por um escalar real assim definidas:


De fato, verifiquemos que este conjunto, com as operações assim definidas, satisfaz os axiomas de espaço vetorial.

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

α(x1,y1) = (αx1, αy1)

1. (a)

u + v = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) = (x2 + x1, y2 + y1)

= (x2, y2) + (x1, y1) = v + u

∀ u, v ∈  [image: R_1]2.

(b)

u + (v + w) = (x1, y1) + [(x2, y2) + (x3, y3)] = (x1, y1) + (x2 + x3, y2 + y3)

= (x1 + (x2 + x3), y1 + (y2 + y3)) = ((x1 + x2) + x3, (y1 + y2) + y3)

= (x1 + x2, y1 + y2) + (x3, y3) = [(x1, y1) + (x2, y2)] + (x3, y3)

= (u + v) + w

∀ u, v,w ∈  [image: R_1]2.

(c) Seja 0 = (0, 0) ∈  [image: R_1]2. Com isso,

u + 0 = (x1, y1) + (0, 0) = (x1 + 0, y1 + 0) = (x1, y1) = u

Logo, existe um vetor em  [image: R_1]2, a saber o 0, tal que u + 0 = u, ∀ u ∈  [image: R_1]2.

(d) Para cada u ∈  [image: R_1]2, seja −u ∈  [image: R_1]2 tal que −u = (−x1,−y1), com isso

u + (−u) = (x1, y1) + (−x1,−y1) = (x1 − x1, y1 − y1) = (0, 0) = 0

Logo, existe um vetor −u em  [image: R_1]2 tal que u + (−u) = 0, ∀ u ∈  [image: R_1]2.

2. (a)

(αβ)u = (αβ)(x1,y1) = ((αβ)x1,(αβ)y1) = (α(βx1),α(βy1)) = α(βx1,βy1)

= α[β(x1,y1)] = α(βu)

 

∀α,β ∈ R, ∀ u ∈  [image: R_1]2.

(b)

1 · u = 1 · (x1, y1) = (1 · x1, 1 · y1) = (x1, y1) = u

 

∀ u ∈  [image: R_1]2.

3. (a)

α(u + v) = α[(x1, y1) + (x2, y2)] = α(x1 + x2, y1 + y2) = (α(x1 + x2), α(y1 + y2))

= (αx1 + αx2, αy1 + αy2) = (αx1, αy1) + (αx2, αy2) = α(x1, y1) + α(x2, y2)

∀ α ∈ [image: R_1] e ∀ u,v ∈  [image: R_1]2.

(b)

(α + β)u = (α + β)(x1, y1) = ((α + β)x1, (α + β)x1, (α + β)x1, (α + β)y1) = (αx1 + βx1, αy1 + βy1)

= (αx1, αy1) + (βx1, βy1) = α(x1, y1) + β(x1, y1)

= αu + βu

 

∀ α, β ∈ [image: R_1] e ∀ u ∈  [image: R_1]2

 

Exemplo 3

[Espaço das n-uplas] De maneira mais geral à considerada acima, para cada n ≥ 1, o conjunto Kn = K×K×· · ·×K = {(a1, a2, . . . , an)| ai 2 K, i = 1, . . . , n} tem uma estrutura de espaço vetorial sobre [image: K_1] bastante natural com as operações: para cada u = (a1, a2, . . . , an), v = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Kn e α ∈ [image: K_1] defina

De fato, verifiquemos que este conjunto, com as operações assim definidas, satisfaz os axiomas de espaço vetorial.

1. (a)

u + v = (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn) = (b1 + a1, . . . , bn + an)

= (b1, . . . , bn) + (a1, . . . , a1) = v + u

∀ u, v ∈  [image: K_1] n

(b)

u + (v + w) = (a1, . . . , an) + [(b1, . . . , bn) + (c, . . . , , cn)]

= (a1, . . . , an) + (b1 + c1, . . . , bn + cn)

= (a1 + (b1 + c1), . . . , an + (bn + cn))

= ((a1 + b1) + c1, . . . , (an + bn) + cn)

= (a1 + b1, . . . , an + bn) + (c1, . . . , cn)

= [(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn)] + (c1, . . . , cn)

= (u + v) + w

 

∀ u,v, w ∈  [image: K_1] n

(c) Seja 0 = (0, . . . , 0) ∈  [image: K_1] n. Com isso,

u + 0 = (a1, . . . , an) + (0, . . . , 0) = (a1 + 0, . . . , an + 0) = (a1, . . . , an) = u

Logo, existe um vetor em  [image: K_1] n, a saber o 0, tal que u + 0 = u, ∀ u ∈  [image: K_1] n.

(d) Para cada u ∈  [image: K_1] n, seja −u ∈  [image: K_1] n tal que −u = (−a1, . . . ,−an), com isso

u + (−u) = (a1, . . . , an) + (−a1, . . . ,−an) = (a1 − a1, . . . , an − an) = (0, . . . , 0) = 0

Logo, existe um vetor −u em  [image: K_1] n tal que u + (−u) = 0, ∀ u ∈  [image: K_1] n.v

2. (a)

(αβ)u = (αβ)(α1,....,αn = ((αβ)αn) = (α(βa1)....,α(βαn))

= α(βα1,....,βαn) = α[β(α1,....,αn)]

= α(βu)

 

∀ α, β ∈ K, ∀ u ∈  [image: K_1] n

(b)

1 · u = 1 · (a1, . . . , an) = (1 · a1, . . . , 1 · an) = (a1, . . . , an) = u

 

∀ u ∈  [image: K_1] n

3. (a)

α(u + v) = α[α1,....,an) + (b1, . . . , bn)] = α(α1 + b1, . . . ,αn + bn)

= (α(a1 + b1), . . . , α(an + bn)) = (αa1 + ab1, . . . , αan + αbn)

= (αa1, . . . , αan) + (αb1, . . . , αbn) = α(a1, . . . , an) + α(b2, . . . , bn)

= αu + αv

 

∀ α ∈ [image: K_1] e ∀ u, v ∈  [image: K_1] n.

(b)

(α + β)u = (α + β)(a1,....,an) = ((α + β)a1,....,(α + β)an)

= (αa1 + βa1,....,αan + βan) = (αa1,....,αan) + (βa1,....,βan)

= α(a1,....,an) + β(a1,....,an)

= αu + βu

 

∀ α, β ∈ [image: K_1] e ∀ u ∈  [image: K_1] n

Com isso,  [image: K_1] n é um  [image: R_1]-espaço vetorial e [image: C_N] é um ℂ-espaço vetorial.

 

Exemplo 4

Sejam v =  [image: R_1]2 , u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ v , α ∈ [image: R_1] e defina as seguintes operações:

u + v = (x1 + x2, y1 + y2) , ∀ u, v ∈ V

αu = (αx1, 0) , ∀ α ∈ [image: R_1] e ∀ u ∈ V

Verifique se v é um  [image: R_1]-espaço vetorial com as operações assim definidas.

[image: LINHA_AZUL]

 

Solução. Observemos inicialmente que a soma assim definida é a usual, logo satisfaz os axiomas em 1, ou seja:

1. (a) u + v = v + u, ∀ u, v ∈  [image: R_1]2.

(b) u + (v + w) = (u + v) + w, ∀ u, v,w ∈  [image: R_1]2.

(c) Existe um vetor em  [image: R_1]2, a saber o 0 = (0, 0), tal que u + 0 = u, ∀ u ∈  [image: R_1]2.

(d) A cada u ∈  [image: R_1]2, existe um vetor −u = (−x1,−x2) em  [image: R_1]2, tal que u + (−u) = 0.

Verifiquemos os demais axiomas.

2. (a)

(αβ)u - (αβ)(x1, y1) = ((αβ)x1,0) = (α(βx1, 0) = α(βx1,0) = α[β(x1, y1)]

= α(βu)

 

∀ a, β ∈ e ∀ u ∈  [image: R_1]2.

(b)

1 · u = 1 · (x1, y1) = (1 · x1, 0) = (x1, 0) ≠ u

∀ u ∈  [image: R_1]2 com y1 ≠ 0.

Portanto, como não satisfaz o axioma 2b,  [image: R_1]2 com as operações assim definidas não é um  [image: R_1]-espaço vetorial.

[image: LINHA_AZUL]

Exemplo 5

Seja  v = [image: R_1]2, u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ v , α ∈ [image: R_1] ∈ e defina as seguintes operações:

u + v = (x1 + x2, y1 + y2 + 1) , ∀ u, v ∈ V

αu = (αx1,αy1) , ∀ α ∈ [image: R_1] e ∀ u ∈ V

[image: LINHA_AZUL]

 

Solução. Verifiquemos se este conjunto, com as operações assim definidas, satisfaz os axiomas de espaço vetorial.

1. (a)

u + v = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2 + 1)

= (x2 + x1, y2 + y1 + 1) = (x2, y2) + (x1, y1)

= v + u

 

∀ u,v ∈  [image: R_1]2.

(b)

u + (v + w) = (x1, y1) + [(x2, y2) + (x3, y3)]

= (x1, y1) + (x2 + x3, y2 + y3 + 1)

= (x1 + (x2 + x3), y1 + (y2 + y3 + 1) + 1)

= ((x1 + x2) + x3, (y1 + y2 + 1) + y3 + 1)

= (x1 + x2, y1 + y2 + 1) + (x3, y3)

= [(x1, y1) + (x2, y2)] + (x3, y3)

= (u + v) + w

 

∀ u, v, w ∈  [image: R_1]2

(c) Seja (a, b) ∈  [image: R_1]2 tal que (x1, y1) + (a, b) = (x1, y1). Segue, então, que

[image: Formula_15]

Logo, existe um vetor em  [image: R_1]2, a saber 0 = (0,−1), tal que u + 0 = u, ∀ u ∈  [image: R_1]2. (d) Para cada u ∈  [image: R_1]2, seja (a, b) ∈  [image: R_1]2 tal que (x1, y1) + (a, b) = (0,−1). Segue, então,
que

 

[image: Formula_16]

Observemos que a multiplicação por escalar assim definida é a usual, logo satisfaz os axiomas em 2, ou seja:

2. (a) (αβ)u = α(βu), ∀ α,β ∈ [image: R_1] e ∀ u ∈  [image: R_1]2

(b) 1u = u, ∀ u ∈  [image: R_1]2.

Verifiquemos os demais axiomas.

3. (a)

α(u + v) = α(x1 + x2, y1 + y2 + 1) = (α(x1 + x2), α(y1 + y2 + 1))

= (αx1 + αx2, αy1 + αy2 + α)

e

αu + αv = α(x1, y1) + α(x2, y2) = (αx1, αy1) + (αx2, αy2)

= (αx1 + αx2, αy1 + αy2 + 1)

Logo, α(u + v) ≠ αu + αv.

Portanto, como não satisfaz o axioma 3a,  [image: R_1]2  com as operações assim definidas não é um  [image: R_1]-espaço vetorial.

[image: LINHA_AZUL]

Exemplo 6

Seja v = {x ∈ R| x > 0}. Suponha que consideremos a adição em v como sendo a multiplicação de

x  ⊕ y = x ⋅ y , ∀ x, y ∈ V

(o símbolo ⊕ serve para distinguir a adição aqui definida da usual) números reais positivos, isto é,

e que a multiplicação de um elemento de v por um número real seja dada por

 

α  ⊙ x = xα , ∀ x ∈ v e ∀ α ∈ R

(o símbolo ⊙ serve para distinguir a multiplicação aqui definida da usual)

Mostre que, com estas operações, o conjunto v é um  [image: R_1]-espaço vetorial.

[image: LINHA_AZUL]

 

Solução. De fato, verifiquemos que este conjunto, com as operações assim definidas, satisfaz os axiomas de espaço vetorial.

1. x ⊕ y = x · y ∈ v , pois x > 0 e y > 0 =) x · y > 0.

(a) x ⊕ y = x · y = y · x = y ⊕ x, ∀ x, y ∈ v .

(b) x ⊕ (y ⊕ z) = x · (y · z) = (x · y) · z = (x ⊕ y) ⊕ z, ∀ x, y, z ∈ v .

(c) Seja 0V = 1, segue então que,

0V ⊕ x = 1 · x = x

Logo, existe um vetor em V , a saber o 1, tal que 1 ⊕ x = x, ∀ x ∈ V .

 

[image: Formula_17]

 

Logo, existe um vetor em v , a saber o [image: 1_x], tal que x ⊕ [image: 1_x] = 0V , ∀ x ∈ V.

2. α ⊙ x = xα ∈ V, pois x > 0 ⇒ xα > 0

(a) (αβ) ⊕ x = xαβ = (xβ)α = α ⊕ (xβ) = α ⊕ (β ⊕ x, ∀ α, β ∈ [image: R_1] e ∀ x ∈ V.

(b) 1 ⋅ x = x1 = x, ∀ x ∈ V.

3. (a)

α ⊙(x ⊕ y) = (x ⊕ y)α = (x ⋅ y)α = xα ⋅ yα = xα ⊕ yα

= α ⊙ x ⊕ α ⊙ y

∀ x, y ∈ v e ∀ α ∈ 

(b)

(α + β)⊙x = xα+β = xα ⋅ xβ = xα ⊕ xβ

= α ⊙ x ⊕ β ⊙ x

∀ x ∈ v e ∀ α,β ∈ R

[image: LINHA_AZUL]

Exemplo 7

Mostre que o conjunto v = M2 ([image: R_1]) de todas as matrizes de ordem 2 com entradas reais é um  [image: R_1]-espaço vetorial se a adição vetorial é definida pela adição matricial e a multiplicação vetorial por escalar é definida pela multiplicação matricial por escalar.

[image: LINHA_AZUL]

 

Solução. Verifiquemos que este conjunto, com as operações assim definidas, satisfaz os axiomas de espaço vetorial.

1. (a)

[image: Formula_18]

 

∀ Α, Β ∈ M2 ([image: R_1]).

(b)

[image: Formula_19]

∀ Α, Β, C ∈ M2 ([image: R_1]).

(c) Seja O = [image: 0000_1] ∈ M2  ([image: R_1]). Com isso, 

[image: Formula_20]

Logo, existe um vetor em M2 ([image: R_1]), a saber o O, tal que A + O = A, ∀ A ∈ M2 ([image: R_1]).

(d) Para cada A ∈ M2 ([image: R_1]), seja −A 2 M2 ([image: R_1]) tal que −A = [image: a11_a12], com isso 

[image: Formula_21]

Logo, existe um vetor −A em M2 ([image: R_1]) tal que A + (−A) = O, ∀ A ∈ M2 ([image: R_1]).

2. (a)

[image: Formula_22]

∀ Α ∈ M2 ([image: R_1]).

3. (a)

[image: Formula_23]

∀ α ∈ [image: R_1] e ∀ Α,Β ∈ M2 ([image: R_1]).

(b)

[image: Formula_24]

∀ α, β ∈ [image: R_1] e ∀ Α ∈ M2 ([image: R_1]).

[image: LINHA_AZUL]

Exemplo 8

[Espaço das matrizes m × n sobre o corpo K] O conjunto V = Mm×n( [image: K_1] ) das matrizes m × n com entradas em  [image: K_1]  é um  [image: K_1] -espaço vetorial com as operações de adição matricial e a multiplicação matricial por escalar usuais.

De fato, verifiquemos que este conjunto, com as operações assim definidas, satisfaz os axiomas de espaço vetorial.

Sejam A = [aij ],B = [bij ] ∈ Mm×n( [image: K_1] ) e ∈  [image: K_1] . A soma de A e B, denotada por A+B, é a matriz tal que (a + b)ij = aij + bij e, a multiplicação de A pelo escalar α, denotado por αA, é a matriz tal que (αa)ij = αaij, para todo 1 ≤ i ≤ m e para todo 1 ≤ j ≤ n. Com isso,

 

A + (B + C) = [aij ] + [bij + cij ] = [aij + (bij + cij )]

= [aij ] + [bij + cij ] = [aij + (bij + cij )]

= [(aij + bij) + cij ] = [aij + bij ] + [cij ]

= (A + B) + C

 

∀ Α, Β, C ∈ Mmxn( [image: K_1] ).

(c) Seja O = [oij] a matriz nula, ou seja, tal que oij = 0, para todo 1≤i≤m e para todo 1 ≤ j ≤ n. Com isso,

 

A + O = [aij + oij ] = [aij + 0] = [aij ] = A

Logo, existe um vetor em Mm×n( [image: K_1] ), a saber o O, tal que A + O = A, ∀ A ∈ Mm×n( [image: K_1] ).

(d) Para cada A ∈ Mm×n( [image: K_1] ), seja −A a matriz dada por −A = [−aij], com isso

 

A + (−A) = [aij + (−aij)] = [0] = [oij] = O

Logo, existe um vetor −A em Mm×n( [image: K_1] ) tal que A + (−A) = O, ∀ A ∈ Mm×n( [image: K_1] ).

2. (a) (αβ)Α = [(αβ)αij] = α(βα), ∀ α,β ∈ Mmxn ( [image: K_1] ).

(b) 1 ⋅ Α = [1 ⋅ αij] = [αij] = Α, ∀ Α ∈ Mmxn( [image: K_1] ). 

3. (a)

α(Α + Β) = α[αij
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