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			CAPÍTULO 1

			EVOLUCIÓN DA ESCRITURA MATEMÁTICA

			Na actualidade, todo o mundo recoñece un texto matemático pola súa simboloxía propia. As Matemáticas teñen unha lingua de seu, inintelixible para algúns, pero claramente identificable. Pero isto non foi sempre así. Antes da aparición do alfabeto, as diferentes culturas da Idade do Bronce (babilónica, exipcia, hindú) utilizaban elementos pictográficos e ideográficos para representar as ideas. Tras a aparición do alfabeto e xa na Antigüidade clásica, os científicos explicaban a ciencia unicamente con palabras, período coñecido como retórico.
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			Figura 1.1: fragmento do Libro II, Proposición 5, dos Elementos de Euclides.

			En ocasións, o estilo retórico pode producir formulacións fermosas pola súa concreción e exactitude. Na obra Elementos, escrita arredor do ano 300 a. C. polo matemático grego Euclides de Alexandría (c. 325-c. 265 a. C.), atopamos abundantes exemplos: «Nun círculo, arcos iguais subtenden cordas iguais (Libro III, Proposición 29)». De feito, algúns enunciados forman parte do acervo cultural universal:

			Libro I, Proposición 47: nos triángulos rectángulos, o cadrado do lado que está tendido baixo o ángulo recto é igual aos cadrados dos lados que conteñen o ángulo recto.

			Libro I, Proposición 48: se, dun triángulo, o cadrado dun dos lados é igual aos cadrados dos dous lados restantes do triángulo, o ángulo contido polos dous lados restantes do triángulo é recto.

			Seguramente, o lector xa identificou as proposicións co teorema comunmente atribuído a Pitágoras de Samos (c. 569-c. 475 a. C.). Pero polo xeral ler unha formulación retórica é unha tarefa ardua. Por exemplo: «Se unha liña recta se corta ao azar, o cadrado dela enteira é igual aos cadrados dos segmentos máis dúas veces o paralelogramo de ángulos rectos contido polos segmentos» (Libro II, Proposición 4). Esta proposición é equivalente á igualdade que hoxe denominamos o cadrado dun binomio, ou dunha suma, que escribimos en notación moderna como (a + b)2 = a2 + b2 + 2ab, e expresamos dicindo: «o cadrado dunha suma é igual ao cadrado do primeiro sumando, mais o cadrado do segundo, mais o dobre do primeiro polo segundo».

			O teorema de Pitágoras. Homer Simpson e o mago de Oz

			Un dos problemas da formulación retórica é que leva con frecuencia a confusión, pois enunciados semellantes poden representar situacións moi diferentes. Temos un exemplo no episodio da popular serie de televisión Os Simpson titulado $pringfield ou como aprendín a deixar de preocuparme e amar o xogo legalizado (1993). Homer Simpson entra nuns urinarios onde atopa unhas lentes. Ao poñelas semella experimentar un súbito arrebato de lucidez, xa que ten lugar o seguinte diálogo:

			HOMER: The sum of the square roots of any two sides of an isosceles triangle is equal to the square root of the remaining side.

			HOME NO BAÑO: That’s a right triangle, you idiot!

			Literalmente, Homer Simpson di: «A suma das raíces cadradas de dous lados calquera dun triángulo isóscele é igual á raíz cadrada do outro lado.» Como se explica en Singh (2013), os guionistas da serie incluíron este enunciado ao recordar que na película musical O mago de Oz, dirixida por Victor Fleming (1889-1949) en 1934, o espantallo pronuncia esa frase cando, o mago, incapaz de conseguirlle un cerebro, lle entrega un diploma de doutor en Eruditoloxía (Doctor of Thinkology). É fácil comprobar que a conxectura do triángulo isóscele de Homer é falsa, o que non nos sorprende demasiado vindo de Homer (con ou sen lentes máxicas), e fainos dubidar tamén do valor que ten o diploma do espantallo.
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			O home que corrixe a Homer tampouco está no certo (quizais porque está ocupado en asuntos máis perentorios), xa que a conxectura de Homer tampouco se cumpre para os triángulos rectángulos. De feito, a propiedade non é válida en triángulo ningún, é dicir, se a, b e c son os lados dun triángulo entón √a+ √b ≠ √c, xa que, en caso contrario, teriamos que

			c = (√a + √b)2 = a + b + 2 √ab > a + b

			e nun triángulo un lado non pode ser maior cá suma dos outros dous.

			Na versión dobrada ao castelán Homer case enuncia correctamente o teorema de Pitágoras, xa que di: «El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos en un triángulo isósceles.» E recibe a réplica: «¡En un triángulo rectángulo!». Nesta dobraxe pérdese a referencia á conxectura do espantallo (que foi traducida correctamente na versión en castelán do musical) pero a cambio é boa a corrección do home do baño.

			O período retórico está caracterizado por textos difíciles de seguir, longos en exceso, ambiguos a causa da falta de precisión da linguaxe. Así, por exemplo, a ausencia dun símbolo para representar o número π obrigaba a usar circunloquios para expresar simples propiedades. En Sobre a medida do círculo, Arquímedes de Siracusa (c. 287-212 a. C.) escribe:

			«O perímetro de todo círculo é o triplo do diámetro aumentado dun segmento comprendido entre un sétimo e dez setenta e un avos do diámetro» (Proposición 3). En termos modernos, Arquímedes expresa a acotación:
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			En Beckmann (2006) cítase esta outra proposición: «A multiplicación da metade do diámetro consigo mesmo e con aquela cantidade que, cando o diámetro é multiplicado por ela, dá como resultado a circunferencia, é igual á área do círculo.» O enunciado establece que a área A dun círculo de radio r > 0 vén dada por A = πr2.
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			Figura 1.2: fragmento en latín da Aritmética de Diofanto.

			Todo isto facía imprescindible unha evolución a unha matemática máis simple e rigorosa, e o proceso comezou timidamente con Diofanto de Alexandría (c. 214-298) no século III. As sucesivas traducións de obras clásicas e os novos textos que se escribían comezaron por substituír determinadas palabras e operacións elementais por abreviaturas. Así, pasou a escribirse ae. no canto de aequalis (igual), p ou m para indicar a suma e a resta (plus e minus respectivamente), ou [image: ] para a raíz cadrada. É o chamado período sincopado da matemática. As diferenzas eran aínda insignificantes.
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			Figura 1.3: fragmento en grego da Aritmética de Diofanto.

			Por exemplo, Diofanto na súa obra Aritmética introduce un símbolo especial, similar á letra s, para representar a nosa incógnita x, que Diofanto define como «un número indeterminado de unidades». As potencias x2 e x3, o cadrado e cubo da incógnita, represéntaas respectivamente cos símbolos ΔY e KY. O correspondente texto, na versión en latín de Tannery (1893), preséntase na figura 1.2. Para sumar, Diofanto simplemente xustapón os termos e, en canto ao símbolo da resta, introdúceo explicando o que hoxe denominamos a regra dos signos: «Un menos multiplicado por un menos dá un máis; un menos multiplicado por un máis dá un menos; e o símbolo para o menos é unha letra Ψ truncada e posta cara a abaixo, ou sexa [image: ].» Na figura 1.3 recóllese este parágrafo na versión en grego de Tannery (1893).

			O último teorema de Fermat

			No ano 1637, Pierre de Fermat (1601-1665) escribiu na marxe dun exemplar en latín da Aritmética de Diofanto: «É imposible separar un cubo en dous cubos, ou unha potencia cuarta en dúas potencias cuartas, ou, en xeral, calquera potencia maior cá segunda en dúas semellantes. Atopei unha demostración verdadeiramente marabillosa disto, mais esta marxe é demasiado estreita para contela.»
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			A anotación de Fermat, que o seu fillo incluíu nunha nova edición da Aritmética e que se reproduce na ilustración, xa forma parte da historia das Matemáticas. En linguaxe moderna establece que a ecuación

			xn = yn + zn

			non ten solucións enteiras positivas distintas da trivial, cando n > 2. A marabillosa demostración nunca foi atopada e o resultado enunciado polo avogado francés, que malia ser unha conxectura pasou a chamarse o último teorema de Fermat, resistiu os numerosos intentos de ser probado durante máis de tres séculos e medio. En 1993 o matemático británico Andrew Wiles (n. 1953), tras sete anos de traballo, anunciou unha proba. Resultou ter un erro que Wiles subsanou coa axuda de Richard Taylor (n. 1962) ao longo do ano 1994, de xeito que a demostración correcta foi publicada en 1995: pasaran 358 anos dende que Fermat fixera a súa anotación!

			A historia do teorema, da longa busca dunha demostración, e o suspense final co erro de Wiles, narrados con mestría por Singh (2015), forman xa parte da cultura popular. Precisamente no ano 1993, o dramaturgo británico Tom Stoppard (n. 1937) estreaba Arcadia, unha fascinante comedia repleta de ideas e referencias matemáticas. Parte das escenas transcorren no ano 1809, nun salón do pazo señorial da familia Coverly. Septimus Hodge trata de manter ocupada a súa pupila Thomasina Coverly, unha incisiva moza de 13 anos, e ponlle como exercicio que busque unha demostración do seguinte resultado: «O último teorema de Fermat afirma que cando x, y e z son números enteiros cada un deles elevado a unha potencia n, a suma dos dous primeiros nunca pode ser igual ao terceiro cando n é máis grande ca dous.» Deseguida cóntalle a historia da conxectura:

			SEPTIMUS: Na marxe do seu exemplar da Aritmética, Fermat escribiu que encontrara unha demostración marabillosa do seu teorema pero que, sendo a marxe tan estreita para tal empresa, non tiña espazo para escribila. A nota atopouse tras a súa morte, e dende entón ata agora…

			THOMASINA: Ouh! Agora xa o vexo! A resposta é perfectamente obvia.

			SEPTIMUS: Nesta ocasión excedeuse vostede.[…]

			THOMASINA: Non hai tal demostración, Septimus. O que é totalmente obvio é que a nota na marxe era unha chanza para vos volver tolos a todos.

			Thomasina é unha moza cun gran talento para as matemáticas, e cando máis adiante fai unha sorprendente descuberta escribe no seu caderno: «Eu, Thomasina Coverly, atopei un método verdadeiramente marabilloso mediante o cal todas as formas da Natureza revelarán os seus segredos numéricos e mostraranse só a través dos números. Sendo esta marxe demasiado estreita para o meu propósito, o lector deberá buscar noutro lugar a Nova xeometría das formas irregulares descuberta por Thomasina Coverly.»

			Por se non abondase coas dificultades do estilo retórico, algúns autores escribían en verso, probablemente por influencia da tradición que consideraba máis simple de memorizar un texto cando se redactaba como un poema. Entre os séculos V e XII os hindús transmitían en verso os seus coñecementos e a súa creatividade en matemáticas, cun estilo que contrasta co empregado por Euclides e os gregos clásicos. Temos un exemplo no libro Lilavati, de Bhaskara II (1114-1185).

			A lenda de Lilavati

			Lilavati, que significa ‘fermosa’, era a filla do poeta e matemático hindú do século XII Bhaskara II. Conta a lenda que cando naceu, o pai consultou os astrólogos e estes determinaron que a moza xamais habería casar. Pero outro astrólogo corrixiu a predición: se ían vivir nun lugar con mar aparecería un pretendente, sempre que non deixasen pasar a hora propicia para o enlace. Tal fixeron, e co tempo apareceu un mozo que a pediu en matrimonio. Daquela usábase a clepsidra para medir o tempo, unha especie de reloxo consistente nun cilindro cun pequeno burato na base que se introducía nunha cunca con auga. Conforme entraba o líquido no cilindro, este ía afundindo.

			O caso foi que as familias acordaron o día e a hora para a cerimonia, e prepararon a clepsidra para marcar a hora axeitada. Pero a moza, consumida pola impaciencia, non paraba de achegarse ao reloxo, e nunha destas visitas unha perla do seu vestido caeu na cunca, tapando o burato do cilindro e impedindo que afundise, co que lles pasou a hora da voda, que xamais se celebrou. Triste pola súa filla que non había ter descendencia, Bhaskara prometeulle que as vindeiras xeracións a recordarían máis que se chegase a ter fillos. E con esta intención escribiu o libro de matemáticas que leva o seu nome, adicándollo. Trátase dun texto en sánscrito de problemas de aritmética escrito en verso e composto por 279 estrofas. Este é un exemplo (Shiva, Vishnú, Surya e Parvati son deuses do hinduísmo):

			Estrofa LV

			Cun ramo de flores de loto,

			estas ofrendas fixemos:

			un terzo foi a Shiva,

			a quinta parte a Vishnú

			e un sexto foi para Surya.

			Un cuarto presentouse a Parvati

			e as seis flores restantes

			foron para o noso venerable preceptor.

			Dime xa, Lilavati, filla, cantas flores tiña.

			Denotando por x o número de flores do ramo, en notación moderna o poema diría que:
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			Por tanto,
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			De onde obtemos que x = 120, é dicir, o ramo tiña cento vinte flores de loto.

			Tamén é famosa a historia de Niccolò Fontana, alcumado Tartaglia (c. 1500-1557), que escribiu, alá polo ano 1539, unhas estrofas como regra mnemotécnica para recordar as fórmulas que resolven unha ecuación de terceira orde. Os versos para a solución da ecuación x3 + px = q son (Tartaglia utiliza o termo cousa para referirse á incógnita x):

			Cando está o cubo coa cousa preso

			e iguálase a algún número discreto

			busca outros dous que difiran niso.

			Despois farás o que xa che espeto

			que o seu produto sexa sempre igual

			ao terzo cubo da cousa neto.

			Despois o resultado xeral

			dos seus lados cúbicos ben restados

			darache a cousa principal.

			Certamente, do poema de Tartaglia non se deduce de xeito inmediato a fórmula da solución, pero dá as pautas para deducila. Deixamos que o lector comprobe a eficacia dos versos á vista da solución que, expresada en notación moderna, vén dada por:
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			Pero a pesar das resistencias, o camiño de substituír a formulación retórica estaba iniciado, e non tardou moito en chegar o período simbólico, no que se empregan símbolos especiais para as operacións, relacións e incógnitas. Dese xeito principiou unha evolución imparable que chega ata a nosa época, na que o grao de especialización é tan grande que ata un matemático profesional tería dificultades para comprender a terminoloxía empregada por un colega que non traballe no seu campo de investigación. Pero contra o que puidese parecer, o proceso non resultou doado. Non existía unha autoridade recoñecida que determinase a pertinencia ou non de utilizar un símbolo, e durante séculos conviviron para as mesmas operacións unha morea de posibilidades, ás veces contraditorias. A comunicación entre os diversos autores era esporádica, non tendo excesivo contacto uns cos outros, sen contar as xenreiras e rivalidades que ás veces os enfrontaban.

			A definición de límite

			Un exemplo da evolución da notación matemática pode verse cun dos conceptos máis técnicos que se estudan no bacharelato: o de límite dunha función nun punto. Se f é unha función real de variable real, c un punto da recta e ℓ un número real, trátase de determinar cando podemos dicir que ℓ é o límite da función f no punto c, que se denota mediante a expresión lim x→c f (x) = ℓ . Nos libros de texto podemos ler unha definición intuitiva-retórica:

			Se queremos que f (x) sexa moi próximo a ℓ, poderemos conseguilo sen máis que darlle a x valores tan próximos a c como sexa necesario.

			Dáse tamén unha formulación con notación matemática, máis rigorosa:

			Dado ε > 0 podemos encontrar δ > 0 tal que se x ≠ c e | x – c | < δ entón | f(x) – ℓ | < ε.

			Utilizando símbolos especiais para os cuantificadores lóxicos (∀ para o cuantificador universal para todo e ⇔ para o cuantificador existencial existe), para o conector tal que (/), e para a implicación (⇒) e a equivalencia (⇔), a definición anterior pode expresarse sen usar palabra ningunha:

			lim x→c f (x) = ℓ ∀ ε > 0, ⇔ δ > 0 / 0 < | x – c | < δ ⇒ | f(x) – ℓ | < ε.

			A aparición da imprenta no ano 1450 resultou providencial para resolver o problema. De súpeto, os autores podían dispoñer dunha cantidade de documentos impensable e recibir nun prazo razoable información sobre as achegas dos seus colegas. Esta interrelación facilitaba a adopción dunha notación común. Ademais, a existencia da imprenta reducía as posibilidades de elección pois, a diferenza do pasado, onde cada autor escollía a notación que considerase máis conveniente, desta volta o feito de introducir un novo símbolo implicaba necesariamente un proceso de fabricación tipográfica para representalo. Isto reducía as posibilidades de elección, pois para facilitar o traballo aos impresores os autores buscaban en moitos casos entre os caracteres tipográficos xa existentes, que para aumentar as posibilidades se colocaban ás veces do xeito usual, outras invertidos e outras xirados cara á dereita ou á esquerda. Como ademais as diferentes imprentas dispuñan máis ou menos dos mesmos tipos, os autores elixían entre un número moi similar de caracteres, resultando máis probables as coincidencias na escolla.

			De calquera xeito, a meirande parte dos libros publicados eran de temática relixiosa ou edicións de clásicos gregos ou latinos, nos que non había posibilidades abondo para cubrir as necesidades dunha ciencia cada vez máis desenvolvida, polo que resultou imprescindible propoñer novos símbolos. Obviamente, as propostas de nova notación respondían ás preferencias dos autores, se ben estes actuaban condicionados pola opinión dos seus colegas, en particular os máis prestixiosos. Tamén houbo trasacordos, de xeito que os autores usaban símbolos diferentes, o que significou séculos de convivencia entre notacións diferentes para unha mesma operación. Pero había unha variable importante que ter en conta á hora de deseñar unha proposta: a economía. Os autores sabían que cantos menos símbolos utilizasen, máis barata resultaría a publicación por ocupar menos espazo. Por iso o aforro de recursos resultaba clave para o triunfo dunha notación.

			Con todas as dificultades, co tempo foi establecéndose unha simboloxía aceptada por todos. Hoxe non hai dúbida ningunha de que o progreso da matemática garda unha enorme débeda co establecemento desta terminoloxía común.

			1 + 1 = 2

			O matemático británico Bertrand Russell (1872-1970) publicou, en colaboración con Alfred North Whitehead (1861-1947), a monumental obra Principia Mathematica en tres volumes que apareceron en 1910, 1912 e 1913. O obxectivo de tan ambiciosa empresa era, nin máis nin menos, derivar toda a matemática a partir de axiomas de lóxica pura. Para dar unha idea do nivel de abstracción dos Principia abonda recordar que a demostración completa de que 1+1 = 2 ocupa case 360 páxinas. Reproducimos unha pequena parte da proba na que se aprecia o altísimo nivel de sofisticación da notación:
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			Neste libro tentaremos recoller os aspectos esenciais deste percorrido entre a matemática retórica antiga e a simbólica actual, relatando o nacemento e evolución dos principais símbolos matemáticos e as súas vicisitudes ata que chegaron a ser universais. Trátase dunha historia que abrangue un extenso período de tempo, pois os primeiros símbolos son anteriores á existencia do alfabeto. Os nosos antepasados, á semellanza dos glifos que debuxaban nas pedras, tamén deron en realizar incisións en ósos, desta volta cunha utilidade práctica e non relixiosa. Por sorte, e a diferenza dos petróglifos tan abundantes na nosa terra, ou dos xeroglíficos exipcios, eses símbolos continuaron no tempo, espallándose e aumentando en número, ata rematar por cristalizar nun corpus fundamental para o devir da ciencia matemática. Por iso eliximos o título de Mate-glifos para este libro, como homenaxe ás vellas imaxes deseñadas polos nosos devanceiros, autores das primitivas incisións, os primeiros glifos gravados na ciencia matemática.

			Pero sendo este o motivo principal para escribirmos este libro, é de xustiza tamén recoñecer que a historia que imos principiar acabou converténdose nunha escusa, o axeitado pretexto para falar de matemáticas. O fío condutor que nos permitirá narrar anécdotas, ás veces sorprendentes, das persoas que dedicaron boa parte da súa vida a esta ciencia marabillosa.

			Para os lectores e lectoras sen formación matemática, garantímosvos que podedes internarvos nas páxinas do libro sen temor
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Qui ex quadrato in cubum ab eadem radice qua
ipse multiplicato, dynamocubus, cuius signum est 4K,
habentia T indicem: 4 KY [2%].
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From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1+1=2.





