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Vous vous apprétez a entrer en Prépa : bravo ! C’est le bon choix :)

Vous attendent des semaines remplies d’explorations scientifiques mais surtout de rude
labeur. Préparez-vous a subir un choc, notamment en mathématiques depuis que la réforme
du secondaire a sans cesse allégé les horaires de cette discipline et le niveau d’exigence
jusqu’a enlever une heure de cours par semaine en spécialité de la classe de Premicere, a inci-
ter les futurs BCPST a choisir 1’option mathématiques complémentaires et a laisser I’étude
des notions importantes de Terminale apres 1’épreuve du Bac du mois de mars.

On observe donc une certaine érosion des capacités de calcul et on voit arriver en Prépa des
éleves qui n’ont pas toujours travaillé I’informatique et qui ne savent pas trop ce que signifie
travailler un cours.

Heureusement, c’est pour remédier a ces lacunes que le Visa a été€ congu ! Des le second
semestre de Terminale ou au moins durant I’été et méme pendant vos premiers mois en Prépa,
vous pourrez (et devrez...) travailler sur le Visa. Il faudra d’abord absolument travailler le
cours jusqu’a sa parfaite assimilation. Ce n’est qu’ensuite que le travail sur les exercices
pourra étre fructueux. Une succession d’allers-retours entre cours et exercices vous permettra
ensuite de peaufiner votre compréhension des notions. Ne regardez les corrigés qu’en dernier
recours : I’essentiel en mathématiques est de chercher et non pas de reproduire les idées des
autres. Le chemin de votre progression sera semé d’erreurs, d’ impasses mais surtout de la joie
de découvrir, de comprendre et de de créer votre propre solution.

Il ne me reste alors plus qu’a vous souhaiter la bienvenue dans le monde merveilleux des
explorations mathématiques et surtout bon courage pour ce travail sur le cours.

Joyeux été mathématique !
Guillaume Connan

LES + EN . p
- Salon d’aide et d’échange :

¢= | Durant votre travail sur le Visa, vous pourrez faire vos remarques, poser vos

+ questions, répondre a celles des autres et proposer vos propres solutions sur le
groupe de discussion Element

https://element.io/get-started

Installez I’application sur Windows, Mac, GNU-Linux, tablette ou smartphone. Créez un
compte et envoyez un message via Element a @giyom:matrix.org pour finaliser
votre inscription.
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CHAPITRE 1

Un brin de logique

« Contrariwise, continued Tweedledee, if it was so, it might be; and if it were so, it
would be; but as it isn’t, it ain’t. That’s logic. »

Lewis CARROLL — De [’autre coté du miroir

Rapports de jury de concours

Voici quelques extraits de rapports de jurys qui mettent en évidence certaines lacunes que
nous allons tenter de combler dans ce chapitre :

« D’une facon générale, les candidats ont tendance a utiliser un langage de plus en plus
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imprécis : on entend “on fait £, “on remplace”, “on passe de ’autre coté”... »

« On peut aussi signaler que certains candidats ne se facilitent pas les choses en appelant
x un nombre entier et k un réel ! Et ceci est de plus en plus fréquent ! »

« Les symboles “implique” et “équivalent” sont employés comme des signes de ponctua-
tion. »

« Certains candidats semblent parfois confondre “appliquer une méthode” et “construire
un raisonnement” ; on peut par exemple rappeler que tout n’est pas un raisonnement par
récurrence. »

« 11 faut étre capable d’identifier une condition nécessaire ou une condition suffisante et
surtout éviter de confondre ces deux notions. »

« Les résultats du cours sont les points d’appui sur lesquels on demande aux candidats de
construire leur raisonnement. Il est donc indispensable de connaitre son cours et il faut
s’attendre a ce que 1’examinateur demande de citer explicitement un théoréme ou une
définition. On commence a constater une certaine tendance a privilégier la résolution des
exercices plutot que la compréhension. Certains €leves savent que “on fait comme ¢a”, ou
citent “je connais un exercice qui ressemble”. Les candidats doivent faire attention a ne
pas confondre méthode et astuce. »

« Comme 1’an dernier, le niveau est trés hétérogene et I’impression générale ressentie a la
lecture des copies amene a penser que les questions les plus subtiles, qui demandent une
compréhension fine de la théorie, quel que soit le domaine concerné, échappent a presque
tous les candidats. La plupart d’entre eux ont acquis des techniques et des réflexes mais ne
comprennent pas forcément en profondeur ce qu’ils font. »

Contexte

On appellera proposition tout énoncé dont on peut décider s’il est vrai ou faux indépendam-
ment de ses composantes.



Chapitre 1 « Savez-vous raisonner ?

On distinguera la logique des propositions de la logique des prédicats, qui introduit des
variables dans les assertions pouvant les rendre donc parfois vraies et parfois fausses.

Par exemple « Je suis actuellement en salle 3 » est une proposition susceptible d’étre vraie
ou fausse dans toute situation alors que la valeur de vérité de « x est actuellement en salle 3 »
dépend de x.

En informatique, Vrai et Faux sont appelés des booléens, notés True et False en Python:

>>> 2 > 3

False

>>> 2 < 3

True

>>> 2 4+ 2 =

True

>>> len("Papa") == 2 + 2
True

== |mplication
Définition : implication
A et B étant deux propositions, on note A= B (A implique B) la proposition qui est toujours

vraie sauf quand A est vraie et B est fausse.

On comprend alors mieux cette citation de Pierre DAcC (dans Y’a du mou dans la corde a
neeuds) : « Avec le mot SI on peut faire tout ce qu’on ne peut pas faire. »

On peut résumer la situation dans une table de vérité car les propositions A et B ne peuvent
prendre que deux valeurs donc il n’y a que quatre possibilités pour les valeurs du couple (A, B) :

A=B

<l < ||| >
o < | < |71 W
mi< | << ||

Ainsi, le cas ol A est fausse ne nous intéresse pas vraiment car on est sir que 1’implication
sera vraie quelle que soit la valeur de vérité de B.

Ainsi, A= B étant vraie, on peut dire que :

* SI A (est vraie) ALORS B (est vraie).

* A est vraie SEULEMENT SI B est vraie.

e IL SUFFIT que A soit vraie pour que B soit vraie.
e IL FAUT que B soit vraie pour que A soit vraie.

* A est une condition suffisante de B.

* B est une condition nécessaire de A.



1.1« Un brin de logique

Exemple

Soit A la proposition : x est un entier naturel. Soit B la proposition : x est positif.
Les propositions suivantes sont vraies :

e SI x est un entier naturel ALORS x est positif.

e IL SUFFIT que x soit un entier naturel pour que x soit positif.

e IL FAUT que x soit positif pour que x soit un entier naturel.

e x est un entier naturel SEULEMENT SI x est positif.

* x entier naturel est une condition suffisante de x positif.

° x positif est une condition nécessaire de x entier naturel.

On a bien « x est un entier naturel » implique que « x est positif » (A = B est vraie).

Remarque

B = A est la proposition réciproque de A = B.

Contraposée

Reprenons notre exemple : SI x n’est pas positif ALORS x ne peut pas étre un entier naturel.

On note —A la négation de A. L’observation précédente signifie que —B = —A. Est-ce tou-
jours le cas? Dressons la table !

A | B A=B —B —A —B=—A
F|F \% \% \% \%
F |V \% F \% \%
V|V \% F F \%
V| F F \% F F

Ainsi, dans tous les cas, A = B et =B = —A ont la méme valeur de vérité.

Ainsi, dans certains cas, pour démontrer une implication, il sera parfois plus simple de démontrer la
contraposée.
Remarque

Dans un théoreme du cours de mathématiques sous la forme SI hypothése ALORS conclusion,
on a en fait une implication « hypothese = conclusion ».

* Si on a I’hypothése vérifiée et le théoreme démontré alors on peut en déduire que la
conclusion est vraie. C’est le modus ponens.

* Si on a le contraire de la conclusion vérifié et le théoréme démontré, alors on peut en
déduire que le contraire de I’hypothése est vrai. C’est le modus tollens.

* Par exemple, en supposant que la proposition « x est un entier naturel implique que x est
positif » est un théoréme, 3 étant un entier naturel, on en déduit que 3 est positif.

* On peut aussi dire que comme —3 n’est pas positif, on en déduit que =3 n’est pas un entier
naturel.



Chapitre 1« Savez-vous raisonner ?

== Contraire (négation) d’une implication

On voudrait savoir si la proposition « un nombre est positif implique que ce nombre est un
entier naturel » (i.e. B= A) est vraie.

On « sent » bien que non. Par exemple +/2 est bien positif (hypoth&se vraie) mais pourtant ce
n’est pas un entier naturel (conclusion fausse).

Si on formalise, on a B ET —A. Est-ce que par hasard B ET —A ne serait pas la négation de
B=A?

C’est quoi ET ? Pour étre en accord avec le bon sens, on dira que P ET Q est vrai si, et seu-
lement si, les deux propositions P et Q sont simultanément vraies. On note cet opérateur A.

B | A —A BA—-A B=A
F | F \Y% F v
F|V F F v
V|V F F v
V| F \Y% v F

Bingo ! Les deux propositions sont bien contraires. Or une proposition et son contraire ne
peuvent pas étre vraies simultanément (c’est ce qu’on appelle le tiers exclu).

Puisque B A —A est vrai (dans le cas de 2 ), ¢’est que son contraire, B = A, est faux.

=» Quantificateurs

Un pour tous : v

Il y a quelque chose de pas trés clair cependant. On a parlé d’un certain x, ou d’un certain
entier... C’est un peu flou.

Il vaudrait mieux écrire que notre théoréme est en fait :
« Quel que soit le nombre x, si x est un entier naturel alors il est positif. »
Plus formellement, on a I’habitude de noter cela :

(Vx)(xeN=x20)

Ce symbole V se lit « pour tout » (notation introduite par 1’Allemand GENTZEN en 1933 :
« pour tout » se dit fiir Alle en allemand, d’ou le A a I’envers).

Un pour I'existence : 3

Nous avons établi qu’il existait au moins un nombre positif (+/2) qui n’était pas un entier
naturel. Cela s’écrit formellement :

F)(x20AxeN)
Ce symbole 3 se lit « il existe au moins » (on le doit au britannique Bertrand RUSSELL dans
ce contexte).

Il existe une variante : (3!) qui signifie « il existe un UNIQUE élément ».



