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1
Modélisation des 
systèmes linéaires, notion  
de fonction de transfert

Mots-clés

Signaux, entrées, sorties, systèmes linéaires, transformation de Laplace, propriétés de la 
transformée de Laplace, échelon, rampe, impulsion, fonction de transfert, pôles, zéros, 
théorème du retard, résolution de problèmes.

La mise en évidence des principes fondamentaux de l’automatique nécessite une modéli-
sation particulière des systèmes que l’on souhaite piloter. Notre propos se limitant, dans 
cet ouvrage, à l’automatique des systèmes linéaires continus, nous nous limiterons à la 
modélisation simple et classique conduisant à la notion de fonction de transfert. Ce pre-
mier chapitre présente tout ce que le lecteur doit savoir pour manipuler ce type de modèle.

Fiche 1

Systèmes et signaux
Introduction
La plupart des systèmes physiques peuvent être décrits comme étant des opérateurs 
faisant correspondre des réponses R à des sollicitations S (figure 1.1). Ainsi, un système 
électrique pourra être étudié et caractérisé en exprimant une tension de sortie (réponse) 
en fonction d’une tension d’entrée (sollicitation). Ou encore, la position d’un amortisseur 
de véhicule (réponse) pourra être étudiée en fonction de l’excitation produite par les 
irrégularités de la route. Un faisceau de lumière (sollicitation) dirigé vers une face d’un 
matériau et qui ressort au travers d’une autre face (réponse) peut par exemple renseigner 
sur l’état dudit matériau.

réponsesystèmesollicitation

Figure 1.1
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Les exemples peuvent être multipliés à l’infini, car finalement, cette modélisation peut 
s’appliquer à la quasi-totalité des objets physiques, et ce, que ce soit en électricité, en 
mécanique, en chimie, en optique, etc. Tout système peut donc s’apparenter au modèle 
proposé sur le schéma de la figure 1.1.

Dans la réalité, les systèmes peuvent posséder une ou plusieurs entrées, une ou plu-
sieurs sorties, certaines sorties pouvant même éventuellement être considérées comme 
de nouvelles entrées ; c’est le cas des systèmes bouclés qui jouent un rôle important en 
automatique et nous allons nous y intéresser particulièrement.

Nous allons déjà étudier la manière dont le fonctionnement de tels systèmes peut être 
décrit, à partir de modèles mathématiques plus ou moins sophistiqués (en tout cas adap-
tés à la complexité du problème). Ceci nous permettra de répondre à différents types de 
question, par exemple :
•	 Quelle sera la réponse d’un système quelconque à telle ou telle sollicitation ? (Aspect 

prédictif.) 
•	 De quoi se compose un système qui fournit telle réponse à telle sollicitation ? (Aspect 

caractérisation, identification, mais aussi diagnostic et détection de défauts.) 
•	 Comment adapter ou régler un système pour qu’il fournisse une réponse donnée à une 

certaine sollicitation ? 
•	 D’autres questions se poseront tout au long de cet ouvrage. Il est d’ores et déjà évident 

qu’une meilleure connaissance de ces systèmes conditionne non seulement leur utili-
sation, mais également tous les concepts physiques qui y sont associés.

Notion de signal
Nous pouvons donc avoir une première approche des systèmes en considérant le couple 
(sollicitation - réponse).

Imaginons un système optique réfléchissant vers lequel on dirige un faisceau de lumière. 
Le faisceau réfléchi constitue en quelque sorte une information, au sens où il est porteur 
d’une certaine signification. Nous le qualifierons de signal, tout comme le faisceau inci-
dent, puisqu’on ne saurait admettre que la réponse d’un système soit porteuse d’infor-
mation si la sollicitation ne l’était pas.

D’une manière générale, toute sollicitation ou réponse d’un système sera considé-
rée comme un signal. Les sollicitations ou excitations sont des signaux d’entrée et les 
réponses sont des signaux de sortie.

Pour le moment, nous ne considérerons que des systèmes mono-entrée, mono-sortie. 
Par convention, l’entrée sera notée e et la sortie sera notée s.

Signaux temporels
Le moyen qui a priori semble le plus naturel pour décrire un signal consiste à invoquer 
son évolution au cours du temps. Ainsi les formes ( )e t  et ( )s t  sont-elles des représentations 
temporelles des signaux e et s. 

Nous verrons un peu plus tard que ce mode de représentation n’est pas toujours le 
plus intéressant. Toutefois, dans l’immédiat, nous nous limiterons à cette description 
temporelle de l’information.

Ainsi, on peut dire qu’un système quelconque est capable de prendre un signal ( )e t  et 
de la transformer en un signal ( )s t .
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systèmee(t) s(t)

Figure 1.2

•	 Principe de causalité
Les signaux temporels possèdent une propriété essentielle sur laquelle nous aurons l’occa-
sion de revenir à maintes reprises : un effet ne pouvant survenir qu’après la cause qui lui 
a donné naissance, la réponse temporelle d’un système ne peut en aucun cas précéder 
la sollicitation qui en est la cause. Il s’agit du principe de causalité qui n’est pas qu’une 
vérité de Lapalisse comme nous aurons l’occasion de nous en rendre compte.

Signaux non temporels
La théorie des signaux ne traite pas que des signaux temporels. Si par exemple on consi-
dère une image en noir et blanc, statique sur un écran, le signal que constitue cette image 
peut être considéré comme une luminosité dépendant de deux variables spatiales (x, y). 
Dans ce cas, la variable temps n’a rien à voir avec le problème. D’autres cas pourraient 
être cités en exemple. Dans ces cas où t n’intervient pas, on peut s’attendre à ce que le 
principe de causalité ne soit pas respecté.

Il n’est pas question ici d’ébaucher une classification des différents types de signaux. 
Celle-ci sera abordée plus tard. Nous utiliserons dans la suite de ce chapitre, l’exemple 
de signaux temporels appliqués à des systèmes simples : les systèmes linéaires.

Fiche 2

Les systèmes linéaires
Considérons un système et un signal d’entrée ( )e t  qui est une combinaison linéaire de 
n signaux : 

λ λ λ+ + +( ) = ( ) ( ) ( )1 1 2 2e t e t e t e tn n

On définira comme système linéaire tout système qui conserve au niveau de sa sortie 
la combinaison linéaire d’entrée, chaque ( )s ti  étant la sortie correspondant à ( )e ti .

λ λ λ+ + +( ) = ( ) ( ) ( )1 1 2 2s t s t s t s tn n

La plupart du temps, ces systèmes sont régis par des équations différentielles à coef-
ficients constants.

Soit ( )e t  le signal d’entrée, ( )s t  le signal de sortie. L’équation générale d’un système 
linéaire s’écrit de la manière suivante : 

 + + + + + + + +−

−

− −

−

−( ) = ( )1

1

1 1 0 1

1

1 1a
d s

dt
a

d s

dt
a

ds

dt
a s t b

d e

dt
b

d e

dt
b

de

dt
be tn

n

n n

n

n m

m

m m

m

m

Ces systèmes conservent toutes les opérations linéaires (dérivation, intégration, ...). Le 
plus grand des deux indices n et m est appelé ordre du système.
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Lorsque le système est effectivement excité par un signal ( )e t , cette équation différen-
tielle possède effectivement un second membre. Si le système est libre et isolé, le second 
membre est nul.

Nous ne nous intéresserons, dans cet ouvrage, qu’aux systèmes linéaires et aux signaux 
temporels continus ; les notions qui suivent ne s’appliquent donc qu’à de tels systèmes, dits 
linéaires à temps continu.

Remarque

Fiche 3

Transformation de Laplace
Définition
Considérant une fonction réelle d’une variable réelle ( )s t  telle que ( ) = 0s t  pour < 0t , 
on définit sa transformée de Laplace ( )L s  comme la fonction S de la variable complexe 
p telle que : 

∫
+∞ −( ) = ( )
0

S p s t e dtpt

La fonction ( )S p  est une fonction complexe d’une variable complexe p (avec τ ω+=p j ).
La transformée de Laplace d’une fonction ( )s t  n’existe pas dans tous les cas : il est 

nécessaire que l’intégrale ci-dessus converge. On démontre que cette convergence est 
vérifiée si la partie réelle τ  de la variable p est supérieure à une valeur donnée α   appelée 
seuil de convergence.

D’une manière plus générale, la transformation de Laplace est une application de l’es-
pace des fonctions du temps (nulles pour < 0t ) vers l’espace des fonctions complexes 
d’une variable complexe. La fonction ( )s t  s’appelle l’original de ( )S p , ou encore sa 
transformée inverse.

Propriétés fondamentales
Les propriétés qui suivent sont fondamentales car elles permettent de calculer facilement 
(sans utiliser la définition de la transformation de Laplace) les transformées de Laplace 
de certains signaux.

Nous verrons plus loin que la connaissance de ces quelques propriétés d’une part et d’une 
dizaine de transformées de Laplace usuelles, d’autre part, permet de déduire pratiquement 
n’importe quelle transformée de Laplace.

Remarque
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Linéarité
La linéarité de la transformation de Laplace résulte naturellement de la linéarité de 
l’intégration. Il s’agit là, malgré des apparences de simplicité, d’une des propriétés les 
plus importantes. Si f  et g sont deux fonctions temporelles possédant chacune une 
transformée de Laplace, on a :

α β α β[ ] [ ] [ ]+ +=L f g L f L g

En particulier : [ ] [ ] [ ]+ +=L f g L f L g  et α α[ ] [ ]=L f L f

Transformée de Laplace d’une dérivée
Soit ( )f t  une fonction du temps. Soit ( )F p  sa transformée de Laplace. On montre que la 
transformée de Laplace de sa dérivée première se calcule simplement en fonction de ( )F p  : 

→ −( ) (0)
df

dt
pF p f

De même, la transformée de Laplace de sa dérivée n-ième est : 

∑→ − 





+

−
− −

− −( ) (0)
= 1

2
2

1

1

d f

dt
p F p p

d f

dt

n

n
n

k n

n
n k

k n

k n

Par exemple : 

→ − − ′( ) (0) (0)
2

2
2d f

dt
p F p pf f

Une première constatation s’impose en observant ces expressions : la transformation 
de Laplace transforme l’opérateur dérivation en un opérateur arithmétique. Il faut 
noter que l’on retrouve dans ces expressions les conditions initiales, c’est-à-dire les 
valeurs en = 0t  des dérivées successives d’ordres inférieurs à l’ordre de dérivation 
considéré.

Dans le cas où ces conditions initiales sont nulles, ce qui est a priori très souvent le cas, on 
peut retenir simplement les relations suivantes : 

→ →( ) ; ( )
df

dt
pF p

d f

dt
p F p

n

n
n

Remarque

Transformée de Laplace d’une primitive
Soit ( )P t  une primitive d’une fonction ( )f t  et ( )F p  la transformée de Laplace de cette 
fonction. 

On a : ∫ → +( ) = ( )
( ) (0)

P t f t t
F p

p

P

p

Là encore, l’opérateur intégration se trouve changé en un opérateur arithmétique dans 
l’espace des transformées de Laplace.
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Dans le cas où la condition initiale P(0) est nulle, ce qui est a priori très souvent le cas, on 
peut retenir simplement la relation suivante : 

∫ →( ) = ( )
( )

P t f t t
F p

p

Remarque

Propriétés de changement d’échelle

( ) ( ) ( )→ →( )
1

;f kt
k

F
p

k
f

t

k
kF p

On veillera à ne pas confondre ces deux propriétés avec la linéarité de la transformation de 
Laplace. 

Remarque

Théorème du retard
Considérons la fonction τ−( )f t , autrement dit la fonction ( )f t  à laquelle on a fait subir 
un changement d’origine des temps (figure 1.3), autrement dit un retard d’un temps τ .

f(t)

0
t

f(t ���)

0
t

�

Figure 1.3

Calculons la transformée de Laplace de cette fonction.

On a :  ∫→
+∞ −( ) ( ) = ( )
0

f t F p f t e dtpt

Effectuons dans cette intégrale le changement de variable τ+=u t  : 

∫ τ−
τ

τ+∞ − −( ) = ( ) ( )F p f u e dup u

En remarquant que la fonction τ−( )f u  est nulle pour τ<t , on peut, sans changer la 
valeur de l’intégrale, lui choisir une borne d’intégration inférieure plus faible que τ  : 

∫ τ− τ+∞ − −( ) = ( )
0

( )F p f u e dup u

∫ τ−τ+∞ −( ) = ( )
0

F p e f u e dup pu

∫ τ−τ +∞ −( ) = ( )
0

F p e f u e dup pu


