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NTRODUCCIO

Durante afios sofié con escribir este libro. Un libro de mateméticas que te explica las funciones
de un modo ameno, divertido, con un lenguaje coloquial y que, a su vez, tiene asociado
decenas de videos privados con explicaciones que te hardn comprender la materia. ";Un
libro de matemaéticas interactivo? Si, se puede". Tienes en tu mano no solo un libro, sino
un profesor particular que te ayudara a alcanzar tus metas educativas. La experiencia me
dice que a veces las funciones se atascan un poco y las derivadas e integrales dan miedo,
pero, lejos de que eso sea real, te invito a que comiences el libro con la idea de que son
faciles de entender. En poco tiempo te convertirds en una persona experta en la materia
que destacara en clase por sus notas en los exdmenes y en la prueba de acceso a la univer-
sidad por obtener la nota deseada para entrar en la carrera con la que tanto tiempo llevas
sofiando. A lo largo del libro verds que hay muchos cédigos QR que te llevaran a videos
con explicaciones relacionadas con lo que estas viendo en ese momento, te animo a que
los veas y hagas junto a mi los ejercicios que propongo en la pizarra. Gracias por dejar que
sea tu profesor particular encerrado en un libro.

Me siento muy afortunado de tener la mejor comunidad de Internet, de tal manera que
muchas gracias a todos y cada uno que la forman y la formaran, gracias por el apoyo que
recibo a diario; sois los culpables de que este libro sea posible. Gracias a aquellas personas
que empezaron como compafieros de profesion y a dia de hoy son amigos. Gracias también
a esas personitas que empezaron como alumnos y alumnas y hoy son parte de mi circulo de
amigos, aprendi mucho de docencia impartiendo vuestras clases. Familia y amigos, muchas
gracias por estar ahi siempre. Y, por supuesto, especial agradecimiento a mi madre, padre
y hermana. Gracias por confiar en mi incondicionalmente y apoyarme en todo lo que
hago. Gracias por la educaciéon que me habéis dado y por hacer que cada dia crezca
como profesor.

REDES SOCIALES

https://youtube.com/LosProfesDeCiencias
https://www.tiktok.com/@losprofesdeciencias

https://www.instagram.com/losprofesdeciencias/
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FUNCIONES

Antes de empezar este fascinante viaje en el que te convertirds en una
persona experta en funciones matematicas y sus aplicaciones, es necesario
que empecemos por lo més sencillo.

¢QUE ES UNA FUNCION?

Para ello, imagina que estas delante de una maquina que dispensa snacks
y bebidas. Siempre que presiones la misma tecla, obtendras el mismo
producto, ;verdad?

L}
BB

B

Pues una funcién es lo mismo. Se trata de una relacién entre un conjunto Ve Ve
de entradas, que llamaremos dominio de la funcién, y un conjunto de .
salidas, que sera la imagen de la funcién. En términos mas sencillos, una
funcién toma un valor como entrada y produce un valor correspondiente de
salida. Cada entrada se relaciona con una Unica salida de acuerdo con las
instrucciones definidas por la expresién algebraica que define la funcién,
pudiendo elaborar lo que llamaremos tabla de valores de la funcion.

2
7f(xy)=(x2+y2—l)3—x2y3= e f(x):w+

e +1

| \/ " upaREREENNNE

No es funcién Es funcién

En el caso del corazén, hay valores de x que tienen 2 valores de y, por tanto, no es funcién. Solo puede
haber un Unico valor de y para cada x, como se observa en la gréfica de la derecha.

El dominio de una funcién es algo que vas a hacer en todos tus ejercicios de funciones. Empecemos
por el concepto.



6 CAPITULO 1

¢QUE ES EL DOMINIO
DE UNA FUNCION?

Para ello recurrimos a un simil. Imagina que eres el director de un
parque de atracciones y tienes una montafia rusa emocionante.
Ahora, no todos pueden subir a esa montafa rusa, jverdad? Los
nifios pequefios no, jseria peligroso!

Entonces, aqui viene el truco: el "dominio" es como la lista de
alturas permitidas para subir a la montafia rusa. Si alguien de la
fila tiene una altura permitida, puede subir y disfrutar del paseo
lleno de emociones, pero, si alguien no esta en la lista, jmejor que
se quede en tierra firme!

En términos matematicos, el dominio de una funcién es igual. Es
la lista de todos los nimeros que pueden "subir” a la funcién para
obtener respuestas sensatas y permitidas.

Es decir, son los valores que le podemos dar a la variable x para obtener un Unico valor de la variable y.

Ahora que ya sabemos lo que es el dominio, llega el momento de centrarnos en
cémo calcularlo, ya que no todas las funciones tienen como dominio todos los
numeros reales. Para dar la solucién del dominio de una funcién es muy comdn
hacer uso de intervalos. En caso de que necesites un repaso de cémo expresar
intervalos escanea el cédigo QR, te mandara a un video con una explicacién
sobre el tema.

El primer tipo de funciones a la que vamos a calcular el dominio es a las funciones
polinémicas. Se trata quizas de las funciones méas sencillas y cuya ecuacién
general es:

f(x) =ax™+bx" 1 +cx"2%+... +d

El dominio de este tipo de funciones SIEMPRE es R, es decir, podemos darle
el valor que nos dé la gana, su dominio seré siempre todos los nimeros reales.

Ejemplo:
fx) =3x3+x%2-2

Dom f(x) =R

Pasemos ahora al dominio de funciones racionales. Identificar una funcién racional
es muy sencillo, ya que se trata de una fraccién en la que encontramos, tanto en el
numerador como en el denominador, expresiones algebraicas con la variable x
como protagonista. Su expresion general seria la siguiente:

ax™ + bx" 14, ..
cx™ + dx™ 14, ..

fx) =


https://youtu.be/ChjTHe0YqcY

FUNCIONES

Cabe destacar que tanto en numerador como denominador podemos encontrar funciones irracionales,
exponenciales, trigonométricas, etc. De momento, nos centraremos en el caso mas sencillo, que seria
tener polinomios tanto en el numerador como en el denominador. En cuanto tengamos los conocimientos
del resto de funciones, iremos subiendo la dificultad de los ejercicios a realizar.

En cualquiera de los casos, en una funcién racional a la hora de calcular su dominio nos vamos a centrar
en los valores de x que hacen que el denominador tome el valor 0, en caso de que los haya. Es decir,
a la hora de calcular el dominio de una funcién racional, igualamos el denominador a 0 y resolvemos
la ecuacion.

Recordemos:
— =0 v — =3

Sea k cualquier nimero distinto de 0.

De esta manera, aquellos valores que hagan el denominador O serén los que queden excluidos del
dominio de la funcién. Veamos un ejemplo:

Lo primero que hacemos es igualar el denominador a 0 y resolver: \\
X2—9=0 A\

x2=9

x={_33

AN

De esta manera el dominio de f(x) =R —{-3,3}.

¢QUE SIGNIFICA?

Que le podemos dar a la funcién cualquier valor a excepcion del -3 y el 3. Ademas, esta informacion es
muy valiosa para el célculo de asintotas verticales que veremos mas adelante.

Para profundizar sobre el dominio de este tipo de funciones tienes el cédigo QR
del post-it un video con més ejemplos y casos especiales en los que el dominio
de este tipo de funciones se corresponde con todos los nimeros reales.

Dominar el célculo del dominio de una funcién racional, independientemente
del nivel de dificultad, es muy importante de cara a la prueba de acceso a la
universidad. Es muy comdn que un apartado sea realizar el dominio de una
funcioén racional, como veremos mas adelante con ejemplos reales de pruebas
de acceso.



https://youtu.be/C1SmH5Bfq-o
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Veamos un ejemplo de dominio de funcién irracional: 10

Nos centramos en el radicando y calculamos para qué valores de
x es mayor o igual a O:

De esta manera el dominio de f(x) = € (—o, —1] U [1, +0).

Pasemos ahora a calcular el dominio de funciones irracionales. Se trata de
un procedimiento sencillo en el que tenemos que recordar Gnicamente que el
dominio de una raiz de indice impar siempre sera todos los nimeros reales R,
ya que en este caso si que existen las raices impares de nimeros negativos. Por
el contrario, en las raices de indice par, su dominio sera Unica y exclusivamente
cuando el valor del radicando (lo que va dentro de la raiz) sea mayor o igual
a cero. De este modo, es importante que dominemos los conceptos de las
inecuaciones, ya que, gracias a ellas, seremos capaces de dar solucién al domi-
nio que se nos plantea. En caso de que necesites un repaso de inecuaciones,
tienes el codigo QR de un video con un repaso sobre la materia.

Y

Fx) = 21 )=V 1

o

x>=-1>0

x?>>1

Solucién: (—o, —1] U [1, +0)

En esta ocasidn, al tratarse de una funcidn irracional, los valores umbral del
intervalo estarfan contenidos, pero, si por un casual tenemos una funcién racional
en la que el denominador es una raiz, recordemos que el valor del denominador
debe ser distinto de cero, por lo que, en vez de poner el resultado con corchetes,
deberiamos notarlo con paréntesis, indicando que esos valores no se tienen en
cuenta y estan fuera del dominio. En el post-it tienes un video con un ejemplo
como el que te indico, jno dejes de verlo!

Abordemos ahora el dominio de funciones exponenciales. Su dominio es muy
sencillo y facil de recordar, ya que, al igual que las funciones polinémicas, siempre
sera todos los nimeros reales R. Se trata de una funcién continua cuyo aspecto
es como el que se muestra en la figura:

f(x)z(%)x | f(x)zex‘



https://youtu.be/7yAUkYWXLWE
https://youtu.be/HIJeCLdHdNU

FUNCIONES

Para cualquier funcién exponencial, su dominio siempre sera:

Dom f(x) = R

Ha llegado el momento de las funciones logaritmicas. Su procedimiento es similar al caso de las
funciones irracionales, en el que el valor del radicando no puede ser menor a cero en las raices de
indice par. En esta ocasién, si nos remontamos a la definicién de logaritmo, nos encontraremos lo
siguiente:

log,(0) = 2
Es decir, el logaritmo de 0 no existe para cualquier valor de la base del logaritmo, incluido el logaritmo
neperiano.

Por tanto, el dominio de una funcién logaritmica estara definido
Unicamente para los valores mayores que 0, sin incluir el cero.
Veamos un ejemplo:

f(x) =log (x + 3) o

Segun lo que hemos visto, su dominio seran los valores de x que
hagan que el interior del logaritmo sea mayor que O.

x+3>0
x> -3

'
N

El dominio de f(x) =R € (-3, +0).

Aligual que las funciones irracionales, dominar las inecuaciones es algo funda-
mental en este tipo de dominios. Para profundizar mas en el tema, tienes en el
cédigo QR un ejemplo de una funcién mas complicada para asi ir afrontando
ejercicios de mayor dificultad. Quiero que veas que se hacen todos igual
siguiendo siempre los mismos pasos.

Avancemos hasta el dominio de las funciones trigonomeétricas. El dominio de la funcién seno
y coseno es muy sencillo de recordar, sera siempre para ambas todos los nimeros reales R.

f(x) =sen(x) » Dom f(x) =R

f(x) =cos(x) » Dom f(x) =R


https://youtu.be/gbOGHRufXvY
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Para entender el dominio del resto de funciones trigonométricas  ;3sf——————
es necesario que pensemos en la gréfica del seno y del coseno, y e
comprobemos en qué puntos de su dominio la imagen de la 3 3
funcion es O: 15 f f
ESEEST aSsaSes
x=0 z N\
sen(x) =0 ->{x=mnrad — knrad 7 2 N o
x = 2nrad 1 : :
15
2
/( s
.35
—25
—15
T d 4
X==ra o : -
() =0- 2 L (2k+1)=rad ssesss
cos\x) = 31T ( )2 ra 0 11_/‘2\ ™ /2 2m
x = rad = ESsssssc: ’
eSS | !
Todo ello porque:
porg sen(x)
tan(x) =

Esto nos hace pensar en el dominio de una funcién racional y, por tanto, que el denominador no puede
ser 0. Todo ello nos lleva a que el dominio de la funcién tangente sea todos los nimeros reales a
excepcion de aquellos valores del denominador que lo hacen cero, es decir, donde el coseno toma el
valor cero:

f(x) = tan (x)

Dom f(x) = R— {(Zk + 1)% rad} 7
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Del mismo modo que calculamos y abordamos el dominio de la funcién tangente, se realiza el dominio
de las funciones cotangente, secante y cosecante, tal y como os muestro a continuacion:

f(x) = cosec(x) = ﬁ Dom f(x) = R — {kn rad}
f(x) = sec (x) = cos() Dom f(x) =R — {(Zk + 1)% rad}
f(x) = cotg (x) = m Dom f(x) = R — {kr rad}

Para terminar en este apartado de dominios, llega el momento de tratar el dominio de funciones a
trozos. Este tipo de funciones, en lugar de seguir una Unica expresién en todo su dominio, adapta su
comportamiento de acuerdo con las condiciones establecidas en cada intervalo. Por tanto, tendremos
que tener muy en cuenta qué sucede en cada intervalo y cuéles van a ser sus limites. Cada segmento
de la funcién se rige por su propia férmula, lo que le permite abordar variadas situaciones y casos.

Veamos un ejemplo de funcién a trozos y analicemos su dominio:

x3 + 4x?% -2, x<0
flx) = 3x

x2 -1’

x=0 - -

Se trata de una funcién a trozos porque tenemos dos funciones:

x*+ 4x* — 2 para valores de x menores que 0

3x .
para valores de x mayores o iguales que 0

x2—1
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Calcular el dominio de una funcién a trozos es tan sencillo como analizar el dominio de las funciones
que la componen por separado y comprobar, en caso de que lo hubiese, si hay algin punto de ausencia
de dominio en nuestro intervalo en cuestién. Hagamoslo:

B El dominio de f(x) =x*+44x?—2, que se corresponde con nuestra primera funcién, es igual a
todos los nimeros reales R. Esto nos permite de momento despreocuparnos de esta parte de

la funcidn.
3x
® El dominio de f(¥) = %2 — 1 al tratarse de una funcién racional, tendremos que igualar el

denominador a O y resolver la ecuacién resultante. El dominio de esta funcién es R—{-1,1}.
iMucho cuidado! Esta funcion esté definida para valores mayores o iguales que cero, por tanto,
la solucién de x=—1 no nos compete en el intervalo y Gnicamente tendriamos que tener en
cuenta la solucién de x =1.

Analizados ambos dominios, podemos afirmar que el dominio de nuestra funcién a trozos es:

x3 + 4x? — 2, x<0
Qo) = 3x
21’ x>0

Dom f(x) = R—{1}

Ahora que ya sabes la teoria para calcular el dominio de una funcién a trozos, es E E
el momento de hacer el dominio de funciones a trozos un poco mas complejas. . Ly
Para ello, tienes en el cédigo QR un video con ejemplos més complicados. Si :
quieres, al empezar el video, apunta el ejemplo en tu cuaderno, hazlo y com- 2
prueba viendo el video que lo has hecho bien. EI .

G Ahora que eres una persona experta calculando dominios, ha

llegado el momento de ponerlo a prueba con ejercicios extraidos
de pruebas de acceso a la universidad. Cuando los hagas quiero
que te des cuenta de que es algo sencillo y que, si sigues los pasos
que hemos visto anteriormente, seras capaz de hacerlo con total
solvencia. Al lado de cada ejercicio tienes el c6digo QR para que
puedas ver cdmo se resuelve.



https://youtu.be/Pmq8XoWV-HE

