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Avant-propos

L’ouvrage couvre la totalité du programme d’informatique “tronc commun” des
classes préparatoires aux grandes écoles, tout en s’ouvrant sur des horizons plus
larges. Son but est de permettre aux étudiants de gérer entierement un probleme
informatique depuis son analyse jusqu’a sa résolution par I'écriture d’'un programme,
son étude et sa vérification.

Sont abordées les idées importantes de l’algorithmique qui s’appuie sur des
méthodes de programmation tres efficaces, comme la récursivité, le principe “di-
viser pour régner”, I'heuristique gloutonne ou encore la programmation dynamique
utile dans les problemes d’optimisation. Les algorithmes classiques sont présentés,
analysés et implémentés en langage Python, et les principales structures de données
sont définies.

Les problemes d’optimisation trouvent aussi des solutions dans la théorie des graphes,
introduite ici avec les parcours usuels, en largeur et en profondeur, et les méthodes
de recherche de plus courts chemins.

La gestion d’informations toujours plus massives nécessite par ailleurs 1'utilisation
accrue de bases de données : elles interviennent en particulier dans n’importe quel
site internet. Dans la présentation qui en est faite ici, I’accent est mis sur I’écriture de
requétes en langage SQL.

Enfin, l'intelligence artificielle apparait dans des domaines de plus en plus variés, ot
elle donne naissance a des outils qui simplifient certaines tiches. Le dernier chapitre
du livre en propose une initiation et présente aussi des éléments de la théorie des jeux.

Les chapitres 1 a 5 correspondent dans une large mesure au programme de
premiere année, mais comportent aussi des théemes et exercices davantage adressés
a des étudiants de deuxieme année ou ayant déja un certain recul sur le sujet. Les
chapitres 6 a 8 portent quant a eux sur le programme de deuxiéme année. Ce nombre
restreint de chapitres confére a 'ouvrage une unité qui permet d’aller droit au but de
fagon synthétique.



iv AVANT-PROPOS

Notons que le premier chapitre donne les outils nécessaires pour utiliser Python
dans d’autres domaines scientifiques, comme la Physique, la Chimie et les Sciences
Industrielles. Il peut aussi constituer une initiation pour les lecteurs moins familiarisés
avec ce langage.

Les exemples d’application, les exercices et les problémes proposés — tous entierement
résolus — sont variés et multiples avec, en trame de fond, le souci constant du concret.
L'ouvrage se veut progressif, dans le cours comme dans les exercices dont le degré de
difficulté est signalé (0, 1 ou 2 astérisques). Les paragraphes comportant un astérisque
contiennent, eux, des notions plus délicates ou constituent des compléments de cours.

Enfin, dans un but de simplification de 1’écriture des scripts, précisons que lorsqu’ils
sont nécessaires, les modules numpy et matplotlib.pyplot sont supposés étre
déja importés par les deux lignes suivantes.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Nous exprimons ici notre reconnaissance aux amis et collegues pour la relecture de I’ou-
vrage et pour leurs suggestions bienveillantes. Et par avance, nous remercions les lecteurs qui
voudront bien nous faire part de leurs remarques.
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Chapitre 1

Tutoriel d’initiation a Python

e langage Python' est un langage interprété?, créé en 1989 par Guido van
L Rossum, et utilisé dans de nombreux domaines. Sa syntaxe simple en fait un
langage facile a lire et a comprendre. Il a en outre un intérét tout particulier dans
le domaine scientifique, grace aux nombreux modules qui permettent d’utiliser et
de développer des méthodes numériques, mais aussi de faire du calcul formel.

e chapitre présente une initiation a Python sous la forme d"un tutoriel qui, au

fil de I’apprentissage, deviendra un aide-mémoire facilement consultable. De

méme qu'une premiére étape dans I'apprentissage d"une langue est la répétition de

ce qui est entendu, de méme ici la meilleure fagon d’étudier ce tutoriel est de saisir au

clavier tous les exemples donnés pour s’approprier ainsi les différentes commandes
de Python.

1.1 Installation et premier exemple

1.1.1 Installation de Python

Pour installer Python, on peut télécharger le fichier Winpython64-3.9.10.0.exe
en cliquant sur le lien ci-dessous et 1'exécuter.

https://sourceforge.net/projects/winpython/files/
WinPython_3.9/3.9.10.0/Winpython64-3.9.10.0.exe/download

Ce fichier est aussi accessible sur le site https://winpython.github.io/.

1. On trouve dans le langage Python de nombreuses références a la série des Monty Python, chere a
Iinventeur de ce langage!

2. Comme son nom l'indique, un tel langage est interprété par un logiciel appelé interpréteur qui
exécute ligne a ligne le code avec les données d’entrée et calcule les données de sortie. A I'inverse, dans
un langage compilé, le code source est d’abord transformé en un code binaire par un logiciel appellé
compilateur; ensuite, le systéme d’exploitation calcule les données de sortie grace a ce code et aux données
d’entrée. Un programme en langage compilé s’exécute en général plus rapidement qu'un programme en
langage interprété. Cependant, un langage interprété présente aussi 'intérét de fonctionner directement
sur tout ordinateur dés qu’il possede l'interpréteur adéquat.
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Cette distribution de Python contient tous les modules nécessaires au contenu du
livre, en particulier numpy (pour les tableaux et 1’algebre linéaire), scipy (pour les
méthodes numériques), matplot1lib (pour les tracés graphiques), sqlite3 (pour
les bases de données), sklearn (pour l'intelligence artificielle), pandas (pour le
traitement des données), sympy (pour le calcul formel), cx_Freeze (pour convertir
un fichier Python en exécutable). Elle contient également les éditeurs Idle, Spyder,
Pyzo et le notebook Jupyter .

1.1.2 Premier exemple

Quand on ouvre le terminal Idle, le symbole >>> apparait a I'écran. On peut alors
saisir une instruction que I'on exécute avec la touche “Entrée”.

Calculer 4 x 13 — 1.

Une nouvelle ligne commengant par >>> apparait alors. Calculer 3.

On remarque que I'on obtient une valeur approchée en utilisant le symbole /. Sil’on
souhaite avoir la division euclidienne de 4 par 3, on devra écrire 4//3. Quant au
reste, il est obtenu en écrivant 4%3. Notons aussi que la commande divmod (a, b)
renvoie le couple formé du quotient et du reste de la division euclidienne de a par b.
Pour accéder aux instructions précédemment écrites, on utilise simultanément les
touches “alt” et “P”.

La commande print permet d’afficher un résultat et la commande input de récupérer
des données saisies au clavier.

prenom = input (' Quel est votre prénom ? ')

On affiche alors le résultat.

print (' Bonjour ’+str (prenom))

1.1.3 Modules

On peut importer des modules qui ne sont pas accessibles par défaut quand on lance
Python. Pour calculer sin(%) + V2 — e, on importe par exemple le module math
qui contient un certain nombre de fonctions mathématiques. Voici trois facons de
procéder (et les trois sont utiles).

— Soit on écrit from math import = (celaimporte toutle module), puis I'expres-
sion sin (pi/2) +sqgrt (2) —e.

— Soit on écrit from math import sin,pi, sqrt, e (seulesles commandes sin,
pi, sqrt, e sont importées), puis sin (pi/2) +sqrt (2) —e.

— Soit on écrit import math as mt (cela importe tout le module et ses fonctions
devront étre préfixées par mt), puis mt . sin (mt.pi/2) +mt.sqrt (2) -mt.e.

Pour connaitre toutes les commandes contenues dans le module cmath, on entre
I'instruction dir ("cmath").

3. Les notebooks donnent une visualisation facile et une bonne présentation avec différents effets de
style. Ils sont bien adaptés a 1'utilisation en intelligence artificielle. Cependant, ils ne garantissent pas
I'ordre d’exécution du code et rendent délicats la définition de modules et le lien avec d’autres outils : ils
ne sont donc pas appropriés au développement de logiciels.
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1.1.4 Utilisation de fichiers

Dans le menu de IDLE, sélectionner “File”, puis “New File”. Une nouvelle fenétre
s’ouvre, dans laquelle on peut entrer des instructions, avec des retours a la ligne sans
que la ligne précédente soit exécutée. Toutes ces instructions peuvent cependant étre
exécutées en bloc en utilisant la touche “£5”.

v Dans la pratique, on crée un fichier* des que I’on souhaite écrire une procédure ou tracer
un graphe. Le terminal utilisé jusqu’a présent sert alors a évaluer certaines fonctions du fichier
pour des valeurs données des parametres.

1.2 Types d’objets

1.2.1 Entiers et flottants

Différents types d’objets existent en Python : entiers, flottants, chaines de caracteres. ..
La commande type donne le type d’un objet. Entrer t ype (-44) et type (-44.0).

On peut convertir I'entier —44 en un nombre flottant en écrivant f1oat (-44), de
méme que l'on peut convertir le flottant —44.1 en entier (i. e. calculer sgn(z) E(|x|))
en écrivant int (-44.1). La partie entiere est donnée par la commande floor du
module math. Quant a la commande round, elle donne un arrondi, et I'on peut
préciser le nombre de décimales souhaité. Exemple : round (44.7318, 2).

1.2.2 Variables

Une variable est une référence® a une “case mémoire” dans laquelle on peut mettre

un objet (nombre, polynéme, fonction, matrice, graphique...).
Par exemple, pour créer une variable a qui fait référence a 1’objet 13 (on dit que 1’on
affecte la valeur 13 a la variable a), on écrit a=13. Evaluer alors a et a?.

On peut créer plusieurs variables simultanément. Par exemple b, c=4, 7. L’affectation
des variables se fait en paralléle, ce qui évite le recours a une troisiéme variable quand
on veut échanger leurs valeurs : les instructions b, c=c, b échangent le contenu des
variables b et c. Attention cependant au cas des tableaux 2d dont on reparlera au

4. Le module cx Freeze transforme un fichier Python en exécutable : pour un fichier dont le nom est
bonjour.py, on le place dans un dossier, appelé par exemple Compilation, situé sur le bureau. On crée
dans ce dossier le fichier setup . py qui contient les trois lignes suivantes.
from cx Freeze import setup, Executable
setup (name=’Salutation’,version="1.0’,description='Programme pour saluer’,

executables=[Executable (' bonjour.py’)])
Ensuite, on lance un terminal et 1’on obtient une ligne semblable a C: \Users\Fred>.
Pour se placer dans le dossier Compilation, on entre l'instruction cd Desktop\Compilation.
On obtient alors la ligne C: \Users\Fred\Desktop\Compilation>.
On entre enfin la commande python setup.py build qui construit le fichier exécutable.
Un dossier build est alors créé dans le dossier Compilation, contenant un dossier qui a son tour
comporte plusieurs fichiers dont le fichier exécutable bonjour.exe.
5. Et non directement une “case mémoire” ! Cette distinction a toute son importance.
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paragraphe 1.4.4...

Il est aussi possible d’affecter une méme valeur & plusieurs variables en méme temps :
a=b=c=4. Observer également I’effet de l'instruction a, rb=1, 2, 3, 4.

Notons enfin que 'objet None exprime 1'absence de valeur.

On peut ajouter une valeur a une variable donnée (c’est I'incrémentation). L'instruc-
tion a=a+4 peut aussi s’écrire a+=4; on a de méme les opérateurs -=, x=, /=, / /=
et %o=.

Pour connaitre la place occupée en mémoire par une variable, on dispose de l'instruc-
tion get sizeof®.

import sys

a=range (10000000); sys.getsizeof (a) — 48

b=[k for k in a]; sys.getsizeof (b) — 81528056

1.2.3 Nombres complexes

Le nombre complexe i est représenté en Python par la constante 1 3. Pour définir le
nombre z = 4 — 7i, on écrira z=4-77. On accede alors aux parties réelle et imaginaire
de z par les instructions z . real et z. imag. Quant au module de z, il est donné par
abs (z).

Pour utiliser certaines commandes relatives aux nombres complexes, on doit importer
le module cmath. Aprés avoir écrit import cmath, on peut calculer I’argument de z
(cmath.phase (z)) et son écriture exponentielle (cmath.polar (z)). Inversement,
I’écriture cartésienne d’un nombre complexe z = pe'® s’obtient par la commande
rect. Par exemple pour €%, on écrit cmath.rect (1, cmath.pi/4).

1.2.4 Booléens

Les constantes booléennes sont True et False. Par exemple, si 'on veut savoir si
I'inégalité 4 < 13 est vraie, on entre 4<13 et Python renvoie True. On teste 1'égalité
(resp. la non égalité) de deux valeurs au moyen de 'opérateur == (resp. ! =).

La conjonction (resp. la disjonction) est donnée par and (resp. or).

Quant a la négation, elle s’écrit not.

On convertit un booléen en un entier en écrivant par exemple int (True).

Tester ces différentes commandes a partir des formules 4 < 13,4 > 13,4 =4,4 # 4,
en créant des variables qui les contiennent.

1.2.5 Chaines de caractéres

Une chaine de caractéres est une suite de caracteres placée entre guillemets ou entre
apostrophes. Par exemple x=' vacances’. On peut concaténer des chaines de ca-
ractéres grace a 'opérateur +. On écrit ainsi ' vive les ’+x.

6. Le résultat est exprimé en bytes, un byte étant la plus petite unité de mémoire allouable, et en général
un byte vaut un octet.
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Calculer aussi 7 *x.
Pour concaténer des chaines c1,c2,...,cnonécritc="".join([cl,c2,...,cn]).

La commande st r convertit un entier ou un flottant en une chatne de caracteres, ce qui
est utile pour les concaténations. Exemple : ' numéro ’+str (4).Réciproquement,
on a les commandes int et float :entrer int (7 44’ ) et float (' 44.7').

La commande %s permet de placer une valeur dans une chaine de caracteres : par
exemple, I'instruction ” $s éléphants et %s pandas’ % (4, 7) renvoie la chaine
de caractéres ’ 4 éléphants et 7 pandas’.

1.2.6 Listes

Une liste en Python est une suite finie d’objets séparés par des virgules qui est placée
entre crochets. Un exemple de listeest L=[4, -13.7, ' vacances’, True]. Une liste
est en fait un tableau (au sens ot 'on peut accéder facilement a n’importe quelle case
et en temps constant, indépendamment de la longueur de la liste) dynamique (au
sens ol 'on peut ajouter et retirer des éléments et modifier leur valeur).

Attention, toute liste est indexée a partir de 0 (et non 1). La liste vide est notée [].La
commande 1en retourne le nombre d’éléments d"une liste, et L[ ] le j—eme élément
de la liste L.

On peut ajouter un élément a la fin d’une liste grace a la méthode append.

Exemple : L. append (92160).

Pour concaténer deux listes, on utilise l'opérateur +. Exemple : L+[2,False, "ab’].
On peut également construire des listes avec I'opérateur «. Exemples : 4+L (i. e. “4
fois la liste L”), 7« [0].

L'instruction L.[1 : j] renvoie la sous-liste de L formée des éléments d'indices com-
pris dans l'intervalle [i, j[. Exemple: L[0:3].

Sil’on omet I'indice ¢ (resp. j), Python le remplace automatiquement par 0 (resp. la
taille de la liste). Exemples : L[ :3],L[1:].

On peut aussi accéder aux éléments d'une liste en utilisant des indices négatifs. Ainsi
L[-1] renvoie le dernier élément de la liste.

La commande del supprime un élément d’une liste. Exemple : del (L[2]). Etla
méthode pop supprime le dernier élément d'une liste et le récupere : z=L.pop ().
Attention, les variables sont des références : sil'on définit x=[4, 7,13, 0] et y=x, alors
la modification x [1]=44 affectera aussi y (“car x et y pointent vers la méme case
mémoire”). En revanche si I’'on définit x=[4,7,13,0] ety=[4,7,13,0], alors la
modification x [ 1]=44 n’affectera pas y (“car « et y pointent vers deux cases mémoire
différentes”).

Etant donné une liste L comportant un élément a, I'instruction L. index (a) donne
I'indice correspondant a la premiére occurrence de a dans L.

Quant a l'instruction L. reverse (), elle modifie la liste L en renversant 1’ordre de
ses éléments. On peut aussi créer une copie inversée de L en écrivant M=L [ : :-1].

L'instruction 1ist (range (0, 4) ) renvoie la liste des entiers de l'intervalle [0, 3].
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Autres exemples: list (range(0,14,3)),list (range(6,1,-1)).

Une méthode trés importante pour définir une liste est donnée par 1’exemple
[1/7 for j in range(1,10)]. On peut aussi spécifier une condition sur j :
[1/§ for j in range(1,10) if F%2==0].

La commande sum permet de calculer des sommes finies. Ainsi on obtient la somme
10 100

Zk au moyen de sum ([k for k in range(1,11)]). De méme, Z e s’ob-
k=1 k=1
ﬁentparsum([l/k**Z for k in range(1,101)1).

La commande L. count (a) donne le nombre d’occurrences de a dans L. On peut
alors en déduire 1’élément le plus fréquent dans L.
1=12,1,3,4,3,4,1,1,4,4,5,4,4,3,2,5]; max(L,key=L.count) —4
On peut également utiliser la fonction Counter.

from collections import Counter

Counter (L) — Counter ({4: 6, 1: 3, 3: 3, 2: 2, 5: 2})

Il est utile, en particulier pour des données provenant de fichiers, de pouvoir transfor-
mer une chaine de caractéres en une liste. La commande c.split (' séparateur’)
effectue cette opération.

c="1.44,3,7.32,m’"; L=c.split(’,’)—["1.44", "3, "7.32", 'm’]

1.2.7 Polyndémes

Pour effectuer des calculs sur les polynémes, on importe le module numpy, dont nous
reparlerons dans le paragraphe 1.4.1, en écrivant import numpy as np.

La commande polyld permet de créer un polynéme en définissant ses coefficients
dans l'ordre des degrés décroissants. Exemple : P=np.polyld([4,7,-1,2]).0n
peut alors afficher ce polyndme en écrivant print (P). Les opérations sur les po-
lyndmes sont obtenues grace aux opérateurs classiques +, —, *. Le degré d"un po-
lyndme est donné par la commande order. Exemple : P.order. Et ’on obtient la
liste des coefficients de P (toujours dans l’ordre des degrés décroissants) en écrivant
P . c. Pour avoir le coefficient de degré j, on écritP [ j].

On obtient le polyndéme dérivé (resp. primitive s’annulant en 0) grdce a P.deriv ()

(resp. P.integ () ). Pour évaluer le polynéme en un point q, il suffit d’écrire P (a) .

Pour calculer le quotient et le reste de la division euclidienne d"un polyndéme A par

un polynéme B, on procede ainsi.

A=np.polyld([4,7,-1,2]); B=np.polyld([3,-5])

Q,R=A/B — polyld ([ 1.33333333, 4.55555556, 7.25925926]),
polyld ([ 38.2962963])
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1.3 Graphes de fonctions et courbes paramétrées

1.3.1 Le module matplotlib

Pour tracer des graphiques avec Python, on doit importer le sous-module pyplot
du module matplotlib. Notons aussi que le module numpy est souvent nécessaire.
On commencera donc le fichier contenant les instructions graphiques par les deux
lignes ci-dessous.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

1.3.2 Graphes de fonctions

e Pour tracer le graphe de la fonction f sur 'intervalle [a, b], on discrétise cet intervalle
en une suite o, . . ., t, d’abscisses. On trace alors la ligne brisée joignant les points de
coordonnées (t;, f(t;)). Puis la commande show () (toujours placée a la fin) affiche le
graphique. Notons que la commande c1f£ () efface la fenétre graphique. Pour tracer
la fonction cos sur [0, 10], on écrit donc

t=np.linspace (0,10,100) (ici on choisit 100 points de discrétisation)
y=np.cos (t)

plt.plot(t,y); plt.show()

¢ De nombreuses options peuvent étre ajoutées. Pour avoir un quadrillage, on écrit
grid().La commande axis spécifie une fenétre d’affichage : on obtient la fenétre
[0, 27] x [—1.5, 1.5] en écrivant p1t.axis ([0, 2*np.pi,-1.5,1.5]).On peutin-
diquer un troisieme argument dans plot pour préciser un style de tracé ou une
couleur. On peut aussi choisir 'épaisseur du trait grace a la commande 1inewidth.
L'instruction p1t.axis (' equal’) permet d’avoir un repere orthonormé.

On peut aussi indiquer des informations sur les axes.

Exemple :plt.xlabel (temps’); plt.ylabel (’signal’).

Linstruction plt.title (' La fonction cosinus’) ajoute un titre au graphe.
Il est aussi possible d’écrire du texte sur le graphique, éventuellement en Latex :
plt.text (2,1, r’ $x\mapsto\cos (x)$’, fontsize=15,color="b’").

e Pour superposer plusieurs graphes, on procede comme ci-apres. La légende (facul-
tative) plt.legend((’ cos’,’sin’,"Arctan’)) (dansl’ordre indiqué pour le
tracé) permet de les repérer.

t=np.linspace(0,10,100)

y=np.cos(t); z=np.sin(t); w=np.arctan(t)
plt.plot(t,y,’'x’,t,z,"+k’,t,w,’xg’,linewidth=4)
plt.legend((’'cos’,’sin’,’Arctan’)); plt.grid(); plt.show()
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15 La fonction cosinus

10 X+ cos(x)

0.5

0.0

signal

-1.0

=15

1.3.3 Courbes paramétrées

Pour tracer la courbe paramétrée ¢ — (z(t), y(¢)), on utilise toujours la commande
plot. Exemple:

t=np.linspace (0, 2xnp.pi, 100)

x=np.cos(t); y=np.sin(t)

plt.plot(x,v,’'r"); plt.axis(’equal’); plt.show()

A +12 22 -1

De méme, pour tracer la courbe définiepart — [ ——, ———
P P ( 313t 4t

), on écrit les ins-

tructions suivantes.

t=np.linspace(-10,10,200)

X=(2xt+t*%2) / (3+3xt); y=(2+t**2-1)/ (4%t)
plt.plot(x,v,’'r"); plt.axis(’equal’);
plt.axis([-5,5,-5,5]); plt.show()

y

-0.25

—-0.50

-0.75

-1.00

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -6 -4 -2 0 2 4 6

1.4 Algebre linéaire

1.4.1 Le module numpy

Pour effectuer des calculs sur les polynémes, on importe le module numpy : on le
fait en général en écrivant import numpy as np. Une fois numpy importé, il est
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inutile d’'importer math ou cmath, car toutes les fonctions élémentaires de numpy (a
priori plut6t matricielles) s’appliquent aussi aux scalaires. Ce module contient encore
les constantes 7 et e, qui s’écrivent np.pi etnp.e.

1.4.2 Tableaux

La fonction array permet de construire des tableaux a une ou plusieurs dimensions.
Ainsi, les vecteurs sont des tableaux a une dimension (1d), les matrices des tableaux a
deux dimensions (2d). Voici deux exemples.

T=np.array([4,7.1,8,0]); print(T); type(T)
U=np.array([[1,2],[3,41]1); print (U)

La commande linspace (a, b, n) construit un tableau 1d dont les n composantes
sont uniformément réparties entre a et b.

Exemple : np.linspace (0,1,5).

La commande arange (a, b, inc) crée un tableau 1d. Elle fonctionne comme la
commande range (a, b, n) sauf que le troisieme argument peut étre un flottant.
Exemple : np.arange (0,1,0.2).

La fonction zeros (resp. ones) crée un tableau contenant uniquement des 0 (resp.
des 1). Exemples : np.zeros (5), np.ones ( (3, 4)) (tableau 2d de taille 3 x 4).
Les fonctions zeros_1like et ones_like créent des tableaux de 0 ou de 1 ayant les
mémes dimensions qu’un autre tableau T'.

La fonction eye donne des matrices identités. Exemple : np.eye (4).

La fonction diag construit un tableau 2d a partir d'une diagonale donnée sous la
forme d’un tableau 1d, ou extrait une diagonale d'un tableau 2d sous la forme d'un
tableau 1d. Exemples :

np.diag(np.ones(3))

np.diag (np.ones (3),k=1) (k précise le numéro de la diagonale, et par défaut on
ak=0)

A = np.array([[1,2,3]1,[4,5,6]1,17,8,9]1]1); print(A); np.diag(d);
np.diag (A, k=-1)

Les attributs ndim, shape et dtype donnent respectivement le nombre de dimen-
sions d’un tableau, le nombre d’éléments dans chaque dimension et le type des
éléments du tableau. Exemple : U.ndim; U.shape; U.dtype.

On accede au j—eme élément d"un tableau 1d 7" en écrivant T [ j] (comme pour les
listes). On récupere les éléments d’indices appartenant a [j, k[ en écrivant T[j:k].
On accede au (¢, j)—eme élément d’un tableau 2d U en écrivant U[1, j]. Pour
récupérer toute la colonne d’indice 1 on écrit U [ :, 1]. Pour récupérer les éléments de
la ligne d’indice 0 dont l'indice de colonne est supérieur ou égala 1, on écrit U [0, 1:].

La moyenne et I’écart-type des éléments d'un tableau a sont respectivement donnés
par np.mean (a) etnp.std(a).
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1.4.3 Tableaux contenant des coefficients aléatoires

Le sous-module random de numpy permet de générer des nombres aléatoires :

— random. rand pour la loi uniforme ¢([0, 1]),

— random. randn pour la loi normale A (0, 1),

— random. randint pour une loi uniforme sur un intervalle d’entiers.

Exemples :

np.random.rand (3) (tableau 1d, loi uniforme sur [0, 1])

np.random.randn (4, 2) (tableau 2d 4 x 2, loi normale N(0, 1))
np.random.randint (0,5, 10) (tableau 1d, loi uniforme sur les entiers de [0, 4])
np.random.randint (0,5, (4,4)) (tableau 2d, loi uniforme sur [0, 4]).

1.44 Opérations sur les tableaux

e Soient a, b des scalaires, n un entier positif et u, v des tableaux de méme dimen-
sion, alors u+v, u-v, axu+b=*v, uxv, u/v, ux+n effectuent les opérations élément par

élément. Par exemple, les éléments du tableau donné par uxv ont pour (i, j)—éme
n

composante u; ;v; ; (et non E u; kVg,; ). Cependant, les combinaisons linéaires élé-
k=0
ment par élément correspondent aux combinaisons linéaires des tableaux u et v.

La multiplication matricielle s’écrit avec la fonction dot : si le nombre de colonnes
de A est égal au nombre de lignes de B, alors np . dot (A, B) calcule le produit de A
par B.

De méme, si x est un tableau 1d de taille n, et A un tableau 2d de taille m x n, alors
np.dot (A, x) effectue le produit Az, le résultat étant un tableau 1d (et non un vec-
teur colonne!).

Si y est un tableau 1d de taille m, np.dot (v, a) effectue le produit 'y 4, le résultat
étant un tableau 1d (et non un vecteur ligne!).

Si z et y sont deux tableaux 1d de méme taille, np.dot (x,y) effectue le produit
scalaire (z|y).

Si x est un tableau 1d de taille m et y un tableau 1d de taille n, A=np.outer (x, y)
renvoie un tableau 2d de taille m x n de coefficients A4, ; = x;y;.

Pour calculer des puissances de matrices, on utilise la commande matrix_power du
sous-module 1inalg de numpy.

Exemple :np.linalg.matrix_power (U, 2).

Cette commande calcule aussi 'inverse d’une matrice.

Exemple: np.linalg.matrix_power (U, -1).

Les fonctions élémentaires cos, sin, exp, log du module numpy s’appliquent aux
tableaux et agissent élément par élément (1og désigne le logarithme népérien).

Les méthodes sum, prod, mean, var, std, min, max calculent respectivement la
somme, le produit, la moyenne, la variance, 1’écart-type, le minimum et le maxi-
mum des éléments d'un tableau. Exemple : U.prod ().
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¢ On peut transformer un tableau md en un tableau nd grace a la commande reshape
a condition de ne pas changer le nombre total d’éléments du tableau.

Exemples :T = np.arange (12); TT = np.reshape(T, (4,3));

TTT = np.reshape (T, (2,3,2))

Notons que le tableau initial et le tableau redimensionné partagent les mémes éléments,
si bien qu'une modification de l'un des tableaux affectera 'autre.

La fonction concatenate permet de concaténer des tableaux ayant le méme nombre
de dimensions.

Exemple : A=np.ones ((2,2)); B=np.zeros((2,2))

np.concatenate ( (A, B)) (les tableaux sont placés 'un en dessous de 'autre)
np.concatenate ( (A, B),axis=0) (idem)

np.concatenate ( (4, B),axis=1) (les tableaux sont placés 'un a c6té de 1'autre)

¢ On peut sélectionner et modifier les éléments d’un tableau a 1’aide de conditions
booléennes : par exemple l'instruction U [U>2]=44 remplace tout élément du tableau
U qui est strictement supérieur a 2 par 44.

Pour échanger deux coefficients d"un tableau 1d T, on peut faire une affectation en
parallele des variables, comme ceci.

a=np.array([1,2,3,4]); al2],alll=all]l,al2]

Attention, cette méthode n’est plus valable quand on échange deux lignes d'un ta-
bleau 2d, comme le montrent les instructions ci-apres.

b=np.array ([[1,2],[3,411); bl[1l,:1,b[0,:]1=b[0,:]1,b[1, :]

Pour échanger les deux lignes de b, on procede a 'aide d'une variable auxiliaire.
b=np.array ([[1,2],[3,41])

t=np.copy(b[0,:]); b[0,:]=np.copy(bll,:]); b[l,:]=t

Attention, si’on définit un tableau d’entiers T, et si 1’on essaie d’attribuer une valeur
flottante a I'un de ses coefficients, cette valeur est automatiquement convertie en
entier. Cependant, pour forcer l'affectation, on peut créer une copie de 7' dont les
coefficients sont des flottants, en écrivant U=T . astype (float).

¢ Pour transposer une matrice, on peut utiliser la méthode t ranspose oul'attribut T.
Exemple : V=U.transpose (); W=U.T

Comme avec la commande reshape, le tableau transposé partage ses éléments avec
le tableau initial. Si cela ne convient pas, il faut utiliser la commande copy.
Exemple : UU=np. copy (U), ou UU=U. copy ().

La trace d"une matrice est donnée par la commande t race. Exemple : np.trace (U).
Son déterminant est donné par la commande det du sous-module 1inalg. Exemple:
np.linalg.det (U).

La commande eig du sous-module 1inalg calcule les valeurs propres et les vecteurs
propres d"une matrice.
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Exemple:1,P=np.linalg.eig(U)

QO=np.linalg.matrix_power (P,-1); D=np.dot (np.dot (Q,U),P)

np.dot (U,P[:,0])-1[0]%P[:,0]; np.dot (U,P[:,1])-1[11#P[:,1]

La matrice P est la matrice de passage de la base canonique de C" vers la base de vec-
teurs propres, et ses vecteurs colonnes sont les vecteurs propres associés aux valeurs
propres contenues dans le tableau 1.

Le polyndme caractéristique (xa(A) = det(\,, — A)) est donné par la commande
poly.

Exemple : np.poly (U) — array([ 1., -5., -2.1), ce qui signifie que
xu(A) = A2 —B5X—2.

Considérons deux vecteurs x = (zg, ..., Tm-1) ety = (Yo, - .., Yym—1) de taille m, ot

2o, ..., T;,—1 sont distincts, et un entier n < m. Alors il existe un unique polyndéme P
m—1

de degré inférieur ou égal a n qui minimise la quantité Z |P(z;) — yj
§=0

lyndéme s’appelle le polyndme des moindres carrés de degré inférieur ou égal a n

associé a x et y. Il peut étre calculé au moyen de la commande polyfit, de syntaxe

np.polyfit(x,y,n).

| : ce po-

1.5 Graphes de fonctions, courbes implicites, représen-
tations graphiques dans 1’espace, animations

1.5.1 Superposition de graphes

Pour compléter les résultats du paragraphe 1.3.2, donnons un exemple de superposi-
tion de graphes utilisant une boucle.

t=np.linspace(-5,5,100)
for n in range(10):
plt.plot (t,np.arctan (n*t), 00
color=(n/10, (10-n)/10,0.8)) -0s
plt.show() o

1.5.2 Courbes implicites

On peut représenter I’ensemble des points du plan vérifiant une équation (on parle
alors de courbe implicite, ou de ligne de niveau) grace aux commandes contour et
meshgrid. Exemples :



1.5. Graphiques

e Tracé de {(z, y) € R? /22 +y%> — 1 = 0}.
def f(x,vy):
return xxx2+yxx2-1

x=np.linspace(-1,1,50)
y=np.linspace(-1,1,50)
X, Y=np.meshgrid(x,y)

z=f (X, Y)
plt.contour(X,Y,Z, [0]); plt.show()

e Superposition de deux types de graphes.
def f(x,vy):

return x*x*2+2*xyx*2-1
t=np.linspace(-1.5,1.5,100)
z=np.exp (—t**2) np.cos (10xt)
11,12=plt.plot(t,z,’'g’",t,-z,’'c")
x=np.linspace(-1.5,1.5,50)
y=np.linspace(-1,1,50)
X,Y=np.meshgrid(x,vy)
z=f (X,Y)
C=plt.contour(X,Y,%,[0,0.5,0.75])
plt.clabel (C, fontsize=10)
plt.show ()

-0.25
-0.50

-0.75

)
N

-1.0

.00
-1.00 -0.75 -0.50 —0.25 0.0 025 050 075  1.00

1.5.3 Fenétres contenant plusieurs graphiques

On peut créer des fenétres contenant plusieurs graphiques. Voici un exemple.

plt.subplot(2,1,1)
t=np.linspace(-5,2,100)
plt.plot(t,np.exp(t),’ g’)
plt.axis([-5,2,0,np.exp(2)])
plt.text (-3,4,r’ $Sx\mapsto e"x$’,
color='g’, fontsize=25)

plt.subplot(2,1,2)
t=np.linspace(0.01,5,100)
plt.plot(t,np.log(t),’ ")
plt.axis([0,5,-3,1.71)
plt.text (2,-2,r’ $x\mapsto

\1ln(x)$’,color="r’",

fontsize=25)
plt.show ()

x
4] xme
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1.5.4 Représentations graphiques dans ’espace

e Pour effectuer des représentations graphiques dans 1’espace, on utilise le sous-
module mpl_toolkits.mplot3d.
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

o On peut représenter des courbes paramétrées dans 'espace. Voici par exemple la
représentation d’une hélice.

On commence par initialiser la figure.

fig=plt.figure()

ax=fig.gca(projection=’3d’)

Puis on définit la courbe paramétrée et on la trace.
t=np.linspace (0, 6xnp.pi, 100)

x=np.cos(t); y=np.sin(t); z=t

ax.plot(x,y,2z); ax.axis(’equal’); plt.show()

o On peut aussi représenter des surfaces dans ’espace. Voici 'exemple de la surface
paramétrée par f(z, y) — 2% — y?, qui est un paraboloide hyperbolique, ou selle de
cheval”.
On commence 14 encore par initialiser la figure.
fig=plt.figure ()
ax=fig.gca(projection=’3d’")
Puis on définit la surface et on la représente.
h=2/49; x=np.linspace(-1,1,50); y=np.linspace(-1,1,50)
%, y=np.meshgrid(x,y)
def f(x,vy):
return xXxx2-y*x*x2
z=np.array ([ [f(-1+ixh,-1+jxh) for j in range (50)]
for i in range(50)1])
ax.plot_surface (x,y,z,rstride=1,cstride=1); plt.show()

2
7. Une telle surface admet, dans un repére adapté, une équation de la forme z = i—z + ¥z. Pour
comtempler un joli paraboloide hyperbolique, le lecteur est invité a aller sur le toit de la cathédrale
Notre-Dame de Royan !
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1.5.5 Animations

Pour tracer une courbe animée, on importe la fonction animation.

from matplotlib import animation

On souhaite ici représenter le graphe de « — cos(4x — 2¢h) sur [0, 4] quand ¢ varie de
0 & 99 au cours du temps.

h=0.01; n=100

x=np.linspace (0,4, n)

e On initialise la figure.
fig=plt.figure()
line, =plt.plot([],[])
plt.x1lim(0,4); plt.ylim(-1,1)
def init () :
line.set_data([], [])
return line,

e On définit le graphe a afficher au i—éme pas de 'animation.
def animate (i) :
t=i+h; y=np.cos (4xx-2+1ixh)
line.set_data(x, vy)
return line,

e La fonction animation effectue alors le tracé animé. Notons que le parametre

frames donne le nombre de pas de I’animation tandis que le parametre interval

reégle la vitesse du tracé.

ani=animation.FuncAnimation(fig,animate, init_func=init,
frames=n,blit=True, interval=20, repeat=False)

plt.show ()

1.6 Résolution numérique d’équations

1.6.1 Systémes linéaires

Pour résoudre un systeme linéaire, on peut utiliser la commande solve du sous-
module 1inalg de numpy.
Par exemple, pour résoudre le systeme linéaire

r+3y+5z = 0
20 +5y+82z = 8 |
20 +3y+8z = 3

on écrit les instructions suivantes.

A=np.array ([[1,3,5],12,5,8]1,12,3,81])
b=np.array([0,8,3])

x=np.linalg.solve (A, Db)
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1.6.2 Le module scipy

De nombreuses méthodes numériques nécessitent 1'utilisation du module scipy.
Ce module contient la plupart des commandes de numpy, et quand on I'importe, il
devient souvent inutile d’importer numpy.

Pour importer le module scipy, on écrit la ligne ci-dessous.

import scipy as sp

1.6.3 Dérivation d’une fonction

On peut calculer la dérivée d'une fonction f en un point a en utilisant la commande
derivative du sous-module misc de scipy. La syntaxe de cette commande est
derivative (£, a). Dérivons par exemple la fonction f : x — 4z? au point 1.
from scipy import misc

def f(x): return 4*x*%x2

misc.derivative (£, 1)

1.6.4 Equations non linéaires

La fonction £solve du sous-module optimize de scipy résout de fagon approchée
des équations scalaires ou vectorielles qui s’écrivent f(z1,..., z,) = (0,..., 0). La
syntaxe de cette commande est op.fsolve (f,v), oul f est une fonction de R"
dans R" et ot1 v est un vecteur de R™ “qui n’est pas trop éloigné de la solution”. Voici
deux exemples.

Equation Systéeme d’équations
x4+ 2cos(z) =0 xcos(y) =4detay—y=>5
import scipy.optimize as op | import scipy.optimize as op
def f(x): def g(x):
return x+2*xsp.cos (x) return [x[0]xsp.cos(x[1l])-4,
x0=op.fsolve (f,0.3) x[1]*x[0]-x[1]-5]
print (x0) z0=op.fsolve (g, [1,1])
print (z0)

On peut aussi utiliser la fonction newt on du méme sous-module : la syntaxe de cette
commande est op.newton (£, v, fprime=None) : quand aucune fonction dérivée
fprime n’est précisée, la méthode de la sécante est utilisée, sinon c’est la méthode de
Newton.

Quant a la fonction bisect du méme sous-module, elle recherche une racine par
dichotomie dans un segment [a, b, et sa syntaxe est op.bisect (£,a,b).

1.6.5 Equations différentielles

On importe le sous-module integrate du module scipy.

import scipy.integrate as it

La commande odeint du sous-module integrate résout de fagon approchée des
équations différentielles d’ordre 1 scalaires ou vectorielles qui s’écrivent sous la
forme 2'(t) = f(x(t), t) avec la condition initiale (o) = z¢. La syntaxe de cette
commande est it .odeint (£, x0, t). Cette commande retourne les valeurs de la
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solution approchée évaluée sur les composantes du vecteur ¢, vecteur dont la premiere
composante doit étre ¢y. Voici deux exemples.

e Ordre1: 2’ — (¢t + ) sin(tz) =0,
avec 2(0) = . “
def f£(x,t):

return (t+x)*sp.sin (t=*x)
t=sp.linspace(0,10,200)
sol=it.odeint (f,sp.pi, t)
plt.plot (t,sol) 1
plt.show()

o Ordre 2: 2" 4+ 4tx =0,
avec z(0) =1, 2/(0) = —2.
Cette équation est équivalente a 1o
b Tyl [ wa 1[0 1]fw] _JoOo 1
=l = L) = ol Bl = [ ol
1

ey =f(y t)avecf(y, t)=| %, |y

y0=[1,-2]

def f(y,t): ]
return [y[1],-4+t*y[0]]
t=sp.arange(0,4.0,0.01) 1ol

sol=it.odeint (f,y0,t)
plt.plot(t,sol[:,0])

plt.show()

Notons que dans le cas ol I’équation comporte des parametres &, ..., k., ceux-ci
doivent étre ajoutés aux arguments de la fonction f: £ (y,t,k_1,...,k_r). De
plus, le r—uplet (k1, ..., k) de ces parametres doit étre placé en dernier argument de
la fonction odeint : sol=it.odeint (£f,y0,t, (k_1,...,k_r)).

1.7 Intégration numérique

On utilise le sous-module integrate du module scipy pour calculer (de facon
approchée) des intégrales. On écrira donc les deux lignes ci-dessous.

import scipy as sp

import scipy.integrate as it

1.7.1 Meéthode standard

La commande permettant d'intégrer une fonction f : x — f(z) sur un intervalle [a, ]
est quad. Sa syntaxe est it .quad (lambda x: f (x),a,b).Notons que le résultat
est donné sous la forme d'un couple (1, e) o1 I est une valeur approchée de I'intégrale
et ol e borne l'erreur d’approximation.
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La syntaxe lambda x: f (x) signifie que 1’on crée une “fonction anonyme” définie
par z — f(z).

Exemples: it.quad (lambda x: sp.cos(x),0,sp.pi/2)

it.quad(lambda x: sp.exp(-x**x2),-10,10)

it.quad(lambda x: sp.exp(-x*%x2),-10,10) [0]-sp.sqgrt (sp.pi)

1.7.2 Méthode des trapezes

Quand on ne connait une fonction que via ses valeurs ¥, . . ., ¥, en les points d"une
subdivision x = (o, ..., x,) de pas dz, on peut utiliser la méthode des trapezes pour
calculer son intégrale approchée avec la commande trapz du module numpy. Sa
syntaxe est np.trapz (y, x, dx). L'argument y est un tableau 1d de composantes
Yo, - - - » Yn et les arguments z et do sont optionnels. S’ils ne sont pas précisés, x est un
tableau de méme dimension que y et de composantes 1, 2, ..., et dz vaut 1. Exemple :
x=np.linspace(-10,10,40); np.trapz(np.exp(—-x*xx2),x).

1.8 Simulation des lois de probabilité

o Le sous-module stats de scipy permet d’effectuer des calculs avec les lois
de probabilité classiques, comme par exemple les lois normale (norm), exponen-
tielle (expon), uniforme (uniform), de Bernoulli (bernoulli), binomiale (binom),
géométrique (geom), hypergéométrique (hypergeom), de Poisson (poisson), discrete
uniforme (randint). Notons que l’on obtient une loi normale de moyenne m et
d’écart-type s en écrivant norm (m, s) .

o On définit une variable aléatoire et 'on peut alors utiliser sa fonction de densité
de probabilité pdf (probability density function, pour une loi continue) ou sa fonc-
tion de masse pmf (probability mass function, pour une loi discrete), sa fonction
de répartition cdf (cumulative density function) et la réciproque de la fonction de
répartition ppf (percent point function). On accéde a la moyenne et a 1’écart-type de
la variable aléatoire grace aux méthodes mean et sdt. On peut effectuer des tirages
aléatoires relevant de cette loi en utilisant la commande rvs. Voici deux exemples.

Loi binomiale Loi de Poisson

from scipy.stats import binom | from scipy.stats import poisson
va=binom (20, 0.4) va=poisson(3.1)

va.rvs (size=5) va.rvs (size=5)

va.pmf (4); va.pmf (40) va.pmf (2); va.pmf (4)

va.cdf (19); va.cdf (20) va.cdf (4); va.cdf (10)
va.ppf(0.5); va.ppf(0.6) va.ppf(0.85); va.ppf(0.99)

On peut aussi tracer des histogrammes, comme dans les exemples ci-dessous.
import matplotlib.pyplot as plt
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Loi normale Loi de Poisson

from scipy.stats import norm from scipy.stats import poisson
va=norm (40,13); L=va.rvs(size=1000) va=poisson (4)

plt.hist (L,20,fc="g’,ec="r’) L=va.rvs (size=1000)

plt.show () plt.hist (L,10, fc="g’,ec="1r")
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1.9 Calcul formel

1.9.1 Le module sympy

Python permet aussi de faire du calcul formel grace au module sympy, c’est-a-dire
de manipuler des symboles et des expressions littérales, sans utiliser de valeurs
numériques. On obtient ainsi les solutions exactes de nombreuses équations, ou la
valeur exacte d’intégrales dépendant de paramétres. Pour utiliser ce module, on écrit®
from sympy import =

Voici un apergu des possibilités du module.

1.9.2 Exemples
o On peut définir des expressions contenant des symboles.

Exemple: x, y=symbols ('x y'); e=2%x-4xy

¢ On peut créer une variable p contenant ’expression xy — 4z — 10y + 40z, factoriser
cette expression (avec factor) et stocker le résultat dans une variable ¢ pour ensuite
développer ¢ (avec expand) et stocker le résultat dans une variable r.
p=x*y—4xxx*x2-10xy+40%x; g=factor (p); r=expand(q)

e Calcul desin(%) : sin(pi/2)

sin(z)

Calcul de lin% :limit (sin(x)/x,x,0)
xT—r

8. La ligne ci-dessous permet d’avoir un meilleur affichage.
from sympy import init printing; init printing()
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Calcul de la dérivée de = — cos(z)e® : diff (cos (x) *exp (x) , X)

Calcul d'une primitive de x + 22 cos(z) — 7e® sin(z) :
integrate (xx*x2*xcos (x) —7+exp (x) *sin (x), X)
Calcul de l'intégrale généralisée / cos(z?)dz

—00
integrate (cos (x*%2), (x,-00,00))

Résolution de I'équation z? —3 = 0: solve (x**2-3, x)

Résolution de I'équation différentielle y”/ — y = e :
t=symbols (’t’); y=Function(’y’)

dsolve (Eq(y(t) .diff (t,t)-y(t),exp(t)),y(t))

Détermination des éléments propres d"une matrice :
A=Matrix ([[1, 2], [2, 2]]); A.eigenvals(); A.eigenvects/()

Développement limité de e* : series (exp (x),x,0,4)



Chapitre 2

Algorithmes classiques

voquer l'algorithme d’Euclide fait prendre conscience que l'informatique
E préexiste aux ordinateurs'! On attribue cependant les prémices de cette
science a trois grands noms : Gottfried Leibniz (XVII® siécle) qui introduit le lan-
gage formel de la logique et le calcul binaire (jugé alors esthétique mais inutile!),
Charles Babbage (XIX® siécle) qui congoit une machine analytique ” (jamais réalisée
en son temps), et Alan Turing (XX® siecle).
11 est essentiel de maitriser 1’algorithmique pour étre en mesure de s’adapter a tout
langage de programmation : alors qu'un programme dépend d’un langage donné,
un algorithme en est indépendant.

onformément au programme, ce chapitre fait entrer le lecteur dans l'algorithmique
C in medias res. Le but est de lui faire découvrir des algorithmes itératifs et récursifs
classiques portant sur les nombres et les polynémes, la recherche d’un élément dans un
tableau trié, les méthodes de tri d’un tableau, la transformée de Fourier discréte ainsi
que des applications au traitement d’images. On pourra se concentrer en premiére
lecture sur les algorithmes plus que sur leur étude, pour reprendre cette étude de
maniere plus approfondie apres avoir traité le chapitre suivant.

2.1 Algorithmes pour les nombres et les polynémes

2.1.1 Calcul de puissances

Etant donné un élément ¢ d'un anneau A (R, C, M,,(R)), on se propose de calculer

une puissance a™ de a pour n fixé “assez grand”. Ce probleme conduit a écrire les
algorithmes suivants.

1. Le mot “ordinateur” a été suggéré par le philologue et théologien Jacques Perret en 1955 suite a la
demande de son ancien éleve, responsable du service publicité d'IBM France.

2. Babbage utilise dans sa machine le principe des cartes perforées emprunté au métier Jacquard,
premiére machine programmable.
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21.1.1 Algorithme d’exponentiation naive

L’algorithme naif consiste a calculer de proche en proche toutes les puissances
précédant a™ en utilisant la relation a* = a a* 1.
Voici une implémentation de cet algorithme dans le cas ott A est R ou C.

,—(Algorithme en Python 2.1.1 (Exponentiation na'l've)]

def EXP_NAIVE (a,n) :

if n==0:
return 1

elif n==1:
return a

else:
b=a
for j in range(n-1):

bx=a

return b

L'algorithme se termine (il ne comporte qu'une boucle for), il est correct (un invariant
de boucle est P(j) : “ala fin de la j—eme boucle, b = a/T2”) et sa complexité est de
n — 1 produits.

2.1.1.2 Algorithme d’exponentiation rapide

Cet algorithme repose sur la méthode “diviser pour régner”. Son principe est le
suivant. Sil'on écritn = 2m + r avec r = 0 ou 1, alors

2\m :
n o ovm o a*?) sir=20
" = () CL_{a(ag)m sir=1

Nous donnons ici une version récursive et une version itérative.

,—[Algorithme en Python 2.1.2 (Exponentiation rapide)}

def EXP_RAPIDE_REC (a,n) : def EXP_RAPIDE (a,n) :

if n==0: m,y,b=n,1,a
return 1 while m!=0:

elif n==1: if m%2==1:
return a y*=Db

elif n%2==0: m=m/ /2
return EXP_RAPIDE_REC (a*xa,n//2) bx=b

else: return y
return a*xEXP_RAPIDE_REC (a*xa,n//2)
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L’algorithme se termine (les valeurs successives de m sont strictement décroissantes
dans N), il est correct (proposition 1) et sa complexité est en © (log,(n)) (proposition 2).

Proposition 2.1.1]

Un invariant de boucle de l'algorithme d’exponentiation rapide est P(m) :
“a la fin de chaque boucle, ona y b™ = a™”.

Démonstration :

Pour la k—éme boucle, on indexe les variables par k, et 'on note u//v le quotient de la division
euclidienne de u par v. Il s’agit de prouver que pour tout k, on a y b,"* = a™.

e Au départ, avant la premiere boucle, on a mg = n, yo = 1 et by = a. Distinguons deux cas.
— Simyg estimpair, y1 = a, m1 = mo//2, b1 = a?, dott y1 b]"* = a(aa)™//? = a™.

— Simg est pair, y1 = 1, m1 = mo//2, by = a?, dotty1 b]"* = 1(aa)™//? = o™ = a™.

e Supposons qu’a la fin de la k—eéme boucle, on a y b,'* = a™. Distinguons alors deux cas.

Si my, est impair, alors yx+1 = yrbx, Mr+1 = mr//2, bps1 = bz, d’oli par hypothese de
récurrence, Yr41 b:i“fl = ykbkbim’“+1 =yeby* =a™

— Si my, est pair, alors yx4+1 = Yr, Mik+1 = Mx//2, bet1 = bz, d’oli par hypothése de récurrence,
Yt b;:ffl _ ykbimkﬂ _ ykaLk ——

e Alafin,onam =0avecydb™ =a",doty=a". M

Proposition 2.1.2]

La complexité C(n) de 'algorithme d’exponentiation rapide (en nombre de
produits) est en O (logy(n)).

Démonstration :

Considérons le développement binaire (n)> = by...bo ot les by, € {0,1} sont les restes
successifs des divisions par 2 (avec b, = 1). Alors n = b, 2P + --- + b 28 + -~ + by et
a™ = (agp)bp e (azk)b"' o (a®)br abo.

On a p produits pour les an, d'otip < C(n) < 2p. Comme 27 < n < 2P alors p < log,(n) <
p+1,donclog,(n) —1 < C(n) < 2log,(n) et C(n) = O (logy(n)). A

2.1.2 Algorithme d’Euclide

2.1.2.1 Principe et implémentation

L’algorithme d’Euclide calcule le pgcd de deux entiers naturels a et b selon le prin-
cipe:sib=0,alorsaAb=a,sinon a Ab=bA (a%b), olt a%b est le reste de la division
euclidienne de a par b. Nous donnons une version récursive et une version itérative
de cet algorithme.
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,—[Algorithme en Python 2.1.3 (Algorithme d’Euclide)]
def PGCD_REC (a,b) : def PGCD (a,b) :
if b==0: r,t=a,b
return a while t!=0:
else: r,t=t,rst
return PGCD_REC (b, a%b) return r
Proposition 2.1.3]

L’algorithme itératif se termine car la suite des valeurs successives prises
par r est strictement décroissante a partir du rang 1 et a valeurs dans N.

Démonstration :
Pour la k—éme boucle, on indexe les variables par k, et ’on note u%v le reste de la division

euclidienne de u par v. Il s’agit de prouver, par récurrence, que pour tout k, ona ry41 < ri.

e Montrons que r1 < rpours < ri.Onadéary =a,to =b, 1 =to = betts = ro%to = a%b.
Distinguons alors deux cas.

—Sib < a, alors on a bien r; < rg.

—Sib>a,alorsre = t1 = a%b, d’otire < b=r1r1.

e Supposons que 7, < Tk—1. Ona déja tx, = rr_1%tr_1 et = tr_1. De plus, try1 = 7%t et
Tkt1 = tg, dOU TR = g = Th1Poth—1 = 11 %7K < 71. B

En vertu du principe de I'algorithme d’Euclide, on obtient immédiatement la proposi-
tion suivante.

Proposition 2.1.4]

Un invariant de boucle de 1’algorithme itératif est P(r) : “a la fin de chaque
boucle, t AT =a Ab".

2.1.2.2 Majorant de la complexité de I’algorithme d’Euclide

Nous cherchons a majorer la complexité en nombre de divisions euclidiennes de
l'algorithme d’Euclide. Notons déja que ce nombre est le méme pour les deux versions

de l'algorithme.
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-|Remarque 2.1.5 |- s e cccccccccaeccmcceccceecemcememmmmma=aa- -

Sia < b, la premiére itération (ou le premier appel récursif) échange a et b. En
outre, si @ = b, une seule division donne le résultat. On peut donc supposer
dans la suite que 1 < b < a.

IR EE R E TS
- E e e .-

Dans les résultats qui suivent, nous utiliserons a plusieurs reprises la suite de Fibo-
nacci®. Nous rappelons sa définition et ’expression de son terme général.

~ Définition 2.1.6 |

La suite de Fibonacci est la suite (F},),en définie par Fy = F; = 1 et pour
toutn € N, F,42 = F, 11 + F,,. Le n—eme terme de cette suite s’appelle le
n—eme nombre de Fibonacci.

,_[Proposition 2.1.7]

n
Pour toutn € N,ona F,, = %gwm + 5@10@ (—%) ,ol ¢ = 1+2‘/5 ~ 1.62 est

le nombre d’or.

En particulier, F,, ~ _E’JE(\)/5 P

Démonstration :

L’équation caractéristique de la suite est 7> —  — 1 = 0. Ses racines sont ¢ = 155 et -5

Alors il existe (), i) € R? tel que pour toutn € N, F}, = A" + 1 (—%)n Et (X, p) est solu-

5+5 5—/5 m
10 0

tion du systéme formé par les équations A\+p = letAp— 5 =1,d'ou A = ety=

,—[Proposition 2.1.8]

Supposons que 1 < b < a.
Si n est le nombre de divisions euclidiennes dans le calcul du pged de a et b,
alors F,, 11 < aetF, <b.

Démonstration :
Notons d(a, b) le nombre de divisions euclidiennes pour calculer a A b.
Posons alors F,, = {(a, b)) € N* /1 < b < aetd(a, b) = n}.

3. Elle décrit la croissance de la “descendance” d"un couple de lapins.
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Par récurrence sur n € N, montrons que Fy, 11 < aet F, <b.

eOnaf1 =1<aetFy=1<b, donc le résultat est vrai au rang 0.

e Supposons que le résultat est vrai au rang n — 1, et montrons qu’il est encore vrai au rang n.
On a dong, pour tout (a, b) € En_1, F < a et Fr_1 < b. Soit (a, b) € E,. Effectuons la
division euclidienne de a parb: a = bg+ravecqg > let0 <r < b. Alorsa Ab=bAret (b, r)
appartient a F,,_1, donc par hypothése de récurrence, on obtient F,, < bet F,,_1 < r. Alors

a=bg+r>b+r>F,+ F,_1=Fnq1,

ce qui montre que le résultat est vrai au rang n. B

= Lemme2.1.9|==-=eccccmccccmcccemc e e N

n

Pour toutn € N,ona F,, > o

- em e om o
- emm e om o

Démonstration :
Procédons par récurrence sur n € N.
eOnaFy=1>2letF =1> % car¢~162.

e Supposons que Fy, 1 > ‘1571'271 et que F;, > % Alors

1 n— n 1 e 1 e 1 5
F7L+1:Fn+Fn—12§(¢ 1+¢):§¢ 1(1+¢)=§¢ 1¢2:§¢+17

d’oul le résultat. B

,—[Proposition 2.1.10 (Théoreme de Lamé)}

Soit n le nombre de divisions euclidiennes dans le calcul du pged de a et b,
avecl <b<a.

Alorsn < 2 + ﬁ etn <1+ ﬁl‘—g,doncnz O(lnb).

Démonstration : L
D’aprés la proposition 8, a > F,y1. Or d’apreés le lemme 9, on a Fny1 > d’n; ,
dotia > 257 Ainsi, (n + 1)In(¢) < In(2a) = In(2) + In(a). Bt ¢> = 1+ ¢ > 2,

donc 21In(¢) > In(2). Alors (n + 1)In(¢) < 2In(¢) + In(a), i. e. nln(p) S_ln(¢) + In(a),

7~ In(a)
douin <1+ NOR

De méme, d’apres la proposition 8 et le lemme 9,ona b > F, > %ﬁ d’ol1 9" < 2b, donc

nin(¢) < In(2) +In(b) < 2In(¢) + In(b), d'ott n < 2+ %2 Finalement, n = O(In(b)). W
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- [Remarque 2.1.11} ........................................... -

— Les majorants de la proposition 8 sont “atteints” dans le calcul du pged de
F,+1 et F,, ot tous les quotients des divisions sont “minimaux” puisqu’égaux
a 1 sauf le dernier qui vaut 2.

—Ona = < 25, doncn < 2+ 2 logy(b). Et 'on a vu que log,(b) est du

In¢
méme ordre de grandeur que le nombre de chiffres de b en base 2.

- mm omEmmomomomomom
R P E R

2.1.2.3 Algorithme d’Euclide étendu

Etant donné deux entiers a et b, il existe d’aprés le théoréme de Bézout deux entiers u
et v tels que au + bv = a A b. L'algorithme d’Euclide étendu calcule le pged de a et b
ainsi qu'un couple (u, v) vérifiant cette relation.

v’ Cet algorithme, treés important, admet de nombreuses variantes et tout autant d’appli-
cations : calcul d’une suite de Sturm pour la recherche des racines réelles d'un polynome,
algorithme de Buchberger qui permet d’obtenir une base de Grobner d’un idéal, ou encore
algorithme de Sugiyama pour les codes correcteurs d’erreuts.

Voici une implémentation en Python de 1’algorithme d"Euclide étendu.

,-[Algorithme en Python 2.1.4 (Algorithme d’Euclide étendu)}

def EUCLIDE_ETENDU (a,b) :
r,u,v,rl,ul,vl=a,1,0,b,0,1
while rl1!=0:
g=r//rl
r,u,v,rl,ul,vl=rl,ul,vl, r—gxrl,u—g*ul, v—g*vl
return r,u,v

Etant donné n € N* fixé, on dit qu'un entier a € Z est inversible modulo n s’il existe
un entier b (appelé inverse de a modulo n) tel que ab =1 mod n. D’apres le théoreme
de Bézout, un entier a est inversible modulo n si et seulement s'il est premier avec n.
L’algorithme d’Euclide étendu donne un tel inverse u de a en calculant un couple
(u, v) tel que au + nv = 1.

Exercice 2.1.1 (Inverse modulaire)

Ecrire une fonction INVERSE_MODULAIRE (a, n) qui recoit deux entiers a € Z et
n € N et qui renvoie 0 si a = 0 et 'unique inverse de ¢ modulo n qui se trouve dans
I'intervalle [0, n — 1] sia # 0.

[Corrigé page 61]
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2.1.3 Cryptographie
2.1.3.1 Le systéme RSA

Le systeme RSA est un systeme de cryptage a clé publique, inventé en 1977 par Ron
Rivest, Adi Shamir et Leonard Adleman (leurs initiales ont donné RSA). C’est, avec le
systeme AES, I'un des plus utilisés actuellement.

Ce principe repose sur le délicat probleme de la factorisation* des grands entiers en
nombres premiers. Pour le comprendre, prenons 'exemple® d’Amélie qui envoie a
Baudouin le message “Vive les vacances!” en le cryptant. Elle va utiliser une clé de
cryptage créée par Baudouin. Lui, utilisera sa clé de décryptage.

Nous détaillons dans la suite les opérations de construction des clés, de cryptage
et de décryptage, en simplifiant les étapes d’encodage-décodage du texte, qui ne
concernent pas le principe méme du cryptage.

2.1.3.2 Construction des clés

Baudouin fixe deux entiers premiers p et ¢ distincts qu’il garde secrets, rend public
leur produit a = pq et pose w = (p — 1)(¢ — 1) qu’il garde secret. Il fixe également un
entier m, public, premier avec w. Alors d’apres le théoreme de Bézout, m est inversible
modulo w et son inverse k, secret, se calcule grace a ’algorithme d’Euclide étendu. Le
couple (a, m), représente la clé de cryptage de Baudouin. D’ott le nom de systéme de
cryptage a clé publique, puisque la clé de cryptage est connue de tous. Quant a la clé
de décryptage de Baudouin, c’est le couple (g, k), dans lequel k£ n’est connu que de
Baudouin.

v/ La robustesse du systeme RSA repose sur la difficulté a factoriser a en facteurs premiers.
11 est donc difficile pour une tierce personne de retrouver p et q a partir de a, et donc difficile
d’obtenir w puis k pour connaitre la clé de décryptage.

Ici on choisit de coder le nombre a de la clé de cryptage sur 128 bits® : on choisit a
de telle sorte qu’il appartienne a l'intervalle [2!27, 2128 — 1] : il s’écrit donc en base
2 avec exactement 128 chiffres. Par exemple, si Baudouin choisit les deux nombres
premiers p = 18403 224 795191 622 251 et ¢ = 18237210859 617 604 733, alors

a 335623491 086 852 623 037 736 525 153 165 713 983,
w = 335623491086 852623 001 096 089 498 356 487 000.

Ensuite il choisit” m = 65537, de sorte que la clé de cryptage de Baudouin est le

4. La factorisation des entiers est un probléme difficile. Plusieurs algorithmes existent, comme 1'al-
gorithme de Pollard ou la méthode de factorisation par courbe elliptique de Lenstra, mais aucun n’est
suffisamment efficace.

5. Dans la pratique, l'utilisation du RSA est souvent combinée a celle d'un algorithme de chiffrement
symétrique a clé privée comme le systéeme AES, le RSA servant au cryptage de la clé utilisée par AES, et
AES cryptant le message.

6. On recommande actuellement d’utiliser des clés d’au moins 2048 bits, ou méme 4096 bits.

7. Cette valeur est recommandée par la norme X509.
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couple (335623491 086 852 623 037 736 525 153 165 713 983, 65 537).

L'inverse de m modulo w est k& = 34045271659 450 329 397 306 663 457 055 921 473,
nombre gardé secret, et la clé de décryptage de Baudouin est le couple (a, k).

p=18403224795191622251; g=18237210859617604733

a=pxq; omega=(p-1)*(g-1); m=65537; np.gcd(m,omega); — 1
k=INVERSE_MODULAIRE (m, omega)

2.1.3.3 Cryptage du message

Pour crypter son message, Amélie procede en trois étapes.

— Elle convertit chaque caractere du texte en son nombre en unicode, puis en héxadé-
cimal (i. e. base 16).

message=’'Vive les vacances !’

Ll=[hex (ord(c)) [2:] for c in message]

Elle complete aussi par un zéro les nombres & un seul chiffre.

L2=[a if len(a)==2 else ’"0’+a for a in L1]
— ["56", "69', "76', '65", '20", '6c’, '"65', "73", '20'",
r76", '6l1", '63', '61’, '6e’, '63', ’'65", '73’, '20', '21"]

— Puis, au moyen de la fonction conv120 ci-apres, elle regroupe les nombres a deux
chiffres en base 16 en des groupes de 15 octets (le message est ainsi découpé en blocs
de 120 bits) qui sont ensuite convertis en base 10. En effet, les nombres qui s’écrivent
avec deux chiffres en hexadécimal sont exactement les 28 = 256 valeurs possibles d'un
octet. Elle obtient ainsi une liste de nombres en base 10, tous strictement inférieurs
aa.

L3=conv120 (L2)

— [448676563062738789820555299293064803, 1702043681]

,—[Algorithme en Python 2.1.5}

def conv120 (L) :
J=[1]
for j in range(len(L)//15+1):
M=L[j*15: (j+1) x15]; c=""
for a in M:
ct=a
J.append (int (c, 16) )
return J

— Elle éleve enfin chaque élément de cette liste a la puissance m modulo a : cette
troisiéme étape constitue véritablement le cryptage RSA.
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Il est nécessaire pour calculer de telles puissances d’entiers de disposer d une fonction
d’exponentiation rapide modulo un entier. L’exercice qui suit propose de programmer
une telle fonction.

Exercice 2.1.2 (Exponentiation rapide modulaire)

En s’inspirant de 'algorithme 2, écrire une fonction EXP_MODULAIRE (a,n, p) qui
recoit trois entiers a € Z, n € N et p € N* et renvoie ¢” mod p en utilisant la méthode
d’exponentiation rapide.

[Corrigé page 62]

Cette nouvelle liste (notée L4) d’entiers en base 10, tous strictement inférieurs a a,
est le message crypté qu’Amélie envoie a Baudouin. La fonction RSA qui suit réalise
cette opération; notons que la méme fonction servira au décryptage : il suffira de
remplacer 'entier m de la clé de cryptage par l'entier k£ de la clé de décryptage.

Algorithme en Python 2.1.6 (RSA)}

def RSA(a,m,L):
return [EXP_MODULAIRE (x,m,a) for x in L]

L4=RSA (a,m, L3)
— [157343380634634368572660122263439968078,
200920919903455773640706528588837839151]

2.1.3.4 Décryptage du message

,—[Théoréme 2.1.1 (Petit théoreme de Fermat)]

Soient  un entier et p un nombre premier.
Si p ne divise pas z, alors 27! =1 mod p.

r—[Corollaire 2.1.12]

Soient z, [ deux entiers et p, ¢ deux nombres premiers distincts.
Alors 2! P=D(a=1) = z mod pq.

Démonstration :
Distinguons tout d’abord deux cas.

p—1
— Si z n’est pas divisible par p, alors z!®~ D=1 = (ml(q_l)) = 1 mod p d’apres le
théoreme 1.
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— Si z est divisible par p, alors 2 HE=D0E-D) = 0 = » mod p.

Donc dans tous les cas, ona ' ®~D@=1) = . mod p. De méme, on a la relation ' @11
=2 mod g¢. Ainsi, p et ¢ divisent tous deux z! T ®~ V=D _ z Comme ce sont deux nombres
premiers distincts, leur produit pg divise aussi le nombre 2P0 _ o q’ou1 le résultat. B

La proposition suivante permet de décrypter le message : c’est le résultat-clé sur
lequel est fondé le RSA!

Proposition 2.1.13]

Ona (z™)" =z mod a.

Démonstration :

Montrons que (z™)" = # mod a. On a par hypothese mk =1 mod w, i. e. il existe | € Z tel
que mk — 1 = I(p — 1)(g — 1). Alors (z™)* = 2™ = 2! HE=DE@=D = 5 mod a d’apres le
corollaire 12. H

k

Quand Baudouin recoit le message crypté (i.e. la liste L,), il procéde aussi en trois
étapes pour le décoder.

— Au moyen de la fonction RS2, il éleve tout d’abord chaque élément de cette liste a
la puissance k modulo a, et d’apreés la proposition 13 il retrouve ainsi la liste L3 : cette
premiere étape constitue véritablement le décryptage RSA.

L5=RSA (a,k,L4); L5==L3 — True

— Ensuite, il convertit chaque nombre de la liste en base 16 puis le sépare en groupes
de deux chiffres grace a la fonction deconv120.
Lo=deconvl120 (L5)

,—[Algorithme en Python 2.1.7}

def deconv120 (L) :

J=[]
for a in L:
h=hex (a) [2:]
if len(h)%2==1:
h="0’+h

for j in range(len(h)//2):
J.append (h[2%j:2x (J3+1) 1)
return J

— Il remplace enfin les nombres par les caracteres correspondants.
L7=[chr (int (a,16)) for a in L6]
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Et il reforme une chaine de caracteres.
L8=''.join(L7) — "Vive les vacances !’, message toujours apprécié!

II faut faire attention si I’on envoie le méme message a deux amis dont les clés de
cryptage (a1, m1) et (a2, mo) sont telles que m1 et ma sont premiers entre eux!
D’apres le théoréeme de Bézout, il existe deux entiers u; et uz tels que uim: +
ugmg = 1, d’ott z = (™))" (x™2)"2, et le message peut facilement étre décrypté
par une tierce personne!

2.1.4 Evaluation d"un polynéme en un point

On donne maintenant des algorithmes pour évaluer un polynéme en un point. Soient

P = Z ar X* € K[X] (K désigne R ou C) et z € K. On souhaite calculer la valeur
k=0

n
numérique P(x) = E ay z".
k=0

2.1.4.1 Algorithme naif

L’algorithme naif consiste a effectuer la somme des mondmes.

,—[Algorithme 2.1.8 (Evaluation naive)]

EVALUATION_NAIVE(P, z):
z < 1 (z contient les z* successifs)

Y < ao
Pour kdelan:
Z4— zZ*T

Yy<—ytag*z
Renvoyer y

,—[Proposition 2.1.14]

La complexité de 1'algorithme d’évaluation naive est de n additions et 2n
multiplications.

2.1.4.2 Algorithme de Horner

En écrivant P(z) sous la forme P(z) = ( -~ ((ap z+an—1) x+an—z) x+-- -+a1) r+ag

(pour P de degré 4, P(x) = (((asz+as)x+az)z+a1)r+ap)), on en déduit I'algorithme
suivant.
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,—[Algorithme 2.1.9 (Algorithme de Horner)]

HORNER(P, x) :
Y < an
Pour kden — 1 en descendant jusqu’al:
Y<—y*x+ag
Renvoyer y

,_[Proposition 2.1.15}

Un invariant de boucle est P(k) : “a la sortie de la boucle d’indice %, on a

n
Yy = a; xR
= E p .
i=k

,—[Proposition 2.1.16]

La complexité de l'algorithme de Horner est de n additions et n multiplica-
tions.

2.2 Algorithmes de recherche dans un tableau trié

2.2.1 Recherche séquentielle

Pour chercher un élément = dans un tableau L trié, la méthode naive (recherche
séquentielle) consiste a parcourir le tableau. La fonction CHERCHE_SEQU renvoie —1
si z n’est pas dans L, ou le premier indice ¢ tel que L[i] = x sinon.

,—[Algorithme en Python 2.2.10 (Recherche séquentielle)}

def CHERCHE_SEQU (x,L) :

n=len (L); k=0

while k<n and L[k]<x:
k+=1

if (k==0 and L[0]!=x) or k==n:
return -1

elif L[k]==x:
return k

else:
return -1




