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				Introdução

				As artes e as ciências tornaram-se tão extensas que facilitar sua aquisição é tão importante quanto ampliar suas fronteiras. A ilus-tração, se não encurtar o tempo de estudo, pelo menos o tornará mais agradável. Este trabalho tem como objetivo algo maior que a mera ilustração; não introduzimos cores com o propósito de entretenimento, ou para divertir com certas combinações de matiz e forma, mas para ajudar a mente em sua busca pela verdade, facilitar o ensino e difundir o conhecimento permanente. Se quiséssemos que autoridades provassem a importância e a utilidade da geometria, poderíamos citar todos os filósofos desde os tempos de Platão. Tanto entre os gregos, na antiguidade, como na escola de Pestalozzi e outros nos últimos tempos, a geometria foi adotada como a melhor ginástica da mente. Na verdade, os “elementos” de Euclides tornaram-se, por consenso, a base da ciência matemática em todo o mundo civilizado. Isso não parecerá extraordinário, contudo, se considerarmos que essa sublime ciência não só é mais eficaz do que qualquer outra em despertar o espírito de investigação, elevar a mente e fortalecer as faculdades de raciocínio, mas também constitui a melhor introdução à maioria das vocações úteis e importantes da vida hu-mana. Aritmética, topografia, agrimensura, engenharia, navegação, mecânica, hidrostática, pneumática, óptica, astronomia física, entre outras, são todas dependentes das proposições da geometria.

				Muito, porém, depende da primeira comunicação de qualquer ciência ao aluno, embora os melhores e mais fáceis métodos raramente sejam adotados. As proposições são apresentadas a um aluno que, embora tenha uma compreensão
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				suficiente, é informado tanto sobre elas ao cruzar o limiar da ciência, que isso provoca nele uma impressão muito desfavorável a seu futuro estudo dessa encantadora matéria; ou “as formalidades e a parafernália do rigor são apre-sentadas de forma tão ostensiva que quase escondem a realidade. Repetições intermináveis e desconcertantes, que não conferem maior exatidão ao raciocínio, tornam obscuras e complexas as demonstrações envolvidas, ocultando da vista do aluno a consecução das evidências”. Assim, cria-se uma aversão na mente do aluno, e uma matéria destinada a melhorar a capacidade de raciocínio e proporcionar o hábito de pensar com profundidade é degradada por um curso de instrução árido e rígido em um exercício desinteressante da memória. Aumentar a curiosidade e despertar os poderes inativos e latentes das mentes mais jovens deveria ser o objetivo de todo professor; mas onde faltam exemplos de excelência, as tentativas de alcançá-la são poucas, enquanto a eminência desperta a atenção e produz imitação. O objetivo deste trabalho é apresentar um método de ensino de geometria, aprovado por muitos cientistas da Inglaterra, bem como da França e dos Estados Unidos. O plano aqui adotado, querendo ou não, atrai o olho, o mais sensível e mais abrangente de nossos órgãos externos, e sua preeminência em imprimir o assunto na mente é respaldada pela máxima incontestável expressa nas conhecidas palavras de Horácio:

				Segnius irritant animos demissa per aurem

				Quàm quæ sunt oculis subjecta fidelibus.

				Pelo ouvido produz-se uma impressão mais fraca

				do que transmite o olhar fiel.

				Toda linguagem consiste em signos representativos, e esses signos realizam seu propósito com a maior precisão e rapidez. Tais são, para os propósitos comuns, os signos sonoros chamados palavras, ainda considerados audíveis, sejam endereçados imediatamente ao ouvido ou, por meio de letras, aos olhos. Os diagramas geométricos não são signos, mas materiais da ciência geométrica, cujo objetivo é mostrar as quantidades relativas de suas partes por meio de um processo de raciocínio denominado demonstração. Esse raciocínio geralmente é realizado com palavras, letras e diagramas pretos ou sem cor, mas, como o uso de símbolos, signos e diagramas coloridos nas artes e ciências lineares torna o processo de raciocínio mais preciso e o aprendizado mais rápido, eles foram adotados neste caso.
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				Tal é a expedição desse modo atraente de comunicar conhecimento, que os Elementos de Euclides podem ser apreendidos em menos de um terço do tempo normalmente empregado, e a retenção pela memória é muito mais perma-nente; esses fatos foram comprovados por numerosos experimentos feitos pelo inventor do método e por vários outros que adotaram seus planos. Os detalhes são poucos e óbvios; as letras anexadas a pontos, linhas ou outras partes de um diagrama, na verdade, são apenas nomes arbitrários, que os representam na demonstração; em vez disso, as partes, tendo cores diferentes, nomeiam a si mesmas, pois suas formas nas cores correspondentes as representam na demonstração.

				Para ter uma ideia melhor desse sistema e das vantagens obtidas com sua adoção, tomemos um triângulo retângulo e expressemos algumas de suas propriedades tanto pelas cores quanto pelo método geralmente empregado.

				Algumas das propriedades do triângulo retângulo abc, expressas pelo método geralmente empregado

				1. O ângulo CAB, junto com os ângulos bca e ABC, são iguais a dois ân-gulos retos, ou duas vezes o ângulo ABC.

				2. O ângulo CAB somado ao ângulo BCA será igual ao ângulo ABC.

				3. O ângulo ABC é maior que o ângulo CAB ou o ângulo BCA.

				4. O ângulo BCA ou o ângulo CAB são menores que o ângulo ABC.

				5. Se do ângulo ABC for subtraído o ângulo CAB, o restante será igual ao ângulo BCA.

				6. O quadrado de AC é igual à soma dos quadrados de AB e BC.

				As mesmas propriedades expressas colorindo as diferentes partes:

				1.  +  +  = 2  = 
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				Ou seja, o ângulo vermelho somado ao ângulo amarelo somado ao ângulo azul é igual a duas vezes o ângulo amarelo, que é igual a dois ângulos retos.
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				2.  +  = 
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				Ou, em palavras, o ângulo vermelho somado ao ângulo azul é igual ao ângulo amarelo.

				3.  >  ou
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				O ângulo amarelo é maior que o ângulo vermelho ou que o ângulo azul.

				4.  ou < 
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				O ângulo vermelho ou o azul são menores que o ângulo amarelo.

				5.  -  = 
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				Em outras palavras, o ângulo amarelo menos o ângulo azul é igual ao ângulo vermelho.

				6. 2 = 2 + 2
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				Ou seja, o quadrado da linha amarela é igual à soma dos quadrados das linhas azul e vermelha.

				Nas demonstrações orais, ganhamos com as cores esta importante vantagem: o olho e o ouvido são convocados ao mesmo tempo, de modo que, para o ensino de geometria, e outras artes e ciências lineares, nas aulas, o sistema é o melhor já proposto, como é evidente a partir dos exemplos que acabamos de dar.

				Portanto, é evidente que uma referência do texto ao diagrama é mais rápida e segura, com as formas e cores das partes (ou os nomes das partes e suas cores), do que a apresentação dos nomes das partes e das letras no diagrama. Além da simplicidade superior, este sistema é igualmente notável para a concentra-ção, excluindo completamente a prática prejudicial, embora predominante, de permitir que o aluno memorize a demonstração, até que a razão, os fatos e as provas limitem-se a deixar impressões no entendimento.

				Novamente, ao lecionar sobre os princípios ou propriedades das figuras, se mencionarmos a cor da parte ou partes mencionadas, como o ângulo vermelho, a linha azul etc., a parte ou partes assim nomeadas serão vistas imediatamente 
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				por todos na classe ao mesmo tempo, o que não acontece se dissermos o ângulo ABC, o triângulo PFQ, a figura EGKT, e assim por diante, pois as letras devem ser traçadas uma a uma até os alunos organizarem na mente a grandeza espe-cífica a que se referem, o que muitas vezes ocasiona confusão e erro, bem como perda de tempo. Além disso, se as partes apresentadas como iguais tiverem as mesmas cores no diagrama, a mente não se afastará do objeto que está diante dela, isto é, tal disposição apresenta uma demonstração ocular das partes que devem ser provadas iguais, e o aluno retém as informações durante todo o raciocínio. São muitas as vantagens do presente plano, contudo, mesmo se ele não for usado como principal, ele poderá ser um poderoso auxiliar de outros métodos, para fins de introdução, reminiscência mais rápida ou retenção mais permanente pela memória.

				A experiência de todos os que criaram sistemas para imprimir fatos no entendimento comprova que representações coloridas, como imagens, cortes, diagramas etc., são mais facilmente fixadas na mente do que meras sentenças sem nenhuma peculiaridade. Por mais curioso que possa parecer, os poetas parecem estar mais conscientes deste fato do que os matemáticos; muitos poe-tas modernos aludem a esse sistema visível de comunicação de conhecimento, conforme apresentado por um deles:

				Sons que chegam ao ouvido perdem-se e morrem

				depressa, mas aquilo que alcança os olhos

				vive bastante na mente: a visão fiel

				grava o conhecimento com um feixe de luz.

				Talvez essa seja a única melhoria que a geometria plana recebeu desde os tempos de Euclides, e se houve algum geômetra notável antes dessa época, o sucesso de Euclides eclipsou completamente sua memória, fazendo até com que todas as coisas boas desse tipo fossem atribuídas a ele, como Esopo en-tre os escritores de fábulas. Vale observar também que, como os diagramas tangíveis constituem o único meio através do qual a geometria e outras artes e ciências lineares podem ser ensinadas aos cegos, este sistema visível não é menos adaptado às exigências dos surdos e mudos.

				Deve-se ressaltar que a cor não tem nada a ver com as linhas, ângulos ou grandezas, servindo somente para nomeá-los. Uma linha matemática, que tem comprimento sem largura, não pode possuir cor, mas a junção de duas cores 
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				no mesmo plano dá uma boa ideia do que se entende por linha matemática. Lembre-se que estamos falando de maneira familiar, de modo que tal junção deve ser entendida, e não a cor, quando dizemos a linha preta, a linha vermelha etc.

				À primeira vista, as cores e os diagramas coloridos podem parecer um mé-todo canhestro para transmitir notações adequadas das propriedades e partes de figuras e grandezas matemáticas; no entanto, descobrir-se-á que eles pro-porcionam um meio mais refinado e abrangente do que qualquer outro que tenha sido proposto até agora.

				Definiremos aqui um ponto, uma linha e uma superfície e demonstraremos uma proposição para mostrar a verdade desta afirmação.

				Um ponto é aquilo que tem posição, mas não grandeza; ou, em outras pala-vras, um ponto é apenas uma posição, isolado da consideração de comprimento, largura e espessura. Talvez a descrição a seguir seja mais adequada do que a definição enganosa acima para explicar a natureza de um ponto matemático àqueles que não pegaram a ideia.

				Se três cores se encontrarem em uma parte do papel, o lugar em que elas se encontram não é azul, nem amarelo, nem vermelho, pois não ocupa nenhuma parte do plano. Se ocupasse, pertenceria à parte azul, vermelha ou amarela; no entanto, esse lugar existe e tem posição sem grandeza, de modo que, com um pouco de reflexão, essa junção de três cores em um plano dá uma boa ideia de um ponto matemático.

				Uma linha tem comprimento sem largura. Com a ajuda das cores, quase da mesma maneira que a anterior, podemos expressar a ideia assim:

				Se duas cores se encontrarem em uma parte do papel, o lugar em que elas se encontram não é vermelho, nem azul; portanto, a junção não ocupa ne-nhuma parte do plano e, por conseguinte, não tem largura, só comprimento. Com base nisso, podemos facilmente formar uma ideia do que se entende por linha matemática. Para fins de ilustração, uma cor diferente da cor do papel ou do plano em que se desenha seria suficiente, de modo que, no futuro, se dissermos linha vermelha, linha azul etc., devemos entender as junções com o plano sobre o qual elas foram desenhadas.

				Superfície é aquilo que tem comprimento e largura sem espessura.
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				Quando consideramos um corpo sólido (indicado entre os vértices P e Q), percebemos imediatamente que ele possui três dimensões: comprimento, lar-gura e espessura. Suponhamos que uma parte desse sólido (entre P e S) seja vermelha, e a outra parte (entre Q e R), amarela, e que as cores sejam distintas sem se misturarem. A superfície azul (entre R e S) que separa essas partes, em comum aos dois sólidos, dividindo-os sem perda de material, não deve ter espessura e possui apenas comprimento e largura, como no raciocínio seme-lhante ao empregado para descrever um ponto e uma linha.

				A proposição que selecionamos para elucidar a maneira como os princípios são aplicados é a quinta do Livro i.

				Em um triângulo isósceles ABC, os ângulos internos na base, ABC e ACB, são iguais, e quando os lados AB e AC são prolongados, os ângulos externos na base, BCE e CBD, também são iguais.

				Prolongue  e .
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				Faça  =  .
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				Desenhe  = (L. 1. pr. 3).
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				Em  e 
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				temos  =   = , e  comum:∴  =  ,  =  
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				e  =  (L. 1. pr. 4).
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				Novamente, em  e ,
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				e  = ;
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				e  =  (L. 1. pr. 4).
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				Mas  = ,
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				∴  = .
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				Q.E.D.
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				Anexando letras ao diagrama

				Prolongue os lados iguais ab e ac através das extremidades B e C, do terceiro lado, e na parte prolongada bd, seja adotado qualquer ponto d; faça ae igual a ad (L. 1. item 3). Ligue os pontos e e d dos lados prolongados às extremidades alternadas do terceiro lado do triângulo, formando as linhas dc e be.

				Nos triângulos DAC e EAB, os lados DA e AC são respectivamente iguais a EA e AB, e o ângulo A interno é comum a ambos os triângulos. Portanto (L. 1. pr. 4) a linha DC é igual a BE, o ângulo ADC, ao ângulo AEB, e o ângulo ACD, ao ângulo ABE; se das linhas iguais AD e AE forem tomados os lados iguais AB e AC, os restantes BD e CE serão iguais. Portanto, nos triângulos BDC e CEB, os lados BD e DC são respectivamente iguais a CE e EB, e os ângulos D e E internos formados por esses lados também são iguais. Daí (L. 1. pr. 4) os ângulos DBC e ECB, que são aqueles internos formados pelo terceiro lado BC e as prolongações dos lados iguais AB e AC, são iguais. Além disso, os ângulos DCB e EBC são iguais; se esses iguais forem retirados dos ângulos DCA e EBA antes provados iguais, os restantes, que são os ângulos ABC e ACB opostos aos lados iguais, serão iguais.

				Portanto, em um triângulo isósceles etc.

				Q.E.D.
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				Nosso objetivo aqui é apresentar o sistema em vez de ensinar qualquer con-junto particular de proposições; portanto, selecionamos o exemplo anterior do curso regular. Para escolas e outros locais públicos de instrução, giz colorido servirá para descrever diagramas etc.; para uso privado, lápis de cor é bem conveniente.

				Estamos felizes em descobrir que os elementos da matemática constituem agora uma parte considerável de toda educação feminina que se preze. Por isso, chamamos a atenção daqueles interessados ou engajados na educação de meninas para este modo muito atraente de comunicar conhecimento e para o trabalho posterior visando seu futuro desenvolvimento.

				Por enquanto, concluiremos observando que, como os sentidos da visão e da audição são convocados de maneira instantânea tanto com mil pessoas quanto com uma, milhões de pessoas podem aprender geometria e outros ramos da matemática com grande facilidade, promovendo o propósito da educação mais do que qualquer outro elemento nomeável, pois tal método ensina como pen-sar, não o que pensar, o que configura justamente o grande erro da educação.

				Símbolos e abreviaturas

				∴ portanto

				∵ porque

				= igual. Este sinal de igualdade pode ser lido como é igual a ou são iguais a. A concordância verbal não afeta o rigor geométrico.

				≠ não igual, ou seja, diferente

				> maior que

				< menor que

				≯ não maior que
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				≮ não menor que

				+ mais, o sinal de adição; quando interposto entre duas ou mais grandezas, significa sua soma.

				− menos, o sinal de subtração; quando colocado entre duas quantidades indica que a última deve ser subtraída da primeira.

				× este sinal expressa o produto de dois ou mais números quando é colocado entre eles na aritmética e na álgebra, mas, na geometria, é geralmente usado para expressar um retângulo, quando colocado entre “duas linhas retas que for-mam um de seus ângulos retos”. Um retângulo também pode ser representado colocando um ponto entre dois de seus lados contíguos.

				: :: : expressa uma analogia ou proporção; assim, se a, b, c e d representam quatro grandezas, e a tem para b a mesma razão que c tem para d, a proposi-ção é assim escrita, resumidamente: a : b :: c : d, a : b = c : d ou  = . Esta igualdade ou uniformidade de proporção é lida do seguinte modo: assim como A está para b, c está para d; ou a está para b, assim como c está para d.
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				∥ paralelo a 

				⊥ perpendicular a

				 ângulo

				 ângulo reto

				 dois ângulos retos

				 ou  designa brevemente um ponto
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				>, = ou < significa maior, igual ou menor que
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				O quadrado descrito sobre uma linha é escrito, concisamente, assim: 2.

				Da mesma forma, “duas vezes o quadrado de” é expresso 2 2.

				def. definição

				pos. postulado

				ax. axioma

				hip. hipótese. Talvez seja necessário observar aqui que a hipótese é a condição presumida ou tomada como certa. Assim, a hipótese da proposição apresentada na introdução é que o triângulo é isósceles, ou que seus braços são iguais.

				const. construção. A construção é a alteração feita na figura original, traçando linhas, fazendo ângulos, descrevendo círculos etc., para adaptá-la ao argumento da demonstração ou à solução do problema. As condições sob as quais essas alterações são feitas são indiscutíveis, como as formuladas na hipótese. Por exemplo, se fizermos um ângulo igual a outro determinado ângulo, estes dois ângulos serão iguais por construção.

				Q.E.D. Quod erat demonstrandum, como se queria demonstrar.

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

			

		


		[image: ]

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				Livro i

				Definições

				i.

				Um ponto é aquilo que não tem partes.

				ii.

				Uma linha tem comprimento sem largura.

				iii.

				As extremidades de uma linha são pontos.

				iv.

				Uma linha reta é aquela que está posta uniformemente entre suas extremidades.
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				v.

				Uma superfície é aquilo que tem apenas comprimento e largura.

				vi.

				As extremidades de uma superfície são linhas.

				vii.

				Uma superfície plana é aquela que está posta uniformemente entre suas extremidades.

				viii.

				Um ângulo plano é a inclinação entre duas linhas que se cruzam em um mesmo plano, mas não estão na mesma direção.

				ix.

				Um ângulo plano retilíneo é a inclinação entre duas linhas retas que se cruzam, mas não estão na mesma linha reta.

				x.

				Quando uma linha reta incindindo em outra linha reta torna os ângulos adja-centes iguais, cada um desses ângulos é chamado de ângulo reto, e cada uma dessas linhas é considerada perpendicular à outra.

				xi.

				Um ângulo obtuso é um ângulo maior que um ângulo reto.
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				xii.

				Um ângulo agudo é um ângulo menor que um ângulo reto.

				xiii.

				Uma borda ou limite é a extremidade de qualquer coisa.

				xiv.

				Uma figura é uma superfície delimitada em todos os lados por uma linha ou linhas.

				xv.

				Um círculo é uma figura plana, delimitada por uma linha contínua, chamada circunferência ou periferia; e que possui um certo ponto dentro dele, a partir do qual todas as linhas retas traçadas até sua circunferência são iguais.

				xvi.

				Esse ponto (a partir do qual são traçadas linhas iguais) é chamado de centro do círculo.

				xvii.

				O diâmetro de um círculo é uma linha reta traçada através do centro, termi-nando, em ambos os sentidos, na circunferência.

				xviii.

				Um semicírculo é a figura formada pelo diâmetro e a parte do círculo cortada pelo diâmetro.
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				xix.

				Um segmento de círculo é uma figura formada por uma linha reta e a parte da circunferência que ela corta.

				xx.

				Uma figura formada apenas por linhas retas é chamada de figura retilínea.

				xxi.

				Um triângulo é uma figura retilínea formada por três lados.

				xxii.

				Uma figura quadrilátera é aquela limitada por quatro lados. As linhas retas   e  que conectam os vértices dos ângulos opostos de uma figura quadrilátera são chamadas de diagonais.
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				xxiii.

				Um polígono é uma figura retilínea delimitada por mais de quatro lados.

				xxiv.

				Um triângulo cujos três lados são iguais é chamado de equilátero.

				xxv.

				Um triângulo que tem apenas dois lados iguais é chamado de triângulo isósceles.
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				xxvi.

				Um triângulo escaleno é aquele que não tem dois lados iguais.

				xxvii.

				Um triângulo retângulo é aquele que possui um ângulo reto.

				xxviii.

				Um triângulo obtusângulo é aquele que possui um ângulo obtuso.

				xxix.

				Um triângulo acutângulo é aquele que possui três ângulos agudos.

				xxx.

				Das figuras de quatro lados, um quadrado é aquele que tem todos os seus lados iguais e todos os seus ângulos retos.

				xxxi.

				Um rombo (losango) é aquele que tem todos os lados iguais, mas seus ângulos não são retos.
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				xxxii.

				Um oblongo (retângulo) é aquele que tem todos os seus ângulos retos, mas não tem todos os lados iguais.

				xxxiii.

				Um romboide (paralelogramo) é aquele que tem seus lados opostos iguais entre si, mas não tem todos os lados iguais, e seus ângulos não são retos.

				xxxiv.

				Todas as outras figuras quadriláteras são chamadas de trapézios.

				xxxv.

				Linhas retas paralelas são aquelas que estão no mesmo plano e que, sendo prolongadas continuamente em ambas as direções, jamais se encontrarão.

				Postulados

				i.

				Admitamos que uma linha reta pode ser traçada de qualquer ponto a qualquer outro ponto.

				ii.

				Admitamos que uma linha reta finita1 pode ser prolongada em qualquer com-primento em uma linha reta.

				iii.

				Admitamos que um círculo pode ser descrito a partir de qualquer centro, e a qualquer distância desse centro.

				
					
						1 Na nomenclatura atual, segmento de reta — nr.
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