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8.3. Topoloǵıas y completaciones definidas por un ideal 158
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Prólogo

Cualquier actividad matemática requiere el uso del Álgebra; muchas áreas
del Álgebra tienen su origen en la necesidad que tuvieron ciertas ramas de
las matemáticas de desarrollar un lenguaje espećıficamente adaptado a sus
necesidades. Según este paradigma, el Álgebra Conmutativa se originó en la
Geometŕıa. A menudo se cita a Hilbert como iniciador del Álgebra Conmu-
tativa, aunque los gérmenes de las nociones fundamentales de esta disciplina
ya pueden verse en los trabajos de algunos matemáticos que le precedieron,
como Kronecker. Después Emmy Noether la desarrolló extraordinariamente
y en su obra queda claro que la Geometŕıa Algebraica fue su inspiración y
gúıa.

El libro de los amigos Cristina, Daniel y Fernando sigue en esta ĺınea,
y desde el principio, la versión geométrica de la noción de anillo, es decir,
el espectro, juega un papel fundamental. La Geometŕıa Algebraica no re-
presenta solo la aplicación futura del Álgebra Conmutativa, no es solo una
motivación, es también lenguaje y método. Este planteamiento fructifica
en la segunda parte del libro, dedicada principalmente a las aplicaciones
geométricas.

Estoy seguro de que este texto será de gran ayuda para las futuras ge-
neraciones de estudiantes, pero también para los amantes de la Geometŕıa
Algebraica, que podrán utilizarlo como texto de referencia.

Ugo Bruzzo,
SISSA (International School for Advanced Studies), Trieste (Italia)
Departamento de Matemática, Universidad Federal da Paráıba,
João Pessoa (PB, Brasil)
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Prefacio

Al presentar un nuevo libro de Álgebra Conmutativa, conviene comenzar
explicando su orientación, objetivos y peculiaridades. En cuanto a su conte-
nido, el libro cubre de forma sistemática muchas nociones y construcciones
básicas en Álgebra Conmutativa y Geometŕıa Algebraica Local.

Se hace hincapié en el enfoque geométrico del Álgebra Conmutativa, que
se presenta aqúı como la herramienta adecuada para comprender los proce-
sos de naturaleza local en Geometŕıa Algebraica. En la medida de lo posible,
las construcciones algebraicas siguen intuiciones geométricas y se entienden
como un método para demostrar tales intuiciones. Partiendo de la defini-
ción del espectro como el espacio geométrico natural asociado a un anillo,
se desarrollan muchos temas del Álgebra Conmutativa (localización, deriva-
das y diferenciales, completaciones, conos tangentes, polinomios de Samuel,
etc.) desde el punto de vista del espectro.

El leit-motiv del libro es que el Álgebra Conmutativa se entiende mejor
desde el punto de vista de la Geometŕıa Algebraica y que ese enfoque es tam-
bién útil para quienes estén interesados únicamente en el álgebra. Además,
el libro pretende completar el conocimiento básico del Álgebra Conmuta-
tiva con una serie de temas más avanzados y servir de introducción a los
métodos y técnicas de la Geometŕıa Algebraica.

La segunda parte del libro trata de cuestiones geométricas genuinas, como
singularidades de variedades algebraicas (afines), multiplicidades o revesti-
mientos. Las singularidades de curvas algebraicas (afines) se resuelven en
términos de cierre entero y valoraciones, aśı como con la ayuda del proce-
dimiento de explosión (blowing-up), convenientemente adaptado para ocul-
tar su naturaleza no af́ın. Como aplicación, se resuelven muchos problemas
geométricos, tales como el cálculo expĺıcito de multiplicidades de intersec-
ción de curvas planas, o el contacto máximo en un punto cuspidal de una
curva plana.

También se proporcionan nuevas demostraciones de resultados básicos de
álgebra y geometŕıa utilizando los métodos del Álgebra Conmutativa y la
Geometŕıa Algebraica Local.

Se hace especial hincapié en los cálculos. Por ejemplo, se presenta un
método (casi algoŕıtmico) para calcular la descomposición primaria de un
ideal de un álgebra finitamente generada, lo que equivale a determinar
expĺıcitamente tanto, las componentes irreducibles como las sumergidas.
Es el mejor método para familiarizarse con la complicada estructura local
de una variedad algebraica y para entender cómo la topoloǵıa no es sufi-
ciente para saber quién es una variedad, y no solo para el fenómeno trivial
de contar algo más de una vez.

Con el mismo esṕıritu, calculamos expĺıcitamente la explosión de un plano
en un punto con respecto a un parámetro local –ocultando aśı su naturaleza
proyectiva– y la de las curvas que pasan por ese punto, y mostramos cómo
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las tangentes se separan y las explosiones sucesivas de dos curvas permiten
calcular su multiplicidad de intersección. Con el mismo esṕıritu, también
se ofrecen métodos sistemı́ticos para calcular expĺıcitamente la desingula-
rización de una curva plana junto con el árbol de explosión, o el contacto
máximal en un punto cuspidal. Se proporcionan muchos ejemplos concretos
de cálculo de multiplicidades de intersección, desingularización y contacto
máximal.

Para ayudar al estudiante con la comprensión de cada tema, cada caṕıtulo
viene con una serie de ejercicios, todos con soluciones completas, ademas de
los muchos ejemplos incluidos en el texto.

El libro fue evolucionando a partir de notas de clase para diversas asigna-
turas de la antigua licenciatura y del actual grado en Ciencias Matemáticas
de la Universidad de Salamanca. Puede ser considerado como un libro com-
plementario en el grado, pero, corresponde en la actualidad de manera más
ajustada a un texto de posgrado o máster. También puede ser útil para
un investigador que quiera introducirse en el campo o necesite una visión
detallada del estado del arte en la materia.

Finaliza este prefacio con un comentario sobre la bibliograf́ıa relaciona-
da con el contenido del libro. Entre los libros sobre Álgebra Conmutativa
podemos citar los siguientes excelentes:

(1) M. F. Atiyah and I. G. Macdonald. Introducción al Álgebra Con-
mutativa, Editorial Reverté 1971 (traducido por Griselda Pascual).
Original: Introduction to Commutative Algebra, Addison-Wesley
Publishing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills, Ont. 1969

(2) H. Matsumura, Commutative Algebra, W. A. Benjamin, Inc., New
York 1970.

(3) –, Commutative Ring Theory (Translated by Miles Reid), Cambrid-
ge Studies in Advanced Mathematics, Cambridge University Press,
Cambridge 1989.

(4) D. Eisenbud. Commutative Algebra with a view to Algebraic Geo-
metry, Graduate Texts in Mathematics, 150. Springer-Verlag, New
York 1995.

(5) M. Reid. Undergraduate Commutative Algebra, London Mathema-
tical Society Student Texts, 29, Cambridge University Press, Cam-
bridge 1995.

(6) R. Y. Sharp. Steps in Commutative Algebra, London Mathematical
Society Student Texts, 51, Cambridge University Press, Cambridge
2001.

(7) A. Altman and S. Kleiman. A term of Commutative Algebra,World-
wide Center of Mathematics, ISBN 978-0-9885572-1-5,
URI https://hdl.handle.net/1721.1/116075.2.
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El manual de Atiyah y MacDonald es una referencia clásica todav́ıa
inigualable en muchos aspectos; cubre aproximadamente la mitad del ma-
terial incluido en este libro siempre desde un punto de vista únicamente
algebraico. Reconocemos dicho texto como una fuente de inspiración y se-
guimos recomendándolo a los estudiantes. Además, existe una versión es-
pañola, muy bien traducida.

Los dos libros de Matsumura van mucho más allá de nuestros objetivos y
tienen muy poco en común con este libro. Son, por supuesto, de naturaleza
puramente algebraica.

El libro de Miles Reid, escrito en su inimitable estilo vivaz, es sin duda
extraordinario. Su objetivo, alcance y estilo son bastante diferentes de los
nuestros. Se adopta aqúı un estilo más formal, partiendo de una base de
conocimientos más amplia y contemplando temas que no cubre el libro de
M. Reid.

El libro de Eisenbud es completo y bastante extenso. Es más una referen-
cia que un libro de texto. Sin embargo, aqúı se consideran temas no incluidos
alĺı (como la explosión para curvas y sus aplicaciones) y se profundiza más
y de manera más rápida en algunos temas comunes.

El libro de Sharp solo cubre una parte de los temas contenidos en nuestro
libro.

En cuanto al libro de Altman y Kleiman, aspira a ser una versión ac-
tualizada del libro de Atiyah y MacDonald, e incluye numerosos ejercicios
resueltos, entre ellos, todos los propuestos en el manual de Atiyah y Mac-
Donald. Es un excelente texto.
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1. Espectro de un anillo

1.1. Espectro de un anillo. Topoloǵıa de Zariski

Del mismo modo que la teoŕıa de anillos conmutativos proporciona he-
rramientas algebraicas para el estudio de la Geometŕıa, al permitirnos es-
tudiar los espacios geométricos a través de las propiedades de sus anillos de
funciones u observables, todo anillo conmutativo tiene asociado un espacio
topológico, su espectro, en el que de algún modo opera y muchas propieda-
des de los anillos pueden ser mejor comprendidas desde un punto de vista
geométrico mediante estos espacios. De este modo, tiene lugar una fruct́ıfera
interrelación entre el Álgebra y la Geometŕıa que es una de las bases de la
Geometŕıa Algebraica.

Comenzamos por definir el espectro de un anillo. De ahora en adelante,
y salvo mención expresa de lo contrario, todos los anillos son conmutativos
y con unidad.

Sea A un anillo y denotemos por X el conjunto cuyos elementos son los
ideales primos de A.

Para cada subconjunto C ⊆ A, se denota por V (C) el subconjunto de X
formado por los ideales primos que contienen a C,

V (C) = {p ∈ X |C ⊆ p} ,
al que nos referiremos como al conjunto de los ceros de C. Cuando C se
reduce a un elemento f ∈ A se empleará tambien la notación (f)0 como
alternativa de V (f).

Por otra parte, toda parte Y ⊆ X determina un ideal I(Y ) de A, el ideal
de las funciones de A que se anulan sobre Y , es decir,

I(Y ) = {f ∈ A |Y ⊆ (f)0} .
Proposición 1.1. Se verifica

(1) Si I es el ideal generado por los elementos de C, V (C) = V (I) =
V (r(I)), siendo r(I) el radical de I.

(2) X = V (0) y ∅ = V (A).
(3) Si C ′ ⊆ C, entonces V (C ′) ⊇ V (C). Además, si I, J son ideales de

A, la condición necesaria y suficiente para que V (I) ⊆ V (J) es que
r(J) ⊆ r(I).

(4) Si I es un ideal de A, I(V (I)) = r(I).
(5) Si {Cj} es una familia cualquiera de subconjuntos de A,

⋂
j V (Cj) =

V

(⋃
j Cj

)
. En consecuencia, para todo subconjunto C de A, es

V (C) =
⋂

f∈C(f)0.

(6) Si I, J son ideales de A, V (I) ∪ V (J) = V (I ∩ J) = V (I · J).

Demostración. (1) y (3) se deducen de que el radical de un ideal es la inter-
sección de los ideales primos que le contienen y (4) es consecuencia de (3).
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De las restantes afirmaciones, solo (6) tiene alguna dificultad. Observemos
en primer lugar que como I y J contienen a I ∩ J y este a I · J , resulta

V (I) ∪ V (J) ⊆ V (I ∩ J) ⊆ V (I · J) .
Por otra parte si p ∈ V (I · J) fuera un ideal primo que no perteneciera ni a
V (I) ni a V (J), existiŕıan elementos a ∈ I, b ∈ J que no perteneceŕıan a p.
Pero entonces ab ∈ I · J ⊆ p, lo que contradeciŕıa que p es primo. �

En consecuencia, puede definirse una topoloǵıa en X de A tomando como
cerrados los subconjuntos de la forma V (C) para algún subconjunto C ⊆ A.

Definición 1.2. La topoloǵıa que acaba de construirse se llama topoloǵıa
de Zariski . Se denomina espectro del anillo A y se denota por SpecA al
espacio topológico obtenido dotando al conjunto X de los ideales primos de
A de la topoloǵıa de Zariski.

Una consecuencia de (1) de la proposición anterior es que todo cerrado
de SpecA es de la forma V (I) para algún ideal I. Por otra parte, en virtud
de (3) todo cerrado es intersección de cerrados de la forma (f)0 = V (f), es
decir,

Corolario 1.3. Los ceros (f)0 de los elementos f ∈ A constituyen una
base de cerrados para la topoloǵıa de Zariski en SpecA. Alternativamente,
los abiertos

Xf = SpecA− (f)0 = {p ∈ SpecA | f /∈ p}
forman una base de abiertos para dicha topoloǵıa.

Por abuso de lenguaje diremos en lo sucesivo que los conjuntos Xf son
los abiertos básicos y los conjuntos (f)0 los cerrados básicos de SpecA.

Algunas de las propiedades más sencillas de los elementos de un anillo,
pueden caracterizarse en términos de sus ceros. Aśı los elementos nilpotentes
son los que pertenecen a todos los ideales primos, por tanto, aquellos cuyos
ceros son todo el espectro,

Xf = ∅ ⇐⇒ (f)0 = SpecA ⇐⇒ f es nilpotente.

Las unidades o invertibles del anillo son los elementos no contenidos en
ningún ideal primo, luego

Xf = SpecA ⇐⇒ (f)0 = ∅ ⇐⇒ f es invertible.

Una consecuencia de estas propiedades es que el corolario anterior puede
ser ligeramente reforzado:

Corolario 1.4. Los ceros (f)0 de los elementos f ∈ A no nilpotentes, junto
con el espacio total X constituyen una base de cerrados para la topoloǵıa de
Zariski en SpecA. Alternativamente, el conjunto vaćıo y los abiertos básicos
Xf de los elementos no nilpotentes forman una base de abiertos para dicha
topoloǵıa.
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El primer teorema sobre la estructura del espectro como espacio topoló-
gico es

Proposición 1.5. El espectro X = SpecA de un anillo A es compacto, es
decir, todo recubrimiento de X admite un subrecubrimiento finito.

Demostración. Para demostrar la compacidad de X basta considerar recu-
brimientos formados por abiertos básicos. Sea, pues, X =

⋃
fi
Xfi un recu-

brimiento de X por abiertos básicos. Entonces ∅ = ⋂fi
(fi)0 = V (I) siendo

I el ideal generado por los elementos fi, en virtud de (1) y (5) de la Proposi-
ción 1.1. Por tanto, I = A, luego 1 es combinación lineal de un número finito
de los elementos fi, 1 = bi1fi1 + · · ·+ bimfim . Aśı pues, (1) = (fi1 , . . . , fim),
luego ∅ = V (A) = V (fi1)∩ · · · ∩V (fin), es decir, X = Xfi1

∪ · · · ∪Xfim por

(1) de dicho teorema. �
El espectroX = SpecA puede ser dotado de una relación de orden parcial

declarando un punto como menor que otro cuando como ideales de A el
primero está contenido en el segundo. Para facilitar la exposición, cuando
un punto x ∈ X lo pensemos como ideal primo de A (no es otra cosa) lo
denotaremos por px; la relación de orden parcial en X se describe ahora
sencillamente por

x ≤ y ⇐⇒ px ⊆ py .

Proposición 1.6. (1) Si Z ⊆ X es cerrado y x ∈ Z, para todo punto
y ≥ x se tiene y ∈ Z. Es decir, los cerrados de X contienen con
cada punto a todos los que le siguen.

(2) Para todo punto x ∈ X, es {x} = V (px). En consecuencia, y ∈ {x}
si y solo si px ⊆ py.

(3) x es un punto cerrado, o más precisamente {x} es cerrado en X =
SpecA, si y solo si px es un ideal maximal.

(4) x es un punto denso si y solo si px coincide con el nilradical R de
A. En consecuencia X tiene un punto denso si y solo si el nilradical
R es primo.

Demostración. (1) Si Z es un cerrado de SpecA, Z = V (I) para cierto ideal
I de A. Si x ∈ V (I) y x ≤ y, resulta I ⊆ px ⊆ py, luego y ∈ V (I).

(2) V (px) es un cerrado que contiene a x. Si Z = V (I) es otro cerrado

que contiene a x, es I ⊆ px, luego V (px) ⊆ V (I) y, por tanto, V (px) = {x}.
(3) Es consecuencia de (2).
(4) Por (2), x es un punto denso si y solo si X = V (px), es decir, pre-

cisamente cuando px está contenido en todos los ideales primos. Como él
mismo es primo, debe coincidir con R. �

La propiedad (2) tiene como consecuencia que SpecA es un espacio T0,
es decir, es un espacio en el que puntos diferentes tienen cierres diferentes.

Los espacios topológicos en los que dos abiertos cualesquiera (no vaćıos)
se cortan, se denominan irreducibles. Si un espacio tiene un punto denso, es
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irreducible, luego la propiedad (4) dice que si nilradical R de A es un ideal
primo, X es un espacio irreducible. El rećıproco también es cierto:

Proposición 1.7. X = SpecA es irreducible si y solo si el nilradical R de
A es un ideal primo. En particular, si A es un anillo ı́ntegro, el ideal 0 es
primo, SpecA es irreducible y el punto x0 ∈ SpecA que define es un punto
denso, denominado el punto genérico.

Demostración. Basta ver que si X es irreducible, R es un ideal primo. Sean
a, b elementos de A tales que ab ∈ R. Entonces ab pertenece a todos los
ideales primos, luego Xab = ∅. Como Xab = Xa ∩Xb por (5) de la Propo-
sición 1.1, y X es irreducible, uno de los dos abiertos Xa, Xb es vaćıo, es
decir, uno de los elementos a, b pertence a R. �

Definición 1.8. Se llama espectro maximal deA al subespacio Specmax A ⊆
SpecA del espectro de A formado por los puntos cerrados, es decir, por los
que corresponden a ideales maximales.

Specmax A tiene una topoloǵıa, que es la que hereda de la topoloǵıa de
Zariski de SpecA.

Cuando A es un álgebra sobre un cuerpo k, para todo ideal maximal m
de A, se tiene una extensión de cuerpos k ↪→ A/m.

Definición 1.9. Sea A una k-álgebra. Se dice que un punto x ∈ Specmax A
es racional (sobre k), si k ∼→ A/mx, siendo mx el ideal maximal correspon-
diente a x. Se llama espectro racional de A al subespacio Specrac A del
espectro maximal de A formado por los puntos racionales.

Ejemplo 1.10. Si k es un cuerpo, Spec k se reduce a un punto.

Ejemplo 1.11. Si A es un dominio de ideales principales, todo ideal primo
no nulo es maximal, luego X = SpecA tiene un punto genérico x0 corres-
pondiente al ideal 0 y el resto de los puntos son cerrados pues corresponden
a ideales maximales. La topoloǵıa de X se describe muy sencillamente: los
cerrados de X no triviales (es decir, los que no son ni el total ni el vaćıo), son
los subconjuntos finitos que no contienen al punto genérico. En efecto, como
los puntos diferentes del genérico son cerrados, cualquier conjunto finito de
ellos también es cerrado. Veamos que todo cerrado V ((f)) = (f)0 (f �= 0 y
no es una unidad) es de esta forma. Como en los dominios de ideales princi-
pales existe descomposición eucĺıdea, el ideal (f) admite una descomposición
(f) = (p1)

α1 · · · · · (pm)αm siendo (pi) ideales primos, y esta descomposición
es única salvo el orden. En consecuencia, los únicos ideales primos que con-
tienen a (f) son (p1), . . . , (pm). Por tanto, (f)0 = {(p1), . . . , (pm)} es un
conjunto finito de puntos cerrados. Los ideales maximales se corresponden
aśı con los elementos irreducibles de A, módulo unidades del anillo, en el
sentido de que (a) = (b) si y solo si b = ua siendo u ∈ A invertible.
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La figura

. . . • • . . . • • . . .

◦
representa el espectro de un dominio de ideales principales con los puntos
cerrados encima y el punto genérico debajo; las ĺıneas indican la relación de
orden.

Ejemplo 1.12. Como un caso particular del ejemplo anterior, el espectro
del anillo de los números enteros, SpecZ tiene un punto genérico, el ideal
(0), y tantos ideales maximales (p) como números enteros primos positivos
(puesto que p y −p generan el mismo ideal).

Ejemplo 1.13. Otro caso particular es Spec k[x] siendo k un cuerpo. De
nuevo se tiene un punto genérico, el ideal (0) y tantos ideales maximales
(p(x)) como polinomios irreducibles de primer coeficiente 1 (puesto que las
unidades de k[x] son las de k). El espectro de k[x] se conoce como la recta
af́ın A1(k) sobre k. Se tiene una aplicación inyectiva

k → Specmax k[x]

λ �→ (x− λ)

cuya imagen es el espectro racional Specrac k[x] y que es biuńıvoca si y solo
si k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Ejemplo 1.14. Se denomina espacio af́ın de n dimensiones sobre un anillo
A al espectro An

A = SpecA[x1, . . . , xn] del anillo de polinomios en n inde-
terminadas sobre A. Cuando A = k es un cuerpo, se tiene una aplicación
inyectiva

kn → Specmax k[x1, . . . , xn]

(λ1, . . . , λn) �→ (x1 − λ1, . . . , xn − λn)

cuya imagen es el espectro racional de k[x1, . . . , xn], como en el ejemplo
anterior. Veremos más adelante (Corolario 11.36) que cuando k es algebrai-
camente cerrado esta aplicación es biuńıvoca, lo que es una forma débil del
celebrado Nullstellensatz (teorema de los ceros) de Hilbert. De este modo
el espectro maximal de k[x1, . . . , xn] se identifica con el ��espacio af́ın�� de la
geometŕıa elemental.

1.2. Aplicaciones inducidas entre espectros por un morfismo de
anillos

Vamos a estudiar los morfismos entre espectros de diferentes anillos.
Recordemos que si φ : A→ B es un morfismo de anillos, para todo ideal

J de B, φ−1(J) es un ideal de A que es primo si lo es J . De este modo se
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define una aplicación

SpecB
φ∗
→ SpecA

q �→ φ−1(q)

Sin embargo, si I es un ideal de A, φ(I) puede no ser un ideal de B, aunque
genera un ideal φ(I)B, que es el mı́nimo que le contiene. Las propiedades
básicas de la aplicación φ∗ inducida entre los espectros se resumen en la
siguiente:

Proposición 1.15.

(1) Para todo ideal I de A, se tiene (φ∗)−1(V (I)) = V (φ(I)B), es decir,
φ∗ es una aplicación continua.

(2) Para todo ideal J de B, φ∗(V (J)) = V (φ−1(J)).
(3) Si ψ : B → C es otro morfismo de anillos, (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

Demostración. Sea q ∈ SpecB. Entonces, q ∈ (φ∗)−1(V (I)) si y solo si
I ⊆ φ−1(q), es decir, si y solo si φ(I) ⊆ q. Eso prueba (1).

(2) Si p ∈ φ∗(V (J)) se tiene que p = φ−1(q) para cierto ideal primo q de
B que contiene a J , luego φ−1(J) ⊆ p y p ∈ V (φ−1(J)). Aśı, φ∗(V (J)) ⊆
V (φ−1(J)), luego φ∗(V (J)) ⊆ V (φ−1(J)), ya que V (φ−1(J)) es cerrado. Sea

p ∈ V (φ−1(J)). Si p /∈ φ∗(V (J)), existirá un cerrado de la base (f)0 que
contiene a φ∗(V (J)) y tal que p /∈ (f)0, es decir, f /∈ p. Como φ∗(V (J)) ⊆
(f)0, es f ∈ φ∗(q) = φ−1(q) para todo ideal primo q ∈ V (J), es decir, φ(f) ∈
q para todo ideal primo q ∈ V (J). Por tanto, φ(f) está en el radical del ideal
J , es decir, φ(f)n ∈ J para cierto n. Pero entonces, fn ∈ φ−1(J) ⊆ p, luego
f ∈ p, ya que p es primo y se llega a una contradicción. En consecuencia,
p ∈ φ∗(V (J)) y se concluye.

(3) es muy sencillo. �

Particular atención merece el caso de un epimorfismo de anillos. En este
caso, para todo ideal I de A, φ(I) = φ(I)B es un ideal y es primo cuando lo
es I. Además φ−1(φ(I)) = I +Kerφ, con lo que φ−1(φ(I)) = I si y solo si I
contiene a Kerφ. Del mismo modo, si J es un ideal de B y H es otro ideal
de B que contiene a J , φ−1(H) es un ideal de A que contiene a φ−1(J) y si
I es un ideal de A que contiene a φ−1(J), φ(I) es un ideal de V que contiene
a φ(φ−1(J)) = J . Además, φ−1(φ(I)) = I pues I ⊇ φ−1(J) ⊇ Kerφ. En
consecuencia, se tiene una correspondencia biuńıvoca:{

Ideales de B

que contienen a J

}
∼→
{

Ideales de A

que contienen a φ−1(J)

}
H �→ φ−1(H)

Considerando solo los ideales primos, resulta:
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Proposición 1.16. Si φ : A → B es un epimorfismo de anillos, la apli-
cación φ∗ : SpecB → SpecA es una inmersión cerrada que establece un
homeomorfismo

SpecB ∼→ V (Kerφ) .

Demostración. Tomando J = 0 en el diagrama anterior, resulta que φ∗

establece una correspondencia biuńıvoca φ∗ : SpecB ∼→ V (Kerφ). Además,
φ∗ es continua por la Proposición 1.15, luego para demostrar que es un
homeomorfismo con su imagen, basta ver que es cerrada; pero eso sigue
de que φ∗(V (J)) = V (φ−1(J)) para todo ideal J de B por el diagrama
anterior. �

Corolario 1.17. Si I es un ideal de un anillo A, el epimorfismo de paso al
cociente π : A→ A/I establece una inmersión cerrada

π∗ : SpecA/I ↪→ SpecA ,

que es un homeomorfismo con su imagen V (I). En particular, tomando
I = R como el nilradical de A, se obtiene un homeomorfismo natural

SpecA/R ∼→ SpecA

entre el espectro del anillo reducido A/R y el de A.

Corolario 1.18. Si I es un ideal de un anillo A, el cerrado V (I) es irre-
ducible si y solo si r(I) es un ideal primo. En consecuencia, los cerrados
irreducibles del espectro son los definidos por los ideales primos, Y = V (p).

Demostración. Se sigue del corolario anterior gracias a la Proposición 1.7.
�

Ejemplo 1.19. Sea A un dominio de ideales principales. Para todo ideal
I = (f) de A, SpecA/I es un conjunto finito con la topoloǵıa discreta. En
efecto, por el Corolario 1.17, SpecA/(f) es homeomorfo a V ((f)). Como
vimos en el ejemplo 1.11, si (f) = (p1)

α1 · · · · · (pm)αm es la descomposición
de (f) en producto de ideales primos, V ((f)) = (f)0 = {(p1), . . . , (pm)},
que es un conjunto finito de puntos cerrados. En resumen,

SpecA/(f) ∼→ V ((f)) = {(p1), . . . , (pm)} ,
siendo (p1) . . . , (pm) los divisores primos de (f).

En particular son conjuntos finitos con la topoloǵıa discreta los espectros
de los siguientes anillos:

Z/(n) para todo entero n.
k[ξ] = k[x]/(q(x)) siendo k un cuerpo.

Veremos más adelante otros ejemplos de anillos cuyo espectro es también
un conjunto finito con la topoloǵıa discreta.
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Ejemplo 1.20. Sea p un número entero primo y Fp = Z/(p) el cuerpo de
clases de restos módulo p. Consideremos el anillo Fp[i] = Fp[x]/(x

2 + 1), y
vamos a calcular su espectro. Por el ejemplo 1.19, SpecFp[i] se identifica
con el conjunto de los divisores primos de x2 + 1. Si existe a ∈ Fp tal que
a2 + 1 = 0, se tiene una descomposición x2 + 1 = (x − a)(x + a). En caso
contrario, x2 + 1 es primo. Es decir,

SpecFp[i] ∼→
{
2 puntos, si existe a ∈ Fp tal que a2 = −1
1 punto, en otro caso

o, lo que es lo mismo:
El espectro de Fp[i] consta de dos puntos si −1 es un cuadrado módulo p y
de uno en caso contrario.

Proposición 1.21. Sea φ : A→ B un morfismo de anillos, I un ideal de A
y φ̄ : A/I → B/φ(I)B � B ⊗A A/I el morfismo inducido. Si se identifican
SpecA/I � V (I) y SpecB/φ(I)B � V (φ(I)B) mediante el Corolario 1.17,
la aplicación φ̄∗ : SpecB/φ(I)B → SpecA/I coincide con la restricción de
φ∗ a V (φ(I)B) = (φ∗)−1(V (I)) (Proposición 1.15). Es decir, se tiene un
diagrama conmutativo:

SpecB
φ∗

�� SpecA

(φ∗)−1(V (I))SpecB/φ(I)B � V (φ(I)B) =
φ∗=φ̄∗

��
��

��

V (I)
��

��

� SpecA/I

Demostración. Se tiene un diagrama conmutativo

A
φ ��

π

��

B

π

��
A/I

φ̄ �� B/φ(I)B

que induce en espectros un diagrama comutativo de aplicaciones continuas

SpecB
φ∗

�� SpecA

SpecB/φ(I)B
φ̄∗

��
��

π∗

��

SpecA/I
��

π∗

��

Para concluir basta observar que por el Corolario 1.17, las flechas verticales
son los homeomorfismos mediante los que se identifican SpecA/I con V (I)
y SpecB/φ(I)B con V (φ(I)B). �
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El análogo a la Proposición 1.16 para morfismos inyectivos seŕıa que en
ese caso el morfismo inducido entre los espectros fuera epiyectivo. En general
eso es falso, pero se tiene:

Proposición 1.22. Si φ : A ↪→ B es un morfismo inyectivo de anillos, la
imagen de φ∗ : SpecB → SpecA es densa en el espectro de A.

Demostración. Por (2) de la Proposición 1.15, φ∗(V (0)) = V (φ−1(0)). Co-

mo φ es inyectivo, φ∗(V (0)) = V ((0)) = SpecA. �
1.3. Variedades algebraicas afines

Los espectros de los anillos son los objetos básicos de la Geometŕıa Alge-
braica. Desde su formulación moderna debida sobre todo a Grothendieck,
esta disciplina se ocupa fundamentalmente del estudio de los esquemas. En
este libro no vamos a definir la noción de esquema, pero śı podemos decir,
que los esquemas son ��espacios geométricos�� que se construyen ��pegando��
espectros de anillos, del mismo modo que las variedades diferenciables se
obtienen ��pegando�� adecuadamente espacios eucĺıdeos Rn. Dentro de esta
terminoloǵıa, se define

Definición 1.23. Un esquema af́ın es el espectro X = SpecA de un anillo
A.

Puesto que anillos diferentes pueden tener el mismo espectro (ver por
ejemplo el Corolario 1.17), al referirnos a un esquema af́ın como al espectro
X = SpecA de un anillo A, hablamos en realidad de la pareja (A,X =
SpecA) y no simplemente de X como espacio topológico.

No emplearemos la denominación esquema af́ın, prefiriendo casi siempre
hablar de un anillo y su espectro.

Los espectros de anillos cualesquiera son objetos demasiado generales, pa-
ra capturar la idea clásica de variedad algebraica af́ın como el lugar de ceros
de una familia de polinomios, necesitamos restringir los anillos empleados:

Definición 1.24. Una variedad algebraica af́ın sobre un anillo A es el es-
pectro X = SpecA[ξ1, . . . , ξn] de una A-álgebra de tipo finito.

En la mayor parte de los casos el anillo A será un cuerpo k, que en
muchas aplicaciones tomaremos algebraicamente cerrado, como por ejemplo,
el cuerpo C de los números complejos.

La terminoloǵıa no es del todo general, en muchos libros se reserva la
palabra ��variedad�� para el caso irreducible, es decir, para los espectros de los
anillos de nilradical primo, por ejemplo ı́ntegros (Proposición 1.7), pero para
los objetivos de este libro, en el que no se pretende abordar la Geometŕıa
Algebraica en toda su generalidad, creemos preferible usar este término.

El primer ejemplo de variedad algebraica af́ın sobre un anillo A es el
espacio af́ın de r dimensiones,

Ar
A = SpecA[x1, . . . , xr] , (Ejemplo 1.14).
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Si X = SpecA[ξ1, . . . , ξr] es una variedad algebraica af́ın, se tiene una
sucesión exacta

0→ J → A[x1, . . . , xr]→ A[ξ1, . . . , ξr]→ 0

que induce una inmersión cerrada

X ↪→ Ar
k ,

que identifica X ∼→ V (J) con los ceros del ideal J .
Cuando A = k es un cuerpo, veremos más adelante (Corolario 5.32 y

Proposición 5.16) que todo ideal de k[x1, . . . , xr] admite un número finito
de generadores, de modo que J = (P1(x1, . . . , xr), . . . , Pm(x1, . . . , xr)). Por
tanto, tenemos

X ∼→ V (J) = (P1)0 ∩ · · · ∩ (Pm)0

(Proposición 1.1), lo que describe la variedad algebraica af́ınX como el lugar
de ceros de los polinomios (P1, . . . , Pm). Expresamos este hecho diciendo que
las ��ecuaciones�� de X en Ar

k son

P1(x1, . . . , xr) = · · · = Pm(x1, . . . , xr) = 0 .

Hay que hacer énfasis en que lo que caracteriza a una variedad algebraica
af́ın (y en general a cualquier espectro), es el anillo y no la topoloǵıa del es-
pectro. Puesto que el anillo es A = k[ξ1, . . . , ξr] = k[x1, . . . , xr]/J , decir, el
anillo equivale a decir, el ideal J , o sea las ecuaciones (P1, . . . , Pm). Por ejem-
plo, las variedades algebraicas definidas en el plano af́ın A2

k = Spec k[x, y]
por las ecuaciones

X1 ≡ y = 0 , X2 ≡ y2 = 0 ,

tiene los mismos puntos, pero son algebraicamente diferentes, pues vienen
dadas por

X1 = Spec k[x, y]/(y) , X2 = Spec k[x, y]/(y2)

de modo que X1 es el ��eje OX�� mientras que X1 es el ��eje OX contado
dos veces��. La topoloǵıa es la misma, pero la ��estructura infinitesimal��
no. Nociones geométricas como la tangencia dependen de esta estructura
infinitesimal, y por eso es mejor estudiar los anillos que la topoloǵıa de sus
espectros.

1.4. Introducción a la dimensión de un anillo. Dimensión de las
variedades algebraicas afines

Vamos a dar la definición de dimensión de un anillo, lo que nos permitirá
definir la dimensión de una variedad algebraica af́ın. No disponemos todav́ıa
de las herramientas necesarias para estudiar en toda su profundidad la teoŕıa
de la dimensión, de la que nos ocuparemos en el Caṕıtulo 9 al que nos
referiremos para algunos resultados.

Sea A un anillo.
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Definición 1.25. Se llama dimensión de Krull, o simplemente dimensión
de A al supremo dim(A) de las longitudes n de las cadenas irrefinables de
ideales primos:

p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn .

Llamaremos dimensión del espectro X = SpecA a la dimensión

dimX = dimA

de A. Podemos también definir geométricamente dimX = dimA como el
supremo de las longitudes n de las cadenas irrefinables

x0 < x1 < · · · < xn , (xi ↔ pi)

de puntos de X.

La dimensión puede ser finita o infinita. Se conviene en que el anillo
0 tiene dimensión −1. Si A es de dimensión finita n existe una cadena
irrefinable

p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn

de longitud n. En esta cadena, pn es maximal y p0 es minimal.
Si a es un ideal y π : A → A/a es el morfismo de paso al cociente, dada

una cadena irrefinable p̄0 ⊂ · · · ⊂ p̄m de ideales primos en A/a, π−1(p̄0) ⊂
· · · ⊂ π−1(p̄m) es una cadena irrefinable de ideales primos en A. Por tanto

Proposición 1.26. Para todo ideal a de A,

dim(A/a) ≤ dim(A) ,

o geométricamente, dimY ≤ dimX, siendo Y = SpecA/a ↪→ X el cerrado
de X definido por el ideal a. �

Ejemplo 1.27. Los cuerpos son anillos de dimensión 0. Los dominios de
ideales principales son anillos de dimensión 1, pues todo ideal primo no nulo
es maximal. En particular dimZ = 1, dim k[x] = 1 (siendo k un cuerpo).

Observación 1.28. Veremos más adelante (Proposición 9.44) que la dimen-
sión del anillo de polinomios k[t1, . . . , tr] es finita e igual a r,

dimAr
k = dim[t1, . . . , tr] = r .

Es decir, que lo que hemos definido como ��espacio af́ın de de r dimensiones��,
tiene realmente dimensión r.

Una consecuencia del resultado mencionado es

Corolario 1.29. Si k es un cuerpo, las k-álgebras de tipo finito k[ξ1, . . . , ξr]
son de dimensión finita y menor o igual que r

dim(k[ξ1, . . . , ξr]) ≤ r .

En otras palabras, las variedades algebraicas afines Spec k[ξ1, . . . , ξr] (Defi-
nición 1.24) son de dimensión finita.
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Demostración. k[ξ1, . . . , ξr] es un cociente de k[x1, . . . , xr], luego su dimen-
sión es menor o igual que la dimensión de k[x1, . . . , xr] (Proposición 1.26),
que es r por la Proposición 9.44. �

Del mismo modo que para las variedades afines abstractas (Definición
9.19), tenemos:

Definición 1.30. Se llaman curvas algebraicas afines, superficies algebrai-
cas afines, variedades tridimensionales algebraicas afines, etc, (sobre un
cuerpo k) a las variedades algebraicas afines sobre k de dimensión 1, 2,
3 etc.

A lo largo del libro, y sobre todo en los ejercicios, nos referiremos a curvas,
superficies, etc. La demostración de que en realidad tienen dimensión 1, 2,
etc. requiere los resultados del Caṕıtulo 9. En todos los ejemplos y ejercicios
que aparecen antes de dicho caṕıtulo, se trata únicamente de una cuestión
terminológica, pues no usaremos realmente cuanto vale la dimensión. Aśı
hablaremos de la curva plana definida por un polinomio p(x, y), pero no
utilizaremos, de hecho, que la dimensión de su anillo k[x, y]/(p(x, y)) es
igual a 1.
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1.5. Ejercicios

1.31. Calcular SpecA en cada uno de los siguientes casos:

(a) A = k[x, y]/(y3 − x2, x3 + y3 + x4) para k = C,R y Q.
(b) A = Q[x, y]/(y2 − x2 + x3, y + x+ x2 + y2).
(c) A = k[x, y]/(y2 − x3, y3 + 3x6) para k = C,R y Q.

Solución. (a) A partir del Corolario 1.17, se tiene que SpecA = V (I) siendo
I = (y3 − x2, x3 + y3 + x4). Si y3 − x2 = 0 y x3 + y3 + x4 = 0, entonces
x2(x2 + x + 1) = 0, luego, según el apartado (6) de la Proposición 1.1,
V (I) = V (I1) ∪ V (I2) donde I1 = (y3 − x2, x3 + y3 + x4, x2) e I2 = (y3 −
x2, x3 + y3 + x4, x2 + x + 1). Calculemos cada uno de estos dos cerrados.
Como el espectro de un anillo coincide con el del anillo reducido (Corolario
1.17), tenemos que

V (I1) = V ((y3 − x2, x3 + y3 + x4, x)) = {m1 = (x, y)}.
Si k = Q o R, el polinomio x2 + x+ 1 es irreducible en k y

V (I2) � Spec k(ε)[y]/(y3 − ε2)

siendo ε una ráız de x2+x+1. En Q(ε)[y] el polinomio y3−ε2 es irreducible,
luego

V (I2) = {m2 = (x2 + x+ 1, y3 − x2)}
y SpecA = {m1,m2} para k = Q. En R(ε)[y] � C[y] la descomposición en
factores primos de y3 − ε2 es

(y − (a+ bε))(y − ε(a+ bε))(y − ε2(a+ bε))

con a, b ∈ R, luego

V (I2) = {m3 = (x2 + x+ 1, y − (a+ bx)),m4 = (x2 + x+ 1, y − x(a+ bx)),

m5 = (x2 + x+ 1, y − x2(a+ bx))}
y SpecA = {m1,m3,m4,m5} para k = R. Si k = C, entonces x2 + x + 1 =
(x− ε)(x− ε2). Si J1 = (y3 − x2, x3 + y3 + x4, x− ε) y J2 = (y3 − x2, x3 +
y3 + x4, x− ε2), se tiene que

V (I2) = V (J1) ∪ V (J2) � SpecC[y]/(y3 − ε2) ∪ SpecC[y]/(y3 − ε)

= {m6,m7,m8} ∪ {m9,m10,m11}
siendo m6 = (x − ε, y − (a + bε)),m7 = (x − ε, y − ε(a + bε)),m8 = (x −
ε, y − ε2(a+ bε)),m9 = (x− ε2, y − (a′ + b′ε)),m10 = (x− ε2, y − ε(a′ + b′ε))
y m11 = (x − ε2, y − ε2(a′ + b′ε)) con a′, b′ ∈ R. Por tanto, SpecA =
{m1,m6,m7,m8,m9,m10,m11} para k = C.

(b) Utilizando de nuevo el Corolario 1.17, tenemos que SpecA = V (I)
con I = (y2 − x2 + x3, y + x + x2 + y2). Como la resultante de esos dos
polinomios es x3(x3 − 4x2 + 2x + 5), tenemos que V (I) = V (I1) ∪ V (I2)
siendo I1 = (y2 − x2 + x3, y + x + x2 + y2, x3) e I2 = (y2 − x2 + x3, y +
x+ x2 + y2, x3 − 4x2 + 2x+ 5). Igual que en el apartado anterior, como el
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espectro de un anillo coincide con el de su reducido, V (I1) = {m1 = (x, y)}.
En Q[x] el polinomio x3− 4x2 +2x+5 es irreducible, luego si ε denota una
de sus ráıces y m2 = (x3 − 4x2 + 2x+ 5, y − x3 − 2x2 − x),

V (I2) � SpecQ(ε)[y]/(y + ε3 − 2ε2 − ε) = {m2} .
Entonces, SpecA = {m1,m2}.

(c) Razonando como en los dos apartados anteriores se llega a que

SpecA = V (I1) ∪ V (I2)

siendo I1 = (y2−x3, y3+3x6, x3) e I2 = (y2−x3, y3+3x6, y+3x3). Además
V (I1) = {m1 = (x, y)} y

V (I2) = V ((y2 − x3, y + 3x3)) � Spec k[x]/(9x3 − 1)x3.

En Q[x], el polinomio 9x3−1 es irreducible, luego V (I2) = {m1,m2 = (9x3−
1, y + 3x3)} y SpecA = {m1,m2} para k = Q. En R[x], la descomposición
en factores irreducibles de dicho polinomio es

9x3 − 1 = 9(x− 3

√
1

9
)(x2 +

3

√
1

9
x+ (

3

√
1

9
)2)

Por tanto,

V (I2) = {m1,m3 = (x− 3

√
1

9
, y+3x3),m4 = ((x2+

3

√
1

9
x+(

3

√
1

9
)2, y+3x3)}

y SpecA = {m1,m3,m4} para k = R. Por último, si k = C, entonces

9x3 − 1 = 9(x− 3

√
1

9
)(x− ε

3

√
1

9
)(x− ε2

3

√
1

9
)

donde ε es una ráız cúbica de la unidad. Por tanto,

V (I2) = {m1,m3,m5 = (x− ε
3

√
1

9
, y + 3x3),m6 = (x− ε2

3

√
1

9
, y + 3x3)}

y SpecA = {m1,m3,m5,m6} para k = C. �

1.32. Sea p un número primo diferente de 2. Si Fp es el cuerpo con p
elementos y a ∈ F∗

p, probar que

√
a ∈ F∗

p ⇐⇒
(
a
p

)
= a

p−1
2 (mod. p) = 1 .

La aplicación

(
p

)
: F∗

p −→ {−1, 1} se denomina ��śımbolo de Legendre �� y

verifica las siguientes propiedades:

(a)

(
α · β
p

)
=

(
α
p

)
·
(
β
p

)
;

(b) Si n = pn1
1 · · · pnr

r , entonces

(
n
p

)
=

(
p1
p

)n1

· · ·
(
pr
p

)nr

;
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(c) Si r es el resto al dividir n entre p, entonces

(
n
p

)
=

(
r
p

)
;

(d)

(
1
p

)
= 1;

(e)

(−1
p

)
=

{
1 si p ≡ 1(mod. 4)

−1 si p ≡ 3(mod. 4)

Solución. Si (F∗
p)

2 es el subgrupo de F∗
p formado por los elementos que

admiten ráız cuadrada, a partir de la sucesión exacta de grupos

1 −→ {−1, 1} −→ F∗
p −→ (F∗

p)
2 −→ 1

x �−→ x2
,

se tiene que �(F∗
p)

2 =
�F∗

p

�{−1,1} = p−1
2 .

Además, si α ∈ F∗
p se tiene que αp−1 = 1 y, por tanto, existe un morfismo

epiyectivo de grupos
ϕ : F∗

p −→ {−1, 1}
α �−→ α

p−1
2

.

Dado que (F∗
p)

2 ⊆ Kerϕ y tienen el mismo orden, se concluye que
√
α ∈ F∗

p ⇐⇒ α
p−1
2 (mod. p) = 1.

Las propiedades enumeradas del śımbolo de Legendre se siguen directa-
mente de la definición. �

1.33. Demostrar que

(
2
p

)
=

{
1 si p ≡ ±1(mod. 8)

−1 si p ≡ ±3(mod. 8)

Solución. Si ε es una ráız octava primitiva de la unidad, se tiene que ε4 =
−1, de donde ε2 + ε−2 = 0. Por tanto, si denotamos y = ε + ε−1, se tiene
que y2 = 2 y, por tanto, (

2
p

)
= yp−1(mod. p) .

Como yp = εp+ε−p, el resultado buscado se sigue del hecho de verificarse
que

yp =

{
y si p ≡ ±1(mod. 8)

−y si p ≡ ±3(mod. 8)
.

�
1.34. Sea p un número primo diferente de 2 y q = pn. Si Fq es el cuerpo
con q elementos y α ∈ F∗

q , se denomina norma de α, y se denota por NFq/Fp
,

al determinante de la aplicación Fp-lineal

hα : Fq −→ Fq

z �−→ α · z ,
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que es un elemento de F∗
p.

Demostrar que NFq/Fp
(α) = α

pn−1
p−1 .

Solución. Dado que Fq es una extensión de Fp de orden n, se tiene que
Fq � Fp(β) = Fp[x]/p(x), siendo β cierto elemento de Fq y p(x) el polinomio
mı́nimo de β con coeficientes en Fp.

Si consideramos el automorfismo de Frobenius,

τ : Fq −→ Fq

z �−→ zp
,

se tiene qu Fp es invariante por τ . Por lo tanto, si a es ráız de p(x) se verifica

que τ(a) también es ráız, y las ráıces del polinomio p(x) son β, βp, . . . , βpn−1

.
Entonces, si α = s(β) ∈ Fp(β), se verifica que

NFq/Fp
(α) = dethα = s(β) · s(βp) · · · s(βpn−1

) =

= α · αp · · ·αpn−1

= α
pn−1
p−1 .

�

1.35. Sea p un número primo diferente de 2 y q = pn. Si Fq es el cuerpo
con q elementos y α ∈ F∗

q , demostrar que

√
α ∈ F∗

q ⇐⇒
(
NFq/Fp

(α)
p

)
= 1 .

Solución. De manera análoga al problema 1.32 se tiene que
√
α ∈ F∗

q ⇐⇒ α
pn−1

2 = 1 .

Por lo tanto, del problema anterior deducimos que

√
α ∈ F∗

q ⇐⇒
(
NFq/Fp

(α)
p

)
= (α

pn−1
p−1 )

p−1
2 = α

pn−1
2 = 1 .

�

1.36. Determinar la existencia de las siguientes ráıces cuadradas:

(a)
√
x+ 1 en F11[x]/(x

2 + 5).
(b)

√
1− x en F7[x]/(x

2 + 1).

Solución. (a) Si hx+1 : F11[x]/(x
2+5)→ F11[x]/(x

2+5) denota la homotecia
de razón x+ 1, su matriz en la base {1, x} es

A =

(
1 −5
1 1

)
Entonces la norma de x + 1 vale N(x + 1) = detA = 6. Utilizando las
propiedades elementales del śımbolo de Legendre, se llega fácilmente a que(
6
11

)
= −1, y, por tanto, √x+ 1 no existe en el cuerpo F11[x]/(x

2 + 5).
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(b) En este caso, la matriz de la homotecia h1−x : F7[x]/(x
2 + 1) →

F7[x]/(x
2 + 1), también en la base {1, x}, es

B =

(
1 1
−1 1

)
Luego, N(1 − x) = detB = 2. Según el ejercicio anterior, tenemos que(
2
7

)
= 1 y, por consiguiente,

√
1− x existe en F7[x]/(x

2 + 1).

�

1.37. Calcular SpecA en los siguientes casos

(a) A = F11[x, y]/(x
2 + y2 + x4, y2 + x2 + y4).

(b) A = F7[x, y]/(x
2 + y2 + x, y2 + x2 − x3).

Solución. (a) Si x2 + y2 + x4 = 0 e y2 + x2 + y4 = 0, entonces x6(x2 +
2) = 0. Luego, utilizando el Corolario 1.17 y la Proposición 1.1, tenemos
que V (I) = V (I1) ∪ V (I2) donde I1 = (x2 + y2 + x4, y2 + x2 + y4, x6) e
I2 = (x2 + y2 + x4, y2 + x2 + y4, x2 + 2). Dado que el espectro de un anillo
coincide con el de su reducido (Corolario 1.17), V (I1) = {m1 = (x, y)}. Por
otro lado, las soluciones de x2+2 = 0 y x2+ y2+ y4 = 0 en F11 son x = ±3
e y = ±3, luego

V (I2) = {m2 = (x− 3, y − 3),m3 = (x− 3, y + 3),

m4 = (x+ 3, y − 3),m5 = (x+ 3, y + 3)}
y SpecA = {m1,m2,m3,m4,m5}.

(b) Si x2 + y2 + x = 0 e y2 + x2 − x3 = 0, entonces x(x2 + 1) = 0.
Por tanto, como en el apartado anterior, SpecA = V (I1) ∪ V (I2) con I1 =
(x2+y2+x, y2+x2−x3, x) e I2 = (x2+y2+x, y2+x2−x3, x2+1). Por un
lado, V (I1) = {m1 = (x, y)}. Como, según el Ejercicio 1.36,

√
1− x existe

en F7[i], si denotamos
√
1− x = a+ bx, entonces

y2 − 1 + x = (y − (a+ bx))(y + (a+ bx))

y V (I2) = {m2 = (x2+1, y−(a+bx)),m3 = (x2+1, y+(a+bx))}. Entonces,
SpecA = {m1,m2,m3}.

�

1.38. Demostrar que SpecA = C1

∐
C2, con C1 y C2 cerrados para la

topoloǵıa de Zariski (y, por tanto, abiertos), si y solo si A � A1 × A2.
Además, en este caso, es Ci = SpecAi, i = 1, 2.

Solución. Supongamos que SpecA = C1

∐
C2 siendo C1 = V (I1) y C2 =

V (I2) para ciertos ideales I1 e I2 de A. De que V (I1 + I2) = ∅, deducimos
que existen elementos i1 ∈ I1 e i2 ∈ I2 con i1 + i2 = 1 y, de que V (I1 · I2) =
SpecA, tenemos que I1 · I2 ⊆ r(A), y, por tanto, (i1 · i2)n = 0 para cierto
n. Como 1 = (i1 + i2)

n = in1 + in2 + a con a ∈ I1 · I2, resulta que in1 + in2
no está en ningún ideal primo p de A, pues en otro caso 1 = i1 + i2 ∈
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p, lo que es imposible; por tanto, in1 + in2 es invertible en A y es posible

considerar j1 =
in1

in1 +in2
y j2 =

in2
in1 +in2

. Como j1 + j2 = 1 y j1 · j2 = 0, el

teorema chino de los restos implica que A � A/(j1)×A/(j2). Supongamos,
rećıprocamente que A � A1 × A2. Sean (1, 0), (0, 1) ∈ A. Como (1, 0)0 ∪
(0, 1)0 = (0, 0)0, es SpecA1 ∪ SpecA2 = SpecA y, como (1, 0)0 ∩ (0, 1)0 =
(1, 1)0, es SpecA1 ∩ SpecA2 = ∅. Tomando C1 = SpecA1 y C2 = SpecA2

concluimos el ejercicio. �
1.39. Probar que A es ı́ntegro si y solo si A es reducido y SpecA es irre-
ducible.

Solución. Supongamos que el anillo A es ı́ntegro. Como todo nilpotente es
un divisor de cero, A es reducido. Si SpecA = V (I1) ∪ V (I2), entonces
I1 ∩ I2 ⊆ r(A), y, por tanto, I1 ∩ I2 = 0. Como para cualesquiera elementos
i1 ∈ I1 e i2 ∈ I2 es i1 · i2 ∈ I1 ∩ I2, tenemos que i1 = 0 o i2 = 0. Luego
V (I1) = SpecA o V (I2) = SpecA lo que implica que SpecA es irreducible.
Supongamos ahora que A es reducido y SpecA es irreducible. Sean a, b ∈ A
con a · b = 0. Si a = b, a es nilpotente y, por tanto, cero. Si a �= b, se tiene
que SpecA = (a)0∪ (b)0. Entonces (a)0 = SpecA o (b)0 = SpecA. El que A
sea reducido implica a = 0 o b = 0. Luego A no tiene divisores de cero. �
1.40. Demostrar que las componentes irreducibles de SpecA equivalen a los
primos minimales de A.

Solución. Por el Corolario 1.18, los cerrados irreducibles de SpecA se corres-
ponden con los ideales primos de A. Teniendo en cuenta que las componentes
irreducibles de SpecA son los cerrados irreducibles maximales, el enunciado
del ejercicio sigue del apartado (3) de la Proposición 1.1 según el cual si p
y q son ideales primos de A, V (p) ⊆ V (q) si y solo si q ⊆ p. �
1.41. Sea f : A → B un morfismo de anillos. Si I es un ideal de A, se
denota Ie = f(I) · B y, si J es un ideal de B, escribimos Jc = f−1(J).
Demostrar que Iece = Ie y que Jcec = Jc.

Solución. Es evidente que I ⊆ Iec y que Jce ⊆ J . De la primera inclusión,
llegamos a que Iece ⊆ Ie y, considerando como ideal J el propio Ie en la
segunda inclusión, tenemos que Ie ⊆ Iece. Luego Iece = Ie. Razonando del
mismo modo se llega a que Jcec = Jc. �
1.42. Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff. Probar que para
cada punto x ∈ X, el conjunto mx = {f ∈ C0(X,R) | f(x) = 0} es un ideal
maximal. Demostrar también que la aplicación φ : X → Specmax C

0(X,R)
definido por x �→ mx es un homeomorfismo.

Solución. Para cada x ∈ X el idealmx es maximal, pues es el núcleo del mor-
fismo epiyectivo C0(X,R)→ R que aplica f en f(x). Probemos a continua-
ción que para todo ideal maximal m de C0(X,R) verifica m ⊆ mx para algún
x ∈ X. En efecto, si no es aśı, para cada x ∈ X, existe una función fx ∈ m, de
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