
Les Nombres premiers,
entre l’ordre et le chaos 

Gérald Tenenbaum
Professeur à l’université de Lorraine

Michel Mendès France
Professeur émérite de l’université de Bordeaux



© Dunod, Paris, 2011, 2014 pour la présente édition
ISBN : 978-2-10-070699-0

Une précédente version de cet ouvrage a été publiée
en 1997 aux Presses Universitaires de France

dans la collection « Que sais-je ? », rééditée en 2000.



Ce livre est dédié à la mémoire de Paul Erdős,
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Avant-propos

Issu de notre ouvrage Les Nombres premiers, paru dans la collection
Que sais-je ? et à présent épuisé, ce petit livre représente un pari
sans doute ambitieux : fournir au grand public scientifique une
description concise de la théorie analytique moderne des nombres
premiers — à l’exclusion toutefois des apports de la théorie des
formes modulaires.

Répondant à des questions posées depuis l’Antiquité — y a-t-il
beaucoup de nombres premiers ?, comment se répartissent-ils ?,
etc. —, ce domaine connaît depuis un siècle un essor sans précédent,
dû notamment aux interactions avec la théorie des probabilités.
Les tables de nombres premiers mettent en évidence un aspect
chaotique, dont le désordre apparent s’accorde finalement avec des
modèles aléatoires classiques, issus, par exemple, de phénomènes
physiques. Là est précisément l’objet de cet opuscule : décrire,
puis tenter de comprendre, comment une suite aussi hautement
déterminée que celle des nombres premiers peut renfermer une
telle part de hasard.

Insistons un peu sur ce point. Le hasard total, le chaos, c’est la
complexité infinie. Par ailleurs, la complexité d’un nombre entier
croît manifestement avec sa taille, et répondre à des questions
de base devient souvent difficile : le nombre 257885161 − 1 est-il
premier ?(1) Combien de fois son développement décimal contient-
il le chiffre 7 ? etc. Au voisinage de l’infini, la suite des nombres
entiers, et partant celle des nombres premiers, mime le hasard. Les
directions modernes de la théorie analytique des nombres tentent
de rendre compte des modalités de cette tendance.

1. Oui, d’après Curtis Cooper (2013).

ix



AVANT-PROPOS

Physiciens et philosophes discutent encore de l’hypothétique
« variable cachée », malgré les travaux convaincants d’Alain Aspect,
qui semblent en proscrire l’existence. L’école de Copenhague,
avec Niels Bohr, défend la thèse que le monde subatomique est
régi par le hasard. Einstein, quant à lui, rêve d’une explication
sub-subatomique totalement déterministe. La suite des nombres
premiers ne pourrait-elle servir de modèle aux idées d’Einstein, lui
qui prétendait que Dieu ne joue pas aux dés au moment même
où Mark Kac, éminent arithméticien, professait l’opinion que les
nombres premiers s’adonnent secrètement au jeu de pile ou face ?

La dialectique ordre/désordre occupe les théoriciens des nombres
depuis que Legendre et Gauss ont conjecturé une répartition
harmonieuse des nombres premiers, à savoir que le n-ième nombre
premier pn est proche de n ln n.(1) Une telle régularité dans l’aléa-
toire ne doit pas surprendre : quoi de plus imprévisible que le
jet d’une pièce de monnaie alors que la probabilité qui régit
l’événement, constamment égale à 1

2 , prévoit une tendance à
l’équilibre entre les piles et les faces ? Tous ceux qui ont observé la
suite des nombres premiers ont remarqué à la fois l’irrégularité et
la régularité de leur distribution. À l’instar du jeu de pile ou face, le
comportement en moyenne est régulier alors que les fluctuations
locales, ici le passage de pn à pn+1, demeure très complexe.

Nous avons choisi de décrire ces phénomènes de répartition
en nous appuyant sur le cheminement historique et l’évolution
graduelle de la philosophie — c’est-à-dire la représentation
archétypale — des nombres premiers. Les Chapitres 1, 2 et 4
sont principalement consacrés aux résultats de régularité, alors que
le Chapitre 3 traite surtout des aspects aléatoires de la répartition.
Au Chapitre 5, nous décrivons les conjectures principales qui
sous-tendent la théorie et nous comprenons, in fine, que cette
dichotomie n’est qu’apparente : hasard et nécessité se conjuguent
harmonieusement pour produire de la structure, chacune des

1. Cette assertion, qui porte aujourd’hui le nom de théorème des nombres premiers, a été
démontrée par Jacques Hadamard et Charles de La Vallée-Poussin en 1896.
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