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Bienvenue en prépa !

Vous avez dit prépa ?

1. Bienvenue en prépa !

Avant de consulter cet ouvrage, nous vous invitons a lire ces quelques
lignes en guise d’introduction car, méme si vous « restez » au lycée, beau-
coup de choses vont changer... Afin d’appréhender au mieux votre année,
autant savoir précisément ol vous mettez les pieds !

2. A qui s’adresse ce livre ?

Cet ouvrage regroupe les notions essentielles & maitriser parfaitement en
mathématiques, physique, chimie et informatique pour intégrer une classe
de MPSI (Mathématiques, Physique, Sciences de I'Ingénieur), MP2I
(Mathématiques, Physique, Informatique et Ingénierie), PCSI (Physique,
Chimie, Sciences de I’Ingénieur), PTSI (Physique, Technologie, Sciences de
I’Ingénieur) ou BCPST (Biologie, Chimie, Physique, Sciences de la Terre).

3. Une nouvelle forme d’évaluation : vers le concours !

* Vous aviez I’habitude d’étre noté sur 20 aux différents controles en
fonction des exercices correctement traités et selon un baréme précis.
En prépa, vous serez noté en fonction des résultats des autres €leves
de la classe. Cela signifie que vous pouvez obtenir une note de 20/20
sans avoir réalisé la totalité du sujet : par exemple, si vous étes le
meilleur en n’ayant traité que la moitié du sujet, vous avez 20/20 !

* Sur votre copie figure donc désormais votre classement, a coté de la
note attribuée.

4. Quelles matieres ?

Les matieres enseignées en premicre année de prépa sont (le volume
horaire dépend de votre filiere) :

e les mathématiques ;
e la physique ;

Introduction
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e Jla chimie ;

¢ les sciences de I’ingénieur (MPSI, PCSI et PTSI) ;

¢ les sciences de la vie et de la Terre (BCPST) ;

¢ [D'informatique ;

e le frangais : trois ceuvres autour d’un theme commun ;

e [D'anglais : theme (traduction du frangais vers I’anglais) et version
(traduction de I’anglais vers le francais) ;

e le sport : ce qui peut vous permettre de vous détendre et d’évacuer
votre surplus de stress !

5. Quelle attitude adopter en prépa ?

Travaillez régulierement !

Avec la masse de nouvelles informations que vous allez devoir digérer
au cours de la semaine, vous ne pouvez pas vous permettre de travailler
par intermittence. Sinon, vous serez vite perdu(e) et accumulerez trop de
retard.

Prenez I’habitude de relire chaque soir les notes prises dans la journée.
Notez les différents points que vous ne saisissez pas bien et n’hésitez pas
a aller voir vos professeurs pour leur poser des questions.

Ne négligez pas les matieres littéraires !

e D’abord parce qu’a niveau égal dans les matieres scientifiques, ce sont
I’anglais et le francais qui feront la différence aux concours.

e Il est également vivement conseillé aux futurs ingénieurs d’étre bilin-
gues francais/anglais a leur arrivée sur le marché du travail.

e Mais aussi parce que le francais et I’anglais représentent un véritable
« bol d’air frais » dans une semaine remplie de formules mathéma-
tiques et scientifiques de toutes sortes.

Faites-vous des amis !

D’accord, vous étes classés a chaque devoir sur table, ce qui peut ins-
taurer un certain « esprit concours » dans la classe. N’entrez surtout pas
dans ce jeu : prétez vos cours aux absents, expliquez ce que vous avez
bien compris a ceux qui ont des difficultés, travaillez avec vos cama-
rades de classe, etc. Pourquoi ? Parce que I’on progresse beaucoup plus
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rapidement en expliquant aux autres et en leur posant des questions plutdt
qu’en révisant seul dans son coin.

Ne travaillez pas uniquement avec les personnes de votre classe, sor-
tez, allez au cinéma, allez au théatre, allez voir des expositions, etc.
Organisez-vous aussi des diners de classe ! Le but est de partager autre
chose que la vie scolaire. Et vous verrez, on peut se faire de véritables
amis en prépa ! Cela vous permettra aussi de supporter le rythme soutenu
des cours.

Rassurez-vous !

Il se peut que vous entendiez beaucoup de commentaires décourageants
sur la prépa : « c’est horrible », « c’est tres difficile », « tu ne vas faire que
travailler », etc. De quoi vous miner le moral... Mais prenez les choses
du bon coté :

* Vous avez choisi cet enseignement, et en plus votre candidature a été
retenue. C’est tout de méme une tres bonne nouvelle !
e Vous allez travailler sur des themes qui vous plaisent a priori.

e La prépa est I'occasion de développer d’excellentes méthodes de
travail.

* Vous ne perdez pas votre temps car en cas d’échec ou de changement
d’orientation, vous pouvez intégrer d’autres filieres.

Remerciements

Je tiens, tout d'abord, a remercier I'équipe €ditoriale pour son soutien, son
écoute et sa confiance.

Merci aussi a tous les éleves que j'ai accompagnés au cours de leurs
études en classes préparatoires scientifiques. Leurs doutes et leurs ques-
tionnements m'ont permis d'insister sur les points les plus délicats a leur
arrivée en mathématiques supérieures.

En espérant que cet ouvrage vous aidera du mieux possible, je vous sou-
haite une trés bonne année scolaire.

Bon travail et excellente « prépa » a tous !
« Le succes ne vient qu’a ceux qui ne craignent pas 1’effort. »

Marie-Virginie SPELLER
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Outils mathématiques

1 Les bases du calcul

1. Les fractions

* Avec:
< . p a . . N
— 0 au dénominateur : pour tout réel a, 0 est impossible a calculer.

— 0 au numérateur : pour tout réel @ non nul, — = 0.
a

e Simplification de fractions (avec k et b non nuls) :
kXa _a . axk _a
kxb b bxk b
e Produit de fractions (avec b et d non nuls) :

4,6 _axe_ac
b d bxd bd
e Division de fractions (avec b, ¢ et d non nuls) :

a ¢ _a_d_axd ad

b d b ¢ bxc bc
e Addition et soustraction de fractions

— Si les fractions sont au méme dénominateur, il suffit d’additionner
les deux numérateurs (avec b non nul) :

a c a+c a C a—c¢

—+—=——et———=

b b b b b b
Si les fractions ne sont pas au méme dénominateur, il faut les réduire au
méme dénominateur (avec b et d non nuls) :

axd c¢xb ad+ bc

+ =
bxd dxb bd

a c
-+ —
b d
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2. Les racines carrées

* Vocabulaire
— Lesigne v se nomme radical.

— Le nombre ou I’expression qui se trouve a I’intérieur du symbole
/' se nomme radicande.

Dans ~a, v est le radical et a est le radicande avec a > 0.

e Le nombre va existe si a0
En particulier : ~0 = 0 et Va2 = |al = *a

e Simplification de I’écriture d’une racine carrée

Pour k > 0 et a réel : Vka? =lalvVk

Exemple

VI6 = V42 = det V32 = V2 x 16 =2 x 42 = 442

En général, il est d’usage de ne pas laisser de racine au dénominateur,
ainsi pour tout réel @ > 0 :
1 ~a

Ja  a
Exemple

1 V2 2 _2¥3

N S

Addition et soustraction de racines

Pour additionner ou soustraire des racines carrées, il faut qu’elles aient le
méme radicande (méme nombre sous le radical).

Pour tout réel a > 0 :

Va +~a =2va
4Ja — 2Na = 2Na
¢ Exemple
22 +3v2 =5V2
75 — 45 =345

Mathématiques
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[ATTENTION]

Ja+b #-Ja++b
Ja-b #~a-+b
[REMARQUE]

Il est souvent nécessaire de simplifier une ou plusieurs racines
dans I'expression pour effectuer une addition ou une soustrac-
tion.

Exemple
V8+V2=vVax2+V2=2%x2+V2=2V2+2=3V2

V125 =5 =25 x5 -5 =32 x5 -5 =5V5 -5 =45

Multiplication et division de racines

La multiplication et la division de racines carrées n’exigent pas d’avoir le
méme nombre sous le radical.

Pour tous réels a et b positifs ou nuls :

Jaxb =~axb

Exemple
B3xV2=V3%x2=+6

Pour tous réels a positif ou nul et b strictement positif :

m:ﬁ:@wz:\/g
N b

Exemple

x/§_\/§_ ~
Nk P

3. Les puissances

e (CasavecOetl

— Un nombre élevé a la puissance 0 est toujours égal 2 1 : x0 = 1.

1

— Un nombre élevé a la puissance 1 reste inchangé : x* = x.
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* Addition et soustraction de nombres a puissances

Pour additionner ou soustraire des nombres a puissances, il faut qu’ils
soient égaux et qu’ils aient le méme exposant

x4 4+ x4 =2x% et 4x% — 2x9 = 2x4
Exemple
23 +23=2x23
5x3%—3x3*=(5-3)x3*=2x3*
[ATTENTION]

xa@th = xa 4 xb
xab x xa _ xb

[REMARQUE]

Il est souvent nécessaire de simplifier un ou plusieurs nombres
a puissances dans une expression pour effectuer une addition
ou une soustraction.

Exemple
23+25:23+22><23:23><(1+22):23><(1+4)=5><23
27+9=33+32=3x32+32=32x3+1)=4x3?

Multiplication et division de nombres a puissances

x@ x xb = yatb
a
Avec x réel non nul : x_b = x@b
X
: Exemple
S 103 x 10% = 1034 =107 = 10 000 000

1012
ol = 1012714 = 1072 = 0,01

Inverse d’un nombre a puissance

Mathématiques
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Avec x réel non nul :

i — x_a
xa
Exemple
L =23 l =21
23 "2

Puissance de puissances
(xa)b — yaxb — yab
Exemple
(22)° = 22%5 = 210 = 1 024
(102)* = 102%2 = 10+ = 0,0001
Puissance d’un produit et puissance d’une division

(x x y)* = x*x y“

Exemple
2x57° =23x5=8x125=1000

a a
Avec y réel non nul : (f) =X

y y
Exemple
3 3
. Sy
5 53125

Puissance et racine carrée. Pour tout x réel positif ou nul : vx = x

[A RETENIR]

0| =

Calculer la racine carrée d’'un nombre positif ou nul revient a

. R . 1
I’élever a la puissance 5
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4. Développement et factorisation

Associativité
— Addition: (a+b)+c=a+b+c)=a+b +c
— Multiplication : (@ X b) X c=a X (b X ¢c)=a X b X ¢

Exemple
1+2)+3=14+42+3)=1+2+3=6
(Ix2)x3=1x12x3)=1x2%x3=6
Commutativité

— Addition:a+b=b+a

— Multiplication: a X b=5b X a

Exemple

2+43=3+2=5et2x3=3%x2=6

Distributivité

— Simple: ax(b+c)=axb+axc

— Double: (a+b)X(c+d)=axXc+axd+bxc+bxd

Exemple
2XB3+5=2%x3+2%x5=6+10=16

B+DXx2+4)=3x2+3%x4+1%x2+1%x4=6+12+2+4=24

Identités remarquables

— Carrés
(a+b)* = a? + 2ab + b?
(a - b)* = a® - 2ab + b?
(a—Db)a+b)=a®>-b?
Exemple

(x+1)2=x2+2x+12=x2+2x+1
(x—1)2=x2—2x+12=x2—2x+1
x=Dx+D=x2-12=x2-1

Mathématiques
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Outils mathématiques

— Cubes
(a+b) =a’+3a%b +3ab* + b
(a—b)* =a> - 3a%b + 3ab? - b
(a+b)(a®> - ab+ b?) =a® + b?
(a—Db)(a*> +ab+b*)=ada’ - b>
Exemple

4+ =3 +3x2 +3x+ B3 =x3 +3x2 +3x + 1
(x=1P2=x3-3x2+3x -1 =x3-3x2+3x -1
x+D(x2-x+1)=x3+1P=x3+1
x=-D(x>+x+1)=x3-1P=x3-1

2 Quelques bases en géométrie

1. Le théoreme de Pythagore

) C
* Enoncé
Le carré de la longueur de I’hypoténuse est égal a la
somme des carrés des longueurs des deux autres cOtés.
Dans le triangle ABC rectangle en A :
BC? = AB? + AC? K s

e Réciproque du théoréme de Pythagore

Si dans un triangle le carré de la longueur du plus grand coté est égal a la
somme des carrés des longueurs des deux autres cOtés, alors ce triangle
est rectangle.

Exemple

Soit un triangle dont les c6tés mesurent 5 cm, 4 cm et 3 cm.
52=25et4>+32=16+9=25

52 = 42 + 32 donc le triangle considéré est rectangle.

Soit un autre triangle dont les co6tés mesurent 7 cm, 6 cm et 5 cm.
72 =49 et 62 + 52 =36 + 25 =61

7% # 62 + 52 donc cet autre triangle n’est pas rectangle.
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2. Le théoréeme de Thales

« Enoncé
Si deux droites sécantes sont coupées par deux
droites paralleles, alors elles déterminent sur ces
droites sécantes des segments proportionnels
Autrement dit : soit ABC un triangle. B est un
point de [AD] et C un point de [AE]. Si les
droites (BC) et (DE) sont paralleles, alors :

AB AC BC

AD AE DE

Exemple
Soit un triangle ADE tel que AD = 12 cm, AE = 8 cm.
B est un point de [AD] tel que AB =3 cm et C un point de [AE]. Les
droites (BC) et (DE) sont paralleles. On cherche la longueur de AC.
En appliquant le théoreme de Thales :

AB_AC 3 AC .. 3xB 24,

AD AE 12 8 12 12
e Réciproque du théoréeme de Thales

Si dans une configuration de deux droites sécantes, on a des points placés
de part et d’autre de I’intersection de fagon a obtenir des rapports égaux,
alors les droites qui relient ces points sont parall¢les.

Exemple
Soit un triangle ADE tel que AD = 10 cm, AE = 8 cm. B est un point
de [AD] tel que AB =4 cm et E un point de [AE] tel que AC =3 cm.
AB 4 2
—:—:—:0’4et£:§
AD 10 5 AE 8
Les deux rapports sont différents donc les droites (BC) et (DE) ne sont
pas paralleles.

e Trigonométrie dans le triangle rectangle
Soit ABC un triangle rectangle en A

Mathématiques
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C cos (]§) _ coté ad{'acent _ AB
hypoténuse BC
gin (ﬁ) _ coté ol?posé _ AC
hypoténuse =~ BC
A Oté S A
tan (B) _ coté oppose _ AC
A B coté adjacent  AB

[ATTENTION]

Ces formules ne sont valables que dans un triangle rectangle !



Le point sur les équations 2

1 Rappels de cours

1. Les équations généralités

Les équations se présentent sous la forme f(x) = b ou fest une fonction,
souvent une fonction affine, une fonction logarithme, une exponentielle,
une racine, etc.

Exemple

La fonction carrée f définie par f(x) = x? ne réalise pas une bijection sur
R car elle n’est pas monotone sur R (elle est décroissante sur |- oo ; 0]
et croissante sur [0 ; + oo[).

Vous ne pouvez donc pas utiliser la formule x = f~1(b) avec cette
fonction lorsque x € R.

2. Les équations avec expressions affines

e Equations du type ax = 0 avec a réel :

si a est un réel non nul, alors I'unique solution de cette équation est
x =0 donc I’ensemble S des solution est S = {0}.

Si a est nul, alors I’équation admet une infinité de solutions. S = R.
e Equations du type x + b = 0 avec b réel ;

I’unique solution de cette équation est x = —b. S = {-b}.
e Equations du type ax+b=0:

si a et un réel non nul et b un réel, alors cette équation a pour unique

) b b
solutionx = ——.S ={——.
a a

3. Equations sous forme de nullité d’un produit de facteurs
Un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un des facteurs au
moinsestnul : AX B=0< A=0o0uB=0.

Parfois, et méme souvent, I’équation ne se présente pas sous la forme
d’un produit directement factorisé. C’est donc a vous de factoriser

Mathématiques
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Iexpression afin d’obtenir un produit de facteurs et pouvoir ainsi
résoudre 1’équation.

4. Equations sous forme de nullité d’un quotient

Un quotient est nul si et seulement si son numérateur est nul et son déno-

minateur non nul :

%=0<:>A=OetB¢O.

Parfois et méme souvent, il arrive que I’équation ne se présente pas sous
la forme d’un seul quotient. C’est donc a vous de réduire 1’expression au
méme dénominateur afin d’obtenir un unique quotient et pouvoir ainsi
résoudre I’équation.

[ATTENTION]

Ne pas oublier que le dénominateur B ne doit pas s’annuler.

Exemple
2 _ _ _
X 5x+6:O<:>(x 2)(x 3):0
x—=2 x—=2
x=2oux=3
< x =3,etdonc S = {3}
x #2

5. Les équations non linéaires

La fonction f est dans ce cas une fonction non affine. Il peut s’agir d’une
fonction bijective (c’est-a-dire que chaque y admet un unique antécédent

X par f).

Equations Solutions
l=a,x7r&0,a;zr&0 x=l,x¢0,a¢0
by a

In(x)=a, x>0 x=e
e*=a,a>0 x=In(a),a>0
&za,a}O,x}O x=a%a>0,x>0
2 =a,a>0 x=+Ja,a>0
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Equations Solutions
P=a x=%a
x*P =a,a>0,pe N* xziz%,a>0,peN*
x2p+l =qa Y= 2p+\l/a
Xl =a,a=0 X=aoux=-a
[REMARQUE]

Un nombre entier pair n s’écrit n = 2p et un nombre entier
impair n s’écrit n=2p + 1 ou p est un entier naturel.

[ATTENTION]

il 4 1 x > 0, npair
\/;=X2,X>0 g/;=X3 WZX"I”)L{ z p q
x réel, n impair
x=0
x>0
2 Applications directes du cours
Résoudre dans R I’ les équations suivantes :
x+1 -1
Lx-1D2x+3)=0 2. =
(= DEv+d) x—1 2x-3
Corrigés ;
. x-D2x+3)=0(x-1=00u2x+3=0=@x=1 0ux=—5)

2. Tout d’abord vous mettez tous les termes du méme coOte :

x+1 -1 x+1 1
= &
x—1 2x-3 x—1 2x-3

Puis vous réduisez au méme dénominateur :
(2x—3)(x+l)+ IX(x-D
(x-D2x-3) x-DQR2x-3)

Mathématiques
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Le point sur les équations

Ensuite vous développez, réduisez et ordonnez :

2x2+2x—3x—3+ x—1 B
(x-DQ2x-3)  (x-DQ2x-3)
2x2 —x-3 x -1
f=—1 + =
x-D2x-3) x-D2x-3)
2x%2 -4
S5 — =
(x-D2x-3)
) x=-—2oux=+2
X< =
= 3
x-D2x-3)=0 x;tletx;tE
S={—\/§;\/§}

[ATTENTION]

Lorsqu’il s’agit de déterminer des valeurs interdites, il faut utili-
ser « et » et non « ou », par exemple :

(x-—1)2x-3)#20< x#1et x;t%

[TECHNIQUE]

Pour gagner du temps vous pouvez effectuer un produit en croix
(attention : non valable dans le cas d’inéquations !) et obtenez :

x+1 -1

x-1 2x-3
&S 2x2 -3x+2x-3=-(x-Ne=2x2 - x -3 =—x+1

SX+D2x -3 =x-Dx=D

o2xX2=4dox2=2c x=1/2

3 Exercices

Résoudre dans R les équations suivantes :

LxX2+4+x-4)=0 32x+1_ 2x
x2-1 x-1
2.x2-254+(x=5)(x+1)=0. 4. x2 = —1.
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Corrigés

1. 2+4+(x-4)=0=x*+4+x-4=0
oxr+x=0sx(x+1)=0=x=00ux=-1
etdonc S={-1;0}

2. X2 -25+(x-5x+1)=0
SE=-5x+5+x-5x+1)=0
SE-=-59[E+5+x+1D]=0
S x-52x+6)=0
S2x-5x+3)=0
©x—5=0o0ux+3=0
Sx=50oux=-3
etdonc S={-3;5}

2x+1_ 2x

x2-1 x-1

2x + 1 2x 2x +1 2x
= & —

x2-1 x-1 x2-1 x-1

=0

2x+1 2x(x+ 1D 2x +1—2x2 - 2x
=0

- =0
x2 -1 x2 -1 x? -1
1 V2 V2
—2x2+1:0<:> -XZZE o x=—70ux:—
x2 -1 )
xc #1 x#—letx #1
[V
Sl 272
4. L’équation x*> = — 1 n’admet pas de solution dans R car un carré n’est

jamais négatif dans cet ensemble. S = .
[ATTENTION]

Dans I'ensemble des nombres complexes, cette équation admet
deux solutions: ¥’ =-1 o xX*=i2o x=iou x=—i
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de systemes

20

1 Rappels de cours

On cherche a résoudre un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues
xety:

ax+by=e
cx+dy=f

1. La résolution par substitution

Il s’agit d’exprimer I'une des variables en fonction de I’autre. Dans le
systeme (S), il est possible d’exprimer y en fonction de x dans la premiere
équation, si b #0 :

ax+by:e<:)by=e—ax(:>y:e_bax
Puis on remplace y dans la seconde équation :
cx+dy:f<:>cx+dxe_ax:f<:>wz%
& cbx + de — dax = bf < (bc —ad)x = bf — de
@x:]l;i:j;, sibc —ad # 0

On obtient I’expression de y en remplacant par la valeur obtenue ci-
dessus :

bf — de
Ce—ax T aq  elbe - ad) — a(bf — de)
Ty T s T b(be — ad)
_ebc—ead—abf+ade: ebc — abf oy = ec —af
b(bc — ad) b(bc — ad) bc — ad

Il n’est pas utile de retenir les valeurs de x et y calculées ci-dessus. Dans
chaque exemple, on refera le calcul.
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2. La résolution par combinaison

Cette méthode consiste a éliminer une variable de maniere a se retrouver
en présence d’une équation a une seule inconnue x ou y. Pour cela, il suf-
fit d’additionner ou soustraire les deux équations affectées d’un facteur
permettant de supprimer une variable.

Dans le systeme (S), il suffit de multiplier la 1™ équation par d et la 274
par b puis de les soustraire. Cela permet d’éliminer la variable y :

d(ax + by) — b(cx + dy) = de — bf
< dax + dby — bcx — bdy = de — bf < dax — bex = de — bf
o (da—boyx = de - bf < x= =W _ b= de

ad —bc  bc—ad

Puis on remplace x par son expression dans 1’une ou I’autre des équa-
tions de départ pour obtenir le méme résultat que précédemment. Le y
s’obtient alors de la méme maniere que dans la méthode par substitution.

,Sibc—ad # 0

3. Représentation graphique

Les droites (d) et (d’) ont pour équations respectives :
cx+dy=f.

ax + by =e et

) (d) @) S

(d) = ()

Mathématiques
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4. Les systéemes non linéaires

Les systemes non linéaires sont formés d’équations qui ne sont pas for-
cément affines. Le principe de résolution est le méme, a vous de choisir
la méthode que vous préférez sauf si on vous I’impose dans 1’énoncé !

2 Applications directes du cours

1. Résoudre dans R le systeme suivant en utilisant la méthode par subs-
titution :
2x+3y =5
-x+2y=1

2. Résoudre dans R le systeme suivant en utilisant la méthode par com-
binaison :

x+3y=2
{—x +2y=3
Corrigés
1. En utilisant la méthode par substitution, vous obtenez :

{ 2x+3y=5 { 2x+3y=5 { 22y-1)+3y=5
=

—x+2y=1 —x=1-2y x=2y—-1

{4y—2+3y=5 { Ty=1 { y=1
N N N

x=2y-1 x=2y-1 x=2x1-1
= y=1
x=1
S={;D}
2. Tout d’abord vous nommez les équations respectivement (1) et (2) :
x+3y=2 (1
-x+2y=3 (2

(1) + (2) donne :
x+3+(—x+2y)=2+3=5y=5y=1



