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Avant-propos

Le calcul scientifique en Python

L’objectif de ce manuel est de présenter les principes mathématiques, les appli-
cations et la mise en ceuvre de méthodes de calcul scientifique en Python. Ce texte
évoque, tour a tour, la pratique et la théorie : nous montrons l'utilisation de ces mé-
thodes dans le langage Python en utilisant les librairies NumPy et SciPy et I’analyse
théorique sur laquelle le calcul s’appuie.

Partout ou cela est possible et pertinent, nous présenterons des applications réelles
plutét que des exemples simplifiés ou théoriques. En effet, 'objectif de ce texte est de
montrer comment utiliser au mieux ces outils en pratique et, en particulier, dans la
pratique du chercheur et de 'ingénieur.

Utilisation du manuel

Ce livre s’adresse aux étudiants en deuxiéme année de licence ou au-dela, aux
ingénieurs et aux chercheurs. Pour en tirer profit, il est utile d’avoir déja suivi un
cours de Python et de posséder des bases en analyse et en algebre.

Le manuel peut étre utilisé pour un cours d’un semestre composé de séances de
cours, de travaux dirigés et de travaux pratiques. Cela constitue le contenu pour un
module d’environ 10 a 15 séances de 3 heures, ce qui représente un total compris entre
30 et 50 heures d’enseignement.

Méthode pédagogique

Une des sources d’inspiration initiales de ce texte est le livre de Cleve Moler [104].
Ce livre s’appuyait lui-méme sur une généalogie de livres dont le plus ancien est [46],
un livre pionnier mélant les méthodes, les algorithmes et les applications. Traduire
en langage Python 'esprit de cette introduction au calcul numérique est rapidement
apparu une approche incompléete dans la mesure ol ces ouvrages laissent, d’une part,
peu de place a la théorie et, d’autre part, aucune aux démonstrations. Puisque les
démonstrations sont au coeur des mathématiques, nous avons complété le texte par
des définitions et des théoremes, associés a des preuves. L’objectif est de fournir au
lecteur non seulement des méthodes applicables, des scripts Python fonctionnels, mais
aussi une compréhension détaillée des calculs.

Dans le but de pouvoir concentrer la premiére lecture sur les concepts et non pas
sur les détails, les démonstrations sont généralement présentées a travers les exemples
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Nombre d’étoiles Difficulté
Aucune Mise en ceuvre directe du cours

* Un argument est requis
oK Plusieurs arguments sont requis
Kokok

Plusieurs raisonnements se combinent

TABLE 1 — Difficultés des exercices.

ou détaillées sous la forme d’exercices.

Les exercices qui accompagnent la partie théorique du cours constituent une partie
indispensable de 'apprentissage. Cela est une conséquence du choix de déplacer une
partie de ’analyse de la section principale vers les exercices, dans le but de concentrer
la présentation principale sur I’essentiel. Ces exercices sont triés par ordre de difficulté
croissante, en fonction des critéres indiqués dans la table 1.

Certains lecteurs trouvent que les démonstrations sont parfois trop détaillées. La
qualité d’une démonstration tient essentiellement dans la qualité de son argumenta-
tion. En pratique, ce niveau de détail est bienvenu pour d’autres lecteurs, car cela
leur permet de comprendre un point qui leur a échappé.

Partout ou le soupgon d’une astuce mathématique se laissait entrevoir, nous avons
préféré 'analyse rendant a la démonstration son caractere logique et cohérent avec
I’objectif poursuivi. C’est la raison pour laquelle, parmi plusieurs démonstrations pos-
sibles d’un théoreme, nous avons toujours préféré la plus riche du point de vue pé-
dagogique, méme si ce n’est pas la plus courte. Il s’ensuit des démonstrations aussi
rigoureuses que possible, mais occasionnellement longues : le lecteur nous le pardon-
nera plus volontiers (nous 'espérons), pourvu que cette démonstration ait pu révéler
des mécanismes intéressants.

Une partie significative de ce texte est consacrée au conditionnement des problemes
que nous allons traiter. En effet, bien qu’il occupe une place importante dans le calcul
impliquant des nombres a virgule flottante, le conditionnement n’est pas un concept
lié uniquement au calcul numérique, mais un concept mathématique associé a l'idée
plus générale de changement de la solution lorsque les données sont perturbées. Cette
idée, associée au concept de probléme bien posé, ne peut pas étre ignorée lorsqu’on
utilise des méthodes numériques.

A chaque fois que cela est possible et pertinent, nous illustrons le concept mathé-
matique par une figure, que celle-ci soit créée par une librairie de dessin vectoriel ou
qu’elle soit créée en Python. L’exercice, pour le lecteur, consiste alors a observer la
figure en détail pour faire le lien entre la figure et la définition ou le théoreme. C’est
un exercice que j’ai souvent demandé a mes étudiants, en précisant la grille de lecture
d’un tel graphique : ’axe des abscisses, I’axe des ordonnées, le contenu du graphique
et le lien avec le concept mathématique.

Dans certains contextes, la bibliographie francophone a des traditions dont cer-
taines sont appropriées et d’autres non. Lorsque le présent manuel dévie de la tradi-
tion, nous expliquerons notre choix de maniere explicite. C’est, par exemple, le cas
pour la formule de Taylor page 38 ainsi que pour le théoréme de la valeur intermédiaire
page 363.

Certaines sections présentent des concepts plus avancés et dont la compréhension
peut étre difficile lors d’une premiere lecture, en fonction du niveau du lecteur. Nous
avons indiqué ces chapitres par un astérisque (*) dans le titre. C’est le cas par exemple



pour le chapitre 6.6, qui peut étre passée lors d'une premiere lecture. Au contraire, le
lecteur désireux d’approfondir ses connaissances pourra utiliser ces indications pour
identifier les chapitres les plus avancés. Par exemple, cela peut étre utile pour un
enseignant qui souhaiterait dispenser ce cours a un niveau supérieur.

Valeurs numériques

En langue francaise, le séparateur décimal est la virgule « , », ce qui est différent
de la langue anglaise dans laquelle le séparateur décimal est le point « . ». Nous
allons voir par la suite que le langage Python utilise la convention anglaise pour le
séparateur décimal et utilise la virgule pour d’autres objectifs. Dans le contexte de
ce livre, a la croisée des mathématiques et de 'informatique, dans le but de rendre le
texte cohérent, nous avons adopté la convention anglaise pour le séparateur décimal,
c’est-a-dire le point.

Un livre de calcul scientifique ne contenant aucune valeur numérique serait une
absurdité. En effet, nous allons analyser en détail pourquoi les nombres flottants avec
lesquels la plupart des utilisateurs de Python réalisent des calculs ont approximative-
ment 16 chiffres significatifs. Toutefois, écrire toutes les valeurs numériques avec une
précision aussi importante n’apporte pas nécessairement d’information pertinente.

Pour cette raison, nous arrondissons tous les résultats numériques au plus proche,
avec 4 chiffres significatifs. Cela signifie que, lorsque le nombre mathématique est
« 1.23456 », nous écrirons dans le texte « 1.235 ». De méme, le nombre « 0.001234 »
possede 4 chiffres significatifs, car les zéros devant le premier chiffre non nul ne
comptent pas. Nous utiliserons occasionnellement la notation scientifique « 1.234 x
1073 ».

Une précision importante est que nous présentons 4 chiffres significatifs y compris
dans la plupart les résultats des sessions Python (mais Python utilise davantage de
chiffres significatifs dans ses calculs). C’est une des raisons pour lesquelles, si le lecteur
reproduit les scripts Python présentés dans ce texte, les valeurs numériques peuvent
étre légerement différentes. Une autre raison fréquente est que les sessions présentées
dans ce texte ont été exécutées sur différents systémes (Linux et Windows), ce qui
peut produire des résultats légerement différents. Ces différences sont la plupart du
temps sans conséquence. Plus de détails sur ce sujet seront présentés dans le chapitre
4 consacré aux nombres flottants.

Théemes

Les différentes méthodes que nous allons détailler dans ce livre forment un réseau,
de telle sorte que certaines méthodes s’appuient les unes sur les autres. La figure 1
présente certains de ces liens. Tentons de les éclaircir.

D’une maniere générale, deux approches mathématiques se font face : I’algebre et
I’analyse. Dans notre contexte, deux sujets sont plus difficiles, plus fondamentaux ou
plus importants que d’autres, car ils sont a la base de nombreuses autres techniques : il
s’agit des systémes d’équations linéaires (algebre) et des équations différentielles ordi-
naires (analyse). D’un coté, les systémes d’équations linéaires sont un théme essentiel
en algebre linéaire et ouvrent la porte & de nombreuses applications ainsi qu’a d’autres
sujets, en particulier en algebre linéaire numérique. D’un autre c6té, les équations dif-
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FIGURE 1 — Liens entre les méthodes numériques.

férentielles ordinaires sont a la base de nombreux modeles physiques et ouvrent la
porte aux équations aux dérivées partielles.

La figure 1 montre bien que certains thémes sont en réalité a la croisée de 'al-
gebre et de 'analyse. Dans le contexte de l'interpolation par exemple, représenter une
fonction sur une base de fonctions donnée nécessite de considérer un espace vecto-
riel de dimension infinie. Puisque ce n’est pas pratique, nous ne représentons souvent
que la projection de cette fonction sur un espace vectoriel de dimension finie, pour
lequel l'algebre fournit les outils de calcul appropriés. Nous laissons le soin au lecteur
d’établir de nouveaux liens entre ces méthodes.

Scripts d’accompagnement

Les librairies NumPy et SciPy sont d’excellentes librairies de calcul scientifique et
nous les utiliserons tout au long de cet ouvrage. Toutefois, dans certaines circons-
tances, nous pensons que les fonctionnalités dont nous avons besoin pour un théme
précis sont mieux illustrées avec des algorithmes simplifiés, moins robustes, mais dont
le code source est plus explicite.

C’est la raison pour laquelle nous avons développé une collection de scripts Py-
thon pédagogiques accompagnant le cours. Ces scripts sont disponibles sur le dépot
github.com/mbaudind7/menum_code. La table 2 présente la liste des modules. Ils sont
disponibles dans le répertoire Scripts-Eleves/Py3 du dépdt. Pour les utiliser, il est
nécessaire de mettre a jour la variable PYTHONPATH, de telle sorte que I’environnement
Python puisse connaitre le nom du répertoire contenant les scripts. Configurer cette
variable peut dépendre du systeme d’exploitation. Sur Linux, par exemple, on peut
exécuter la ligne suivante dans le terminal :

export PYTHONPATH="/home/monlogin/Scripts-Eleves/Py3:$PYTHONPATH"

Ces modules pédagogiques sont utiles pour I’étude des algorithmes, mais je ne
recommande & personne de les utiliser pour des études d’ingénierie ou bien pour


github.com/mbaudin47/menum_code

floats.py Nombres a virgule flottante
fzero.py Equations non linéaires
interp.py Interpolation

leastsq.py Moindres carrés linéaires
linalg.py Systémes d’équations linéaires
numdiff.py Différentiation numérique
odes.py Equations différentielles ordinaires
optim.py Optimisation

quadrature.py Intégration

TABLE 2 — Modules fournis avec le manuel.

la recherche : leur objectif n’est ni la performance, ni la précision, ni la souplesse
d’utilisation, ni la robustesse. En effet, il existe une différence importante entre un
algorithme et son implémentation (nous reviendrons sur ce théme dans la section 5.9).
Toutefois, ces modules sont documentés et testés.

Pour chaque chapitre, les scripts sont disponibles dans le sous-répertoire Scripts.
Pour le chapitre intégration, par exemple, les scripts sont disponibles dans le répertoire
Integration/Scripts.

Pour les scripts les plus simples, nous fournissons parfois un script « squelette »,
contenant une base de travail que 1’éleve peut compléter durant les séances de travaux
pratiques en Python. Dans ce script, le travail consiste a remplacer les instructions
TODO par du code valide. L’objectif est de ne pas avoir & débuter par un script vide. Le
script suivant!, par exemple, présente un modele de script pour I'intégration numé-
rique. Nous indiquons dans une note de bas de page le nom du fichier correspondant
au script présenté dans I'exemple ou dans la figure correspondante.

# Import des modules
TODO

def myfunB(x):
y = TODO
return y

Q, fcount = adaptsim_gui (myfunB, 0.0, 1.0)
Le script suivant? présente la solution du probléme.

import numpy as np
from quadrature import adaptsim

def myfunB(x):
y = 1.0 / np.sqrt (1.0 + x ** 4)
return y

Q, fcount = adaptsim(myfunB, 0.0, 1.0)

Occasionnellement, nous distinguons une fonction mathématique de son implé-
mentation en Python. Dans ce cas, nous employons un changement de fonte pour

IScript Python : Integration/Scripts/Py3/exemples-squelette.py.
2Script Python : Integration/Scripts/Py3/exemples.py



R Nombres réels, par ex. z = 1.234
R* Nombre réels non nuls : {z € R, x # 0}
Nombres complexes, par ex. z = 1 + 2i
Entiers naturels, par ex. 1 = 1,2,3,...
Entiers relatifs, par ex. m = ..., —2,-1,0,1,2,...
* Entiers relatifs non nuls : {k € Z tels que k # 0}
Re(z) La partie réelle du nombre complexe z € C
Im(z) La partie imaginaire du nombre complexe z € C
z,y,z Des nombres réels
1,7,k  Des entiers
[a,b] L’ensemble : {z € R|a <z <b}
(a,b) L’ensemble: {zr eR|a <z <b}
X Variable Python

NNZ A

TABLE 3 — Notations.

a A Alpha v I Tota p P Rho

8 B Beta k K Kappa o ¥ Sigma
v I' Gamma A A Lambda T T Tau

0 A Delta w M Mu v Y Upsilon
e FE Epsilon v N Nu ¢ & Phi

¢ Z Zeta & 2 Xi x X Chi

n H Eta o O  Omicron v U Psi

6 © Theta m 1I  Pi w € Omega

TABLE 4 — Lettres grecques.

signifier cette distinction. Par exemple, nous notons sin la fonction mathématique
trigonométrique et sin son implémentation en Python.

Notations

Nous utiliserons les notations présentées dans la table 3. La table 4 présente les
lettres grecques utilisées dans 'ouvrage. Dans le contexte de l'algebre linéaire, les
conventions présentées dans la table 5 sont adoptées. Elles correspondent a celles
employées dans [70] page 2 & une exception : nous notons en caractéres gras les
vecteurs ainsi que le fait [132]. Ce livre a été préparé avec IXTEXS.
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3https ://www.latex-project.org/



«a Scalaire (réel ou complexe) : lettre grecque
X Vecteur : lettre latine, minuscule, en gras
(x,y) Produit scalaire des vecteurs x et y

R"™ Ensemble des vecteurs réels de dimension n
R™*™  Ensemble des matrices réelles & m lignes et n colonnes
X Vecteur : lettre latine, minuscule, en gras
diag Matrice diagonale

I Matrice identité

rang Rang d’'une matrice

||x]| Norme du vecteur x

P Matrice de permutation

Q Matrice orthogonale

L Matrice triangulaire inférieure

U Matrice triangulaire supérieure

A1 Inverse de A
k(A)  Conditionnement de la matrice A
Af Pseudo-inverse de A

TABLE 5 — Notations pour ’algebre linéaire.

(ISEP) qui, par leurs questions et leurs commentaires, m’ont stimulé dans la rédaction
de ce document. Mes remerciements s’adressent également aux enseignants qui m’ont
accompagné sur le module de méthodes numériques, en particulier Omar Al Hammal.
Je remercie le Dr. Jean-Pierre de Mondenard pour sa relecture du chapitre consacré
aux applications et en particulier a la prévention de la commotion cérébrale. Je sou-
haite remercier Régis Lebrun pour ses suggestions et corrections. Je tiens a remercier
Vincent Chabridon pour ses encouragements et ses corrections. Je remercie enfin mon
épouse Vi-An Baudin pour ses relectures, commentaires et corrections détaillées.
J'invite le lecteur a me transmettre ses suggestions a

methodes.numeriques.python@gmail. com.

Michaél Baudin,
Aoiit 2022






Table des matieres

-

Prolégomeénes au calcul scientifique

A quoi sert le calcul numérique ?

1.1  Prévention de la commotion cérébrale . . . . . . . ... ... ... ..
1.2 Réeletmodele . . . . . . . . . ..
1.3  Exemple d’essais en soufflerie . . . . .. ... 0oL
1.4  Essais difficiles, cotiteux ou impossibles . . . . . ... .. .. ... ..
1.5 Conclusion . . . . . . . . . e
1.6 Notes et références . . . . . . . . . . .. ..
Python

2.1  Variables . . . . . . ..
2.2 Listeset tuples . . . . . . . . . . ... e
2.3  Conditions et boucles . . . . . .. .. ... L.
2.4  Fonctions et modules . . . . . .. .. ... ... .. ...
2.5  Conclusion . . . . . . . . . . e

Outils mathématiques

3.1 Notationde Landau . . . . . . .. .. ... ... ... ... .....
3.2 Formulede Taylor . . . . ... .. ... ..
3.3  Condition d’optimalité . . . . . . ... .. ... L.
3.4  Conclusion . . . . . . . .. e
3.5  Notes et références . . . . . . . . . . ...
3.6 Exercices . . . . . . ...
Flottants

4.1  Représentation binaire des entiers . . . . . . . . ... ...
4.2 Les nombres a virgule flottante . . . . . ... ... o0
4.3  Des fonctions utiles . . . . . .. ... L
4.4 Flottants normalisés, dénormalisés . . . . . . . ... .. ... ... ..
4.5  Flottants extrémes et arrondi . . . . . ... .. ... ... ...,
46 EnPython . . . .. .. ...
4.7 Bitimplicite (*) . . . . ..o
4.8 FErreurs d’arrondi . . . . . ...
4.9  Conclusion . . . . . . . . .. e
4.10 Notes et références . . . . . . . . ..o
4.11 EXercices . . . . . . ... e e e

Convergence, erreurs et conditionnement

11

17

19
19
21
23
24
25
26

27
28
28
30
31
33

35
36
38
44
44
44
45

49
49
52
o6
o7
59
62
64
65
67
68
68

71



12 Table des matieres
5.1 Convergence . . . . . . . .ot e e 71
5.2 Erreur absolue et erreur relative . . . . . . ... ... ... 75
5.3  Erreur directe et inverse . . . . . ... ... L. 78
5.4  Conditionnement . . . . . . .. ... ... 80
5.5  Les fonctions loglp et expml . . . . . . . . ... ... ... ...... 83
5.6  Conditionnement dans le cas vectoriel (*) . . .. ... ... ... ... 85
5.7  Conditionnement de la somme (*) . . . ... .. ... oo 87
5.8 Applications . . . . . ... 88

5.8.1  Fiabilité d’une batterie . . . . . . . . ... ... ... 88
5.8.2  Attaque cryptographique . . . . . . . ... ... 90
5.9 Conclusion . . . . . . . .. e 91
5.10 Notes et références . . . . . . . . ... 91
5.11 Exercices . . . . . . . . . e e e 91

6 Vecteurs, Matrices 97
6.1  Vecteurs . . . . . . . .. 97
6.2  Produit scalaire et norme vectorielle. . . . . . .. ... .. ... .. 100
6.3  Matrices . . . . ... 103
6.4  Produit matrice-vecteur . . . . ... ... L Lo 105
6.5 Norme matricielle . . . . . . .. ... oo 109
6.6 Vecteur optimal (*) . . . . .. ... L Lo 111
6.7  Matrices particulieres . . . . . ... oL 114
6.8  Produit tensoriel . . . ... ..o oo 115
6.9  Matrice identité, inverse et permutation . . . .. .. ... L. 115
6.10 Orthogonalité . . . . . . . .. .. .. 118
6.11 Application : robotique . . . . . . ... L 119
6.12 Conclusion . . . . . . .. L 121
6.13 Notes et références . . . . . . . ... Lo o 121
6.14 Exercices . . . . . ..o 121

II Méthodes numériques 127

7 Systémes d’équations linéaires 129
7.1  Dépendance et indépendance . . . . . . . . ... 130
7.2 Rangetinverse . . . .. .. ... 132
7.3 Conditionnement d’un systeme d’équations linéaires . . . . . . . . .. 134
74 Méthodede Gauss. . . . . . . . . . L 138
7.5  Décomposition LU avec permutations . . . . . . ... ... ... ... 142
7.6  Utiliser la décomposition PA=LU . . . .. ... ... ... ...... 146
7.7  La permutation des lignes . . . . . ... ... Lo 148
7.8  Analyse matricielle du pivot de Gauss . . . . . . . ... ... .. 150
7.9  Le facteur de croissance (*) . ... ... Lo L oL 152
7.10 Chiffres significatifs dans la solution . . . . . . .. ... .. ... ... 155
7.11 Effet géométrique d'une perturbation . . . . . .. ... ... ... .. 157
7.12 Application : calcul d’un réseau électronique . . . . . ... .. .. .. 161
7.13 Conclusion . . . . . . .. L 163
7.14 Notes et références . . . . . . . ... 163
7.15 Exercices . . . ... Lo 163



Table des matieres

8 Interpolation
8.1  Le polynéme de Lagrange . . . . . .. ... . ... ... .. ... .
8.2  Implémentation de l'interpolateur de Lagrange . . . . . . . .. .. ..
8.3 Nceuds de Chebyshev . . . . . . ... ... ... ... .. ... ...
8.4  Matrice de Vandermonde . . . . . . . . ... Lo
8.5  Interpolation linéaire par morceaux . . . . . . .. .. ... ... ...
8.6  Erreur d’interpolation . . . . . . .. ... Lo
8.7  La constante de Lebesgue (*) . . . ... ... ... ... ..
8.8  Conditionnement de Iinterpolation (*) . . ... ... ... ... ...
89 Lessplines (*) . . . . . ...
8.10 Application & un probléme de fiabilité . . . . . . .. ... ...
811 Conclusion . . . . . . . . . e
8.12 Notes et références . . . . . . . . .. Lo
8.13 Exercices . . . . . .. e
9 Différentiation
9.1 Différences finies . . . . . . . . . ...
9.2  Limitation de la précision . . . . . . . . ... ..o L L.
9.3  Origine de la limitation de la précision . . . . ... ... ... ....
9.4  Conditionnement . . . . . . . ...
9.5  Implémentation . . . . ... ... ..o o
9.6  Extrapolation de Richardson (*) . . . ... ... ... ... ......
9.7 Amdliorer la précision (*). . . . . ... Lo Lo oL
9.8 Contre-exemple . . . . . .. ... Lo
9.9  Application : chute dans un fluide . . . . . . ... ... oL
9.10 Conclusion . . . . . . ...
9.11 Notes et références . . . . . . . . .. L
9.12 Exercices . . . . . ... e
10 Moindres carrés linéaires
10.1 Hypotheses de calcul . . . .. . .. .. ... ..o .
10.2 Matrice de conception et modeles . . . . . ... ..o
10.3 Moindres carrés et norme euclidienne . . . . .. .. ... ... L.
10.4 Conditionnement . . . . . . . ... oL
10.5 Méthode des équations normales . . . . . . . .. ... ... ... ...
10.6 Conditionnement des équations normales . . . . . . . .. .. ... ..
10.7 Décomposition QR (*) . . . . ... Lo o
10.8 Application : résistivité du cuivre . . . . . . ...
10.9 Conclusion . . . . . . . .. L
10.10 Notes et références . . . . . . . . . . . . e
10.11 Exercices . . . . . . o o oo e e e e
11 Intégration
11.1 Conditionnement de l'intégrale . . . . . . . . . . ... ... ... ...
11.2 Regles de quadrature . . . . . . .. .. ..o o
11.3 Regles plus précises . . . . . . . .. oo
11.4 Formules de Newton-Cotes . . . . . .. . . ... ... ... . .....
11.5 Leprobleme . . . . . . .. ... L
11.6 Méthode composite . . . . . . . ... oo

13

177
180
184
186
187
190
193
198
200
201
203
206
207
208

213
216
219
228
229
230
232
235
239
241
244
244
245

251
252
255
257
259
262
266
268
270
272
272
273



14

11.7  Quadrature adaptative (*) . . . ... .. ... ...
11.8 Performance (*) . . ... ... ... ...
11.9 Traiter les difficultés . . . . . ... ... ... ...
11.10 Fonction paramétrique . . . . ... .. .. ... ..
11.11 Applications : intégrer la loi normale . . . . . . ..
11.12 Conclusion . . . . . .. ... oo
11.13 Notes et références . . . . . . ... .. ... ...,
11.14 Exercices . . . . . .. . .. oo

12 Equations différentielles ordinaires

12.1 EDO et quadrature . . . . ... .. ... ... ...
12.2  Systemes ’EDO . . . . ... o oo
12.3 Méthodesaunpas . ... ... ... ... .....
12.3.1 Introduction . . . . . .. .. ... ... ...
12.3.2 Méthode d’Euler . . . . . ... ... ....
12.3.3 Méthode de Runge, méthode de Heun . . . .
12.3.4 Les méthodes de Runge-Kutta . . . . . . ..
124 Erreurs . . . . . .. Lo
12.5 Méthodes adaptatives (*) . . . . . ... ... ...
12.5.1 Principe d'une méthode adaptative . . . . .
12.5.2  Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 et 3
12.5.3 Contréle du pas de discrétisation . . . . . .
12.6 Equations raides (). . . ... ... ... ... ...
12.7 EDO paramétrée . . ... .. ... ... ...
12.8 Champ de vecteurs . . . . .. ... ... ... ...
12.9 Applications . . . . . . ... .o
12.9.1 Un modele de frasil . . . . .. ... ... ..
12.9.2 L’attracteur de Lorenz . . . . . .. ... ..
12.10 Conclusion . . . . . . . .. ...
12.11 Notes et références . . . . . . . .. ... ... ...
12.12 Exercices . . . . . . . ..o

13 Equations non linéaires

13.1 Conditionnement d’une équation non linéaire . . . .
13.2  Méthode de la bissection (dichotomie) . . . .. ..
13.3 Implémentation . . . ... .. ... .. ... ...
13.4 Nombre d’itérations de la bissection . . . . . .. ..
13.5 Méthode de Newton . . . . . . ... .. ... ....
13.6 Convergence de la méthode de Newton . . . .. ..
13.7 Méthode de la sécante . . . . ... ... ... ...
13.8 La condition d’arrét . . . . . . ... ... ... ...
13.9 Application : gaz réels . . . . ... ... ... ...
13.10 Conclusion . . . . . . . . .. .. ...
13.11 Notes et références . . . . . .. . ... ... ....
13.12 Exercices . . . . . . . ..o

14 Optimisation

14.1 Propriétés des minima . . . . . ... ... ... ..
14.2 Méthode du nombre d’or . . . . . ... .. ... ..

Table des matieres



Table des matieres

14.3 Conditionnement de 'optimisation . . . . ... .. ... ... ....
14.4 Application : conduction de la chaleur . . . . . ... ... ... ...
14.5 Conclusion . . . . . . . .. L e
14.6 Notes et références . . . . . . . ... Lo

14.7 Exercices
15 Conclusion
Bibliographie

Index

15

390
393
394
394
394

399

403

413






Premiere partie

Prolégomenes au calcul
scientifique

17






Chapitre 1

A quoi sert le calcul
numérique 7

Les objectifs de ce chapitre sont multiples. Premiérement, ce chapitre a pour but de
définir le calcul numérique et sa position par rapport aux autres outils scientifiques qui
lui sont souvent associés. Deuxiémement, il tente de présenter le calcul numérique en
action, a travers ses applications et ses enjeux. Enfin, il tente de montrer 'importance
que cette discipline, a la croisée des mathématiques appliquées, de 'informatique et
de la plupart des sciences applicatives (par exemple la physique et la chimie), a prise
dans le monde contemporain.

Pour mieux cerner les applications pratiques de la simulation numérique, on peut
énumérer quelques exemples de problemes d’ingénierie classiques. Il s’agit parfois de
réduire le poids (kg), d’assurer la fiabilité ou de réduire le coiit (€). Presque toutes
les industries ont recours au calcul numérique : nous allons voir quelques-unes de ces
applications.

1.1 Prévention de la commotion cérébrale chez les
cyclistes

La conception des casques de cyclisme peut faire appel a la simulation numérique.
Comme nous allons le voir, ce probléeme d’ingénierie révele beaucoup de caractéris-
tiques de la pratique du calcul numérique. En 2006, S. Kleiven a utilisé un modele
numérique de la masse cérébrale permettant de prévoir, dans le volume cranien, la
pression en fonction de I'espace et du temps lorsqu’un crane est soumis & un impact
[83]. Ce modele est fondé sur la méthode des éléments finis, une méthode numérique
avancée souvent utilisée en mécanique. Dans la figure 1.1, le volume de la téte est
décomposé en différentes sous-parties. En commencant par les parties les plus ex-
ternes, ces volumes sont la boite cranienne, les lobes, le cervelet et la moelle spinale!.
Puisque le comportement mécanique de chaque partie est spécifique (par exemple, la
boite cranienne se déforme moins facilement que la matiére grise), il est nécessaire
de spécifier localement les propriétés mécaniques de chaque partie. Dans ce contexte,

1En ancienne nomenclature, la moelle spinale est nommée moelle épiniére et le fluide cérébrospinal
est nommé fluide céphalorachidien.
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Matiére grise cérébrale

Fluide
cérébrospinal

Cervelet

Moelle spinale

Os du cou

FIGURE 1.1 — Discrétisation d’une téte humaine [84]. Le créne, le liquide cérébrospinal
et la matiere grise. Illustration reproduite avec 'aimable autorisation de S. Kleiven.

on utilise le module d’Young qui caractérise la relation entre la déformation et la
contrainte exercée [85]. Chaque volume est associé & un maillage spécifique, qui est
une discrétisation de sa géométrie.

Ces travaux faisaient suite a des recherches initiées par le neurochirurgien sué-
dois Hans von Holst a la fin des années 1990 pour identifier des améliorations dans
les casques de protection individuels. 11 a alors contacté I'Ecole royale polytechnique
(KTH) de Stokholm pour initier un programme de recherche sur ce théme, ce qui a
mené Peter Halldin, un étudiant de cet institut, a commencer une thése en biomé-
canique. C’est dans ce contexte que le travail de recherche de S. Kleiven débutera
quelques années plus tard [85] et ménera & P'article de 2006 que nous sommes en train
d’analyser.

Les impacts pris en compte dans I’étude sont caractérisés par leur direction fron-
tale, occipitale (a Darriere du crdne) ou latérale et par leur intensité. L’objectif final
de ce travail était en particulier de pouvoir prévoir 'apparition de la commotion
cérébrale liée a I'impact sur la téte et pouvant mener, dans certains cas, a des séquelles
temporaires, définitives, ou a la mort.

Le chercheur souhaitait confronter les résultats du modeéle numérique a la réalité.
Il était évidemment hors de question de projeter des cobayes humains contre des
obstacles pour observer I'apparition d’une commotion cérébrale. Pour résoudre cette
difficulté, Pauteur a utilisé dans [83] des données issues de mesures expérimentales sur
des cadavres. Toutefois, ces données doivent étre corrigées pour prendre en compte le
changement potentiel de rigidité de la matiére cérébrale apreés la mort. De plus, les
mesures pourraient étre affectées par la présence d’air dans le fluide céphalo-rachidien,
ce qui rend difficile les comparaisons avec la simulation numérique.

Dans [84, 82], 'auteur a utilisé des images de football américain captées par la
télévision pour observer si on pouvait reproduire par la simulation les traumatismes
observés sur les joueurs. Il a utilisé des indicateurs comme 'accélération angulaire,
I’accélération de translation et la puissance d’impact pour observer si ces indicateurs
sont de bons prédicteurs de la pression intracranienne et des déformations associées a



