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Avant-propos

Cet ouvrage regroupe une sélection d’extraits de sujets des écrits de concours suivants :
Banque PT, Centrale-Supélec, Concours Commun INP (CCINP), Concours National
Marocain (CNM), ENAC, EPITA, e3a-Polytech, Mines-Ponts et Polytechnique-Écoles
Normales Supérieures (X-ENS).
Nous avons également inclus des sujets de devoirs donnés dans la classe de MPSI du
lycée Jeanne d’Albret de Saint-Germain-en-Laye. Cela permet d’avoir des sujets plus
longs, car un sujet de concours en mathématiques porte très rarement uniquement
sur le programme de première année. De plus, ce sont des sujets originaux, dont tout
ou partie pourrait figurer un jour dans un sujet de concours.
Tous les sujets proposés sont récents (2020-2024) et conformes aux programmes ac-
tuels. La plupart sont accessibles aux élèves de MPSI, MP2I, PCSI et PTSI. Ce-
pendant, certains sujets ou certaines questions s’adressent plus particulièrement aux
élèves de MPSI et MP2I et nous les signalons par la lettre (M).
Le chapitre sur les espaces préhilbertiens réels n’est pas au programme de PTSI, mais
seulement de PT.
Nous avons rédigé cet ouvrage pour trois raisons principales.
— La première est de permettre aux étudiants de première année de classe prépa-
ratoire de réviser chaque chapitre du cours avec des sujets effectivement tombés aux
concours. Trop souvent, les étudiants pensent qu’il faut attendre la deuxième année
pour pouvoir faire un vrai sujet de concours, mais ce n’est pas le cas. Au contraire,
commencer à faire ces sujets dès le début de la formation est important : les révisions
sont alors plus concrètes et plus motivantes. À noter cependant que, en mathéma-
tiques, il est difficile de se cantonner à un seul domaine dans un énoncé. Il faudra
alors faire appel à différents chapitres pour résoudre certains exercices.
— La deuxième est aussi d’accompagner les étudiants de deuxième année dans leurs
révisions.
— La troisième est de permettre aux étudiants, dès la première année, de repérer les
attentes des divers concours, chacun d’entre eux étant différent sur la forme (ques-
tions plus ou moins guidées, plus ou moins longues, etc.). Il est bon de repérer ces
particularités dès le début de la formation pour une meilleure préparation. L’intitulé
« Problème » signale un sujet plus long qui se traite au minimum en 3 ou 4 heures.
Les sujets proposés ont été regroupés selon les chapitres conformes au programme de
première année de classe préparatoire. Ils sont de longueurs et de difficultés très va-
riées. Lorsqu’ils ont été modifiés, nous l’avons indiqué par une astérisque (*). Chaque
sujet est suivi d’une proposition de corrigé, dans laquelle nous avons parfois intégré
des extraits de rapports de jury. Ces rapports sont importants à lire car ils ciblent les
difficultés classiques retrouvées dans les copies de concours. Ils mettent en avant les
éléments fondamentaux à retenir ainsi que les erreurs à éviter.© Dunod, 2026
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Partie 1

Algèbre et Probabilités



1
CHAPITRE

Trigonométrie, ensembles
et calcul algébrique

1. Pour n ⩾ 1, calculer Tn =
n∑

k=1

(
1
k

− 1
n + 1 − k

)
.

2. a. Développer (1 + k + k2)2.

b. Pour n ⩾ 1, calculer Sn =
n∑

k=1

√
1 + 1

k2 + 1
(k + 1)2 .

Exercice 1.1 : Calcul de deux sommes

1. Par linéarité de la somme, on a :

Tn =
n∑

k=1

(
1
k

− 1
n + 1 − k

)
=

n∑
k=1

1
k

−
n∑

k=1

1
n + 1 − k

.

En réalisant le changement d’indice à rebours i = n + 1 − k dans la seconde somme,
on obtient :

Tn =
n∑

k=1

1
k

−
n∑

i=1

1
i

= 0.

2. a. Pour tout entier k ⩾ 1, on a :

(1 + k + k2)2 = 1 + k2 + k4 + 2k + 2k2 + 2k3 = k4 + 2k3 + 3k2 + 2k + 1.

b. On en déduit :

1 + 1
k2 + 1

(k + 1)2 = k2(k + 1)2 + (k + 1)2 + k2

k2(k + 1)2

= k4 + 2k3 + 3k2 + 2k + 1
k2(k + 1)2 = (k2 + k + 1)2

k2(k + 1)2 .
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Comme k2 + k + 1
k(k + 1) ⩾ 0, on obtient :

Sn =
n∑

k=1

k2 + k + 1
k(k + 1) =

n∑
k=1

(
1 + 1

k(k + 1)

)

=
n∑

k=1

(
1 + 1

k
− 1

k + 1

)
= n +

n∑
k=1

(
1
k

− 1
k + 1

)
.

Par télescopage, on en déduit que : Sn = n + 1 − 1
n + 1 = n(n + 2)

n + 1 .

On s’intéresse à des chaînes de caractères constituées uniquement des deux ca-
ractères : parenthèse ouvrante et parenthèse fermante. On dit qu’un mot est bien
parenthésé s’il commence par une parenthèse ouvrante et qu’à toute parenthèse
ouvrante est associée une (unique) parenthèse fermante qui lui est postérieure.
Par exemple le mot

( ) ( ( ) )
est bien parenthésé. En revanche, le mot

( ) ) ( )
n’est pas bien parenthésé. Un mot bien parenthésé est ainsi forcément constitué
d’un nombre pair de caractères ; chaque parenthèse qui s’ouvre doit se refermer.
Pour tout entier n ⩾ 1, on note Cn le nombre de mots bien parenthésés de
longueur 2n. On pose, par commodité, C0 = 1.
1. En énumérant les différents mots bien parenthésés de longueur 2, 4 et 6,
montrer que C1 = 1, C2 = 2 et déterminer C3.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n : Cn ⩽ 22n.
3. Montrer par un raisonnement combinatoire que, pour tout entier k ⩾ 1 :

Ck =
k−1∑
i=0

CiCk−i−1.

Exercice 1.2 : Mots bien parenthésés (Centrale 2021)

1. Le seul mot bien parenthésé de longueur 2 est : ( ). Donc C1 = 1.
Les mots bien parenthésés de longueur 4 sont : ( )( ) et (( )). Donc C2 = 2.
Les mots bien parenthésés de longueur 6 sont : ( )( )( ), ( )(( )),(( ))( ), (( )( )) et ((( ))).
Donc C3 = 5.

2. Le nombre total de mots formés avec seulement des parenthèses ouvrantes ou
fermantes est égal à 22n puisque ces mots comportent 2n caractères dont chacun est
soit une parenthèse ouvrante, soit une parenthèse fermante. Parmi tous ces mots, il y
a ceux bien parenthésés. Donc Cn ⩽ 22n.
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)
.
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n + 1 .

On s’intéresse à des chaînes de caractères constituées uniquement des deux ca-
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ouvrante est associée une (unique) parenthèse fermante qui lui est postérieure.
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( ) ( ( ) )
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( ) ) ( )
n’est pas bien parenthésé. Un mot bien parenthésé est ainsi forcément constitué
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i=0
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Exercice 1.2 : Mots bien parenthésés (Centrale 2021)
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3. Un mot bien parenthésé de longueur 2k peut s’écrire m1(m2) où m1 est un mot
bien parenthésé de longueur 2i avec i variant de 0 à k − 1 et m2 est un mot bien
parenthésé de longueur 2k − 2i − 2 (puisque l’on a déjà deux parenthèses autour de
m2). On a Ci mots bien parenthésés de longueur 2i et Ck−i−1 mots bien parenthésés
de longueur 2k − 2i − 2. Il y a donc Ci × Ck−i−1 mots bien parenthésés de longueur
2k dont la première partie est un mot bien parenthésé de longueur 2i. Puis :

Ck =
k−1∑
i=0

Ci × Ck−i−1.

L’objectif de cet exercice est de déterminer la valeur de Sn =
2n∑

k=n

1
2k

(
k

n

)
.

1. Calculer S0, S1 et S2. Conjecturer la valeur de Sn pour n ∈ N.
2. Montrer que, pour tout n ∈ N :

Sn =
n∑

k=0

1
2n+k

(
k + n

k

)
.

3. Soit n ∈ N. Montrer que :
(

2n + 2
n + 1

)
= 2

(
2n + 1
n + 1

)
.

En déduire que : Sn+1 = 1
2Sn + 1

2Sn+1.
4. Conclure.

Exercice 1.3 : Une somme avec des coefficients binomiaux

1. On a : S0 = 1, S1 = 1
2 + 1

4 × 2 = 1 et S2 = 1
4 + 1

8 × 3 + 1
16 × 6 = 1.

On conjecture que, pour tout n ∈ N : Sn = 1.

2. Soit n ∈ N. Le changement d’indice i = k − n donne :

Sn =
n∑

i=0

1
2i+n

(
i + n

n

)
=

n∑
i=0

1
2i+n

(
i + n

i

)

par la propriété d’invariance des coefficients binomiaux.

L’indice de sommation étant muet, on a bien : Sn =
n∑

k=0

1
2n+k

(
k + n

k

)
.

3. Soit n ∈ N. On a :
(

2n + 2
n + 1

)
= (2n + 2)!

(n + 1)!2 = 2(n + 1)(2n + 1)!
(n + 1)!2 = 2 (2n + 1)!

(n + 1)!n! = 2
(

2n + 1
n + 1

)
.
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La relation de Pascal donne :

Sn+1 =
n+1∑
k=0

1
2n+1+k

(
k + n + 1

k

)

=
n+1∑
k=0

1
2n+1+k

(
k + n

k

)
+

n+1∑
k=0

1
2n+1+k

(
k + n

k − 1

)

=
n+1∑
k=0

1
2n+1+k

(
k + n

k

)
+

n+1∑
k=1

1
2n+1+k

(
k + n

k − 1

)

car le terme de la deuxième somme est nul si k = 0.
Le changement d’indice i = k − 1 dans la seconde somme donne :

Sn+1 = 1
22n+2

(
2n + 1
n + 1

)
+ 1

2Sn +
n∑

i=0

1
2n+2+i

(
i + 1 + n

i

)

= 1
22n+2

(
2n + 1
n + 1

)
+ 1

2Sn + 1
2Sn+1 − 1

22n+3

(
2n + 2
n + 1

)

= 1
2Sn + 1

2Sn+1

en utilisant le résultat établi en début de question.
On en déduit que : Sn+1 = 1

2Sn + 1
2Sn+1.

4. En vertu de la question précédente, pour tout n ∈ N : Sn+1 = Sn.
La suite (Sn) est donc constante. Ainsi, pour tout n ∈ N : Sn = S0 = 1.

Dans cet exercice, p et q désignent deux entiers naturels tels que q ⩾ p.
L’objectif est de démontrer, par trois méthodes, l’inégalité :

q!
p! ⩽

(
q + p + 1

2

)q−p

.

1. Première méthode
a. En utilisant la propriété de concavité de la fonction ln, montrer que :

∀x1, . . . , xn ∈ R∗
+,

(
n∏

i=1
xi

)1/n

⩽
1
n

n∑
i=1

xi.

b. En déduire l’inégalité désirée.
2. Deuxième méthode
a. Montrer que, pour tout réel a ⩾ 0 :

∀x ∈ [0, a], x(a − x) ⩽ a2

4 .

Exercice 1.4 : Une curieuse inégalité
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b. En observant que :
q

i=p+1
i =

q
i=p+1

(q + p + 1 − i), prouver l’inégalité désirée.

3. Troisième méthode
Démontrer l’inégalité par récurrence sur q ∈ N.

1. a. Soient x1, . . . , xn ∈ R∗
+.

Comme la fonction ln est concave sur R∗
+ puisque sa dérivée y est décroissante, par

l’inégalité de Jensen, on a :

ln


1
n

n
i=1

xi


⩾

1
n

n
i=1

ln(xi) = ln





n

i=1
xi

 1
n


 .

Puis, comme exp est croissante, on en déduit que :


n
i=1

xi

1/n

⩽
1
n

n
i=1

xi.

Cette inégalité, nommée inégalité arithmético-géométrique, signifie que la moyenne
géométrique est toujours inférieure à la moyenne arithmétique.
b. Si p = q alors l’inégalité est claire.
Si p < q, prenons : n = q − p, x1 = p + 1, . . . , xq−p = q. L’inégalité arithmético-
géométrique permet d’obtenir :

q−p


(p + 1) × · · · × q ⩽
(p + 1) + · · · + q

q − p
,

c’est-à-dire : 
q!
p!

1/(q−p)
⩽ (q − p) × q + p + 1

2 × 1
q − p

,

soit
q!
p! ⩽


q + p + 1

2

q−p

puisque x → x(q−p) est croissante sur R∗
+.

2. a. Soient a ⩾ 0 et 0 ⩽ x ⩽ a.
On a :

a2

4 − x(a − x) =


x − a

2

2
⩾ 0.

Ainsi, ∀x ∈ [0, a], x(a − x) ⩽ a2

4 .
b. Le changement d’indice à rebours j = q + p + 1 − i permet de légitimer l’égalité :

q
i=p+1

i =
q

i=p+1
(q + p + 1 − i).
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Ainsi, d’après la question précédente :

q!
p! =

q∏
i=p+1

i =

√√√√
q∏

i=p+1
i ×

q∏
i=p+1

i =

√√√√
q∏

i=p+1
i ×

q∏
i=p+1

(q + p + 1 − i)

=

√√√√
q∏

i=p+1
i × (q + p + 1 − i)

⩽

√√√√
q∏

i=p+1

(q + p + 1)2

4 =
(

q + p + 1
2

)q−p

.

3. Pour q ∈ N, on pose Pq : « ∀p ∈ [[0, q]], q!
p! ⩽

(
q + p + 1

2

)q−p

».

Si q = 0, nécessairement, p = 0 et l’inégalité est évidente. Donc P0 est vraie.
Supposons Pq vraie pour un entier naturel q.
On souhaite montrer que Pq+1 est vraie, à savoir que :

∀p ∈ [[0, q + 1]], (q + 1)!
p! ⩽

(
q + p + 2

2

)q+1−p

.

Si p = q + 1, on a : (q + 1)!
p! = 1 et

(
q + p + 2

2

)q+1−p

= 1 puisque q + 1 − p = 0.

Donc l’inégalité est vérifiée.

Si p = q, on a : (q + 1)!
p! = q + 1 et

(
q + p + 2

2

)q+1−p

= q + 1, donc l’inégalité est

également vérifiée.
Supposons p ⩽ q − 1. Alors p + 1 ⩽ q et on peut appliquer l’hypothèse de récurrence,
qui donne :

q!
(p + 1)! ⩽

(
q + p + 2

2

)q−p−1
.

Puis, en multipliant cette inégalité par (q + 1)(p + 1), on obtient :

(q + 1)!
p! ⩽ (q + 1)(p + 1) ×

(
q + p + 2

2

)q−p−1
.

Il reste donc à prouver que : (q + 1)(p + 1) ⩽
(

q + p + 2
2

)2
.

On peut tout développer et, en travaillant par équivalence, aboutir à l’inégalité
(p − q)2 ⩾ 0 qui est toujours vraie.
On peut également utiliser la question 2.a en posant : x = p + 1 et a = p + q + 2.

On a alors : x(a − x) = (p + 1)(q + 1) ⩽ a2

4 =
(

q + p + 2
2

)2
.

D’où : (q + 1)!
p! ⩽

(
q + p + 2

2

)q−p+1
. Pq+1 est vraie. Par récurrence, on a l’inégalité

désirée.
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