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Avant-propos

Que contient ce livre ?
Cet ouvrage est destiné aux étudiant.e.s de classe préparatoire ECG, deuxième
année, option mathématiques approfondies.
Il est séparé en 26 chapitres qui couvrent l’ensemble du programme de deuxième
année, de nombreux rappels de première année ainsi que quelques éléments hors-
programme (indiqués comme tels) dont la maîtrise est importante pour réussir les
concours.
Chaque chapitre contient :

• des résultats théoriques
• des méthodes
• des exercices
• une interro bilan
• un lien vers une vidéo qui contient des corrigés, des explications et des dé-

monstrations. Ces éléments sont repérés dans le texte par le symbole �.

Les exercices
Il y a trois types d’exercices.

• les « Entraînements » sont des exercices d’application directe d’une méthode
ou d’un théorème du cours. Ils apparaissent au fil du chapitre ;

• les « Exemples » sont similaires mais plus complexes ;
• les « Exercices d’approfondissements » permettent d’aller plus loin dans la

maîtrise des méthodes et la réflexion. Ils sont situés dans la dernière section
du chapitre, et triés par difficulté croissante. Le symbole

�

indique un
exercice qui peut être traité rapidement.

Les corrigés
Il y a différents formats de corrigés au sein de chaque chapitre :

• les solutions des « Entraînements » sont regroupées dans une section dédiée,
après l’interro bilan ;

• chaque « Exemple » est associé à un corrigé vidéo ;
• l’interro bilan est accompagnée d’un corrigé vidéo avec barème pour s’auto-

évaluer ;
• les corrigés détaillés des « Exercices d’approfondissements » sont rédigés en

fin de chapitre.
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Chapitre 1. Intégrales impropres

Plan du chapitre
I. Montrer qu’une intégrale impropre converge . . . . . . . . . 11
II. Transformation d’intégrales impropres . . . . . . . . . . . . . 15
III. Suite d’intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
IV. Fonction Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
V. Interro bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
VI. Solutions des entraînements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
VII. Exercices d’approfondissement . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Vidéo du chapitre�

Une intégrale
∫ b

a

f(t) dt est impropre lorsqu’une des bornes est exclue de l’en-

semble de définition de f (ou les deux). Si c’est possible, on définit alors cette
intégrale comme limite d’intégrales sur un segment. Par exemple :

∫ +∞

1

1
t + t2 dt = lim

b→+∞

∫ b

1

1
t + t2 dt

∫ 1

0

1√
t

dt = lim
a→0+

∫ 1

a

1√
t

dt

Si la limite existe et est finie on dit que l’intégrale converge

I. Montrer qu’une intégrale impropre converge

I.1. En la calculant

Méthode 1. Calcul d’intégrale impropre par primitive

On va justifier que l’intégrale A =
∫ +∞

1

1
t2 dt converge et la calculer.

Etape 1 : continuité de l’intégrande

La fonction t −→ 1
t2 est continue sur [1; +∞[. L’intégrale est impropre

en +∞.

Etape 2 : calcul

Sous réserve de convergence :

A = lim
b→+∞

∫ b

1

1
t2 dt = lim

b→+∞

[ −1
t

]t=b

t=1
= lim

b→+∞

(
−1
b

+ 1
)

= 1

ce qui prouve que l’intégrale A converge
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Chapitre 1. Intégrales impropres

Entraînement 1.1. Déterminer si les intégrales suivantes convergent en essayant
de les calculer :

A =
∫ +∞

0
e−2t dt, B =

∫ +∞

1

1
t

dt, C =
∫ 1

0

1√
t

dt, D =
∫ +∞

0
cos(t) dt

Les choses ne sont pas toujours aussi simples. Comment faire lorsqu’on ne connaît
pas de primitive de l’intégrande ? Il faut connaître quelques intégrales de référence
et s’y ramener par comparaison (majoration, équivalence ou négligeabilité).

I.2. Intégrales convergentes de référence

En +∞ : les intégrale de Riemann
∫ +∞

1

1
tα

dt avec α > 1, exemple
∫ +∞

1

1
t2 dt

En +∞ :
∫ +∞

0
e−pt dt avec p > 0, typiquement

∫ +∞

0
e−t dt

En 0 : les intégrale de Riemann
∫ 1

0

1
tα

dt avec α < 1, typiquement
∫ 1

0

1√
t

dt

En −∞ :
∫ −1

−∞

1
|t|α

dt avec α > 1, typiquement
∫ −1

−∞

1
t2 dt

En −∞ :
∫ 0

−∞
ept dt avec p > 0, typiquement

∫ 0

−∞
et dt

En +∞ et −∞ : l’intégrale de Gauss
∫ +∞

−∞
e−t2/2 dt =

√
2π

I.3. Convergence par majoration
Rappel 1.2. Si on a l’inégalité 0 ⩽ f(t) ⩽ g(t) sur l’intervalle d’intégration, et si

l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt converge, alors l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge.
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Méthode 2. Convergence d’intégrale par majoration

On veut par exemple montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

e−t

1 + t
dt converge.

• La fonction t −→ e−t

1 + t
est continue sur [0; +∞[. L’intégrale est im-

propre en +∞.

• Pour tout t ∈ [0; +∞[ on a : 0 ⩽
1

1 + t
⩽ 1 donc 0 ⩽

e−t

1 + t
⩽ e−t

• Et, l’intégrale
∫ +∞

0
e−t dt converge.

Par majoration l’intégrale
∫ +∞

0

e−t

1 + t
dt converge.

Rappel 1.3. Si on a l’inégalité |f(t)| ⩽ g(t) sur l’intervalle d’intégration, et si l’in-

tégrale
∫ b

a

g(t) dt converge, alors l’intégrale
∫ b

a

|f(t)| dt converge. Ceci implique

que l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge, on dit qu’elle converge absolument

Méthode 3. Convergence absolue d’une intégrale

On veut par exemple montrer que l’intégrale
∫ +∞

1

sin(t)
t2 dt converge.

• La fonction t −→ sin(t)
t2 est continue sur [1; +∞[. L’intégrale est

impropre en +∞.

• Pour tout t ∈ [1; +∞[ on a : |sin(t)| ⩽ 1 donc
∣∣∣∣
sin(t)

t2

∣∣∣∣ ⩽
1
t2

• De plus, l’intégrale
∫ +∞

1

1
t2 dt converge.

Par majoration l’intégrale
∫ +∞

1

∣∣∣∣
sin(t)

t2

∣∣∣∣ dt converge. Donc l’intégrale
∫ +∞

1

sin(t)
t2 dt converge absolument donc elle converge.

Entraînement 1.4. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0
cos(t)e−t dt converge.
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Chapitre 1. Intégrales impropres

I.4. Par équivalence ou négligeabilité

Proposition 1.5. On considère une intégrale
∫ b

a

f(t) dt impropre en b et on

suppose que f(t) ∼
t→b

g(t) avec g de signe constant (c’est-à-dire g(t) ⩾ 0 ou bien
g(t) ⩽ 0, mais g ne change pas de signe).

• si l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt converge, l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge.

• si l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt diverge, l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt diverge.

Méthode 4. Convergence d’une intégrale par équivalence

On cherche par exemple à montrer que l’intégrale
∫ 1

0

1√
t + t2

dt converge.

• La fonction t −→ 1√
t + t2

est continue sur ]0; 1]. L’intégrale est im-
propre en 0.

• On a : 1√
t + t2

∼
t→0

1√
t
.

• De plus : 1√
t
⩾ 0

• et l’intégrale
∫ 1

0

1√
t

dt converge (Riemann en 0, α = 1
2 < 1).

Par équivalence, l’intégrale
∫ 1

0

1√
t + t2

dt converge.

Méthode 5. Divergence d’une intégrale par équivalence

On cherche à montrer que l’intégrale
∫ 1

0

1
t2 + t3 dt diverge.

• La fonction t −→ 1
t2 + t3 est continue sur ]0; 1]. L’intégrale est im-

propre en 0.

• On a : 1
t2 + t3 ∼

t→0

1
t2 .

• De plus : 1
t2 ⩾ 0

• et l’intégrale
∫ 1

0

1
t2 dt diverge (Riemann en 0, α = 2 ⩾ 1).

Par équivalence, l’intégrale
∫ 1

0

1
t2 + t3 dt diverge.
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Entraînement 1.6. Etudier la nature des intégrales suivantes.

(1)
∫ +∞

1

1√
t4 + 1

dt (2)
∫ +∞

1

1
t + e−t

dt

Proposition 1.7. On considère une intégrale
∫ b

a

f(t) dt impropre en b et on

suppose que f(t) =
t→b

o
(
g(t)

)
avec g(t) de signe constant. Si l’intégrale

∫ b

a

g(t) dt

converge, alors l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge.

Méthode 6. Convergence d’une intégrale par négligeabilité

Exemple : on cherche à montrer que l’intégrale
∫ +∞

0
t e−2t dt converge.

• La fonction t −→ t e−2t est continue sur [0; +∞[. L’intégrale est
impropre en +∞.

• lim
t→+∞

t e−2t

e−t
= lim

t→+∞
t e−t = 0 (croissances comparées). Donc

t e−2t =
t→+∞

o (e−t).

• De plus : e−t ⩾ 0

• et l’intégrale
∫ +∞

0
e−t dt converge (exponentielle décroissante).

Par négligeabilité, l’intégrale
∫ +∞

0
t e−t dt converge.

Exemple 1.8. Montrer que les intégrales suivantes convergent. � Corrigé

(1)
∫ +∞

1
t4e−t dt (2)

∫ 1

0
ln(t) dt

II. Transformation d’intégrales impropres

II.1. Parité de l’intégrande

Proposition 1.9. On suppose que l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(t) dt converge. Alors :

• si la fonction f est impaire,
∫ +∞

−∞
f(t) dt = 0

• si la fonction f est paire,
∫ +∞

−∞
f(t) dt = 2

∫ +∞

0
f(t) dt
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I.4. Par équivalence ou négligeabilité
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II.2. Intégration par parties

Méthode 7. Intégration par parties

On souhaite calculer
 +∞

0
te−t dt à l’aide d’une intégration par parties.

Etape 1 : on pose u et v

On pose




u(t) = t

v(t) = −e−t
. u et v sont de classe C1 avec




u′(t) = 1

v′(t) = e−t

Etape 2 : IPP sur un segment

L’intégrale est impropre en +∞. Soit b > 0. On a :
 b

0
t

u(t)

× e−t
v′(t)

dt =


t
u(t)

× (−e−t)  
v(t)

t=b

t=0
−

 b

0
1

u′(t)

× (−e−t)  
v(t)

dt

= −be−b − 0 +
 b

0
e−t dt

= −be−b +


− e−t
t=b

t=0
= −be−b − e−b + 1

Etape 3 : on passe à la limite

 +∞

0
te−t dt = lim

b→+∞


−be−b

  
→0 (c.comp.)

− e−b
→0

+1


= 1

Remarque. Ce calcul prouve que l’intégrale
 +∞

0
te−t dt converge.

Exemple 1.10. Calculer l’intégrale A =
 1

0
ln(t) dt.

� Corrigé
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II.3. Changement de variable

Méthode 8. Changement de variable

On cherche à transformer l’intégrale
∫ +∞

−∞

1
e−2t + e2t

dt par le chan-

gement de variable u = e2t.

Etape 1 : justification du changement de variable

La fonction t −→ e2t est strictement croissante et de classe C1 sur
] − ∞; +∞[ : le changement de variable u = e2t est licite

Etape 2 : on dérive le changement de variable

u = e2t donc du = (e2t)′ dt = 2e2t dt = 2u dt. D’où :

1
e−2t + e2t

dt = 1
1
u + u

1
2u

du = 1
2(1 + u2) du

Etape 3 : changement de bornes et conclusion

t −∞ +∞

u = et 0 +∞
D’où :

∫ +∞

−∞

1
e−2t + e2t

dt =
∫ +∞

0

1
2(1 + u2) du

Remarque. Pour un changement de variable affine on saute l’étape 1.

Exemple 1.11. Transformer les intégrales suivantes au moyen du changement de
variable indiqué.

A =
∫ +∞

4

e−t

√
t

dt (u =
√

t) B =
∫ +∞

0

1
t2 + 9 dt (u = t/3)

� Corrigé

Remarque 1.12. Parfois, le changement de variable est indiqué en sens inverse

(t en fonction de u). Par exemple : transformer l’intégrale I =
∫ 1

0

1√
1 − t2

dt

au moyen du changement de variable t = sin(u).
� Corrigé

III. Suite d’intégrales

Dans cette section, pour tout n ∈ N on note In =
∫ 1

0

tn

1 + t
dt.
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Méthode 9. Monotonie d’une suite d’intégrales

On veut montrer que la suite (In)n∈N est décroissante.

Etape 1 : expression de In+1 − In pour tout n ∈ N

In+1 − In =
∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt −

∫ 1

0

tn

1 + t
dt

=
∫ 1

0

(
tn+1

1 + t
− tn

1 + t

)
dt (linéarité de l’intégrale)

=
∫ 1

0

tn(t − 1)
1 + t

dt

Etape 2 : croissance de l’intégrale

Pour tout t ∈ [0; 1] on a : t−1 ⩽ 0 donc tn(t − 1)
1 + t

⩽ 0. Par croissance
de l’intégrale (licite : les bornes sont dans le bon sens 0 ⩽ 1) :

In+1 − In =
∫ 1

0

tn(t − 1)
1 + t

dt ⩽ 0

Bilan : In+1 ⩽ In donc la suite (In) est décroissante.

Méthode 10. Limite d’une suite d’intégrales

On veut maintenant montrer que lim
n→+∞

In = 0.

Etape 1 : encadrement de l’intégrande

Pour tout t ∈ [0; 1] : 0 ⩽
1

1 + t
⩽ 1 donc 0 ⩽

tn

1 + t
⩽ tn

Etape 2 : croissance de l’intégrale

Par croissance de l’intégrale : 0 ⩽
∫ 1

0

tn

1 + t
dt ⩽

∫ 1

0
tn dt.

Or :
∫ 1

0
tn dt =

[ tn+1

n + 1

]t=1

t=0
= 1

n + 1.

Etape 3 : limite par encadrement

On a 0 ⩽ In ⩽
1

n + 1 et lim
n→+∞

1
n + 1 = 0. Par encadrement :

lim
n→+∞

In = 0
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IV. Fonction Gamma
Les démonstrations de cette section sont à savoir faire.

Définition 1.13. Pour tout x ∈]0; +∞[, l’intégrale
∫ +∞

0
tx−1e−t dt converge.

� Démonstration
On note Γ la fonction définie sur ]0; +∞[ par :

∀x ∈]0; +∞[, Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−t dt

Proposition 1.14. Pour tout x ∈]0; +∞[ on a : Γ(x) > 0.

Proposition 1.15. Pour tout réel x > 1 on a : Γ(x) = (x − 1) Γ(x − 1)

On en déduit que pour tout n ∈ N : Γ(n + 1) = n!

� Démonstration

Exemple 1.16. Prouver en un minimum de calculs que les intégrales suivantes
convergent et, si possible, donner leur valeur :

A =
∫ +∞

0
t3e−t dt, B =

∫ +∞

0
t e−2t dt

� Corrigé

Remarque 1.17. Voici comment afficher le graphe de la fonction Γ avec Python :

import numpy as np
import scipy.special as sp
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(0.05,5,200)
plt.plot(x,sp.gamma(x))
plt.show()

� Quelques explications
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V. Interro bilan

1. On considère l’intégrale A =
∫ +∞

1

t

(2 + t)3 dt.

a) Montrer que cette intégrale converge.
b) Calculer A à l’aide du changement de variable u = 2 + t.

2. On considère l’intégrale B =
∫ +∞

1

ln(t)
t3 dt

a) Montrer que cette intégrale converge.
b) Calculer B à l’aide d’une intégration par parties.

3. Pour tout n ∈ N, on note In =
∫ +∞

0

e−nt

1 + t2 dt.

a) Justifier que pour tout n ∈ N, l’intégrale In converge.
b) Calculer I0.
c) Montrer que la suite (In)n∈N est décroissante.

d) Montrer que pour tout n ∈ N∗, 0 ⩽ In ⩽
1
n

. En déduire que :

lim
n→+∞

In = 0

� Corrigé et barème

VI. Solutions des entraînements

Entraînement 1.1. A = 1
2, B diverge (+∞), C = 2, D diverge (pas de limite).

Entraînement 1.4. |cos(t)e−t| ⩽ e−t et
∫ +∞

0
e−t dt converge.

Entraînement 1.6. Rédaction comme dans la méthode à partir des équivalents
suivants :

(1) 1√
t4 + 1

∼
t→+∞

1√
t4

= 1
t2 . Donc l’intégrale

∫ +∞

1

1√
t4 + 1

dt converge.

(2) 1
t + e−t

∼
t→+∞

1
t
. Donc l’intégrale

∫ +∞

1

1
t + e−t

dt diverge.

Remarque. Pour (1) on peut aussi raisonner par majoration à partir de
l’encadrement : 0 ⩽

1√
t4 + 1

⩽
1
t2 .
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VII. Exercices d’approfondissement

VII.1. Enoncés
Exercice 1.1.

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt converge.

2. Calculer cette intégrale au moyen du changement de variable u =
√

t.

Exercice 1.2.
�

1. Montrer que l’intégrale I =
∫ +∞

−∞

t

1 + t4 dt converge.

2. Donner sans calcul la valeur de I.

Exercice 1.3.
�

Montrer que pour tout n ∈ N, l’intégrale

In =
∫ +∞

0

e−nx

1 + x2 dx

converge et que : lim
n→+∞

In = 0.

Exercice 1.4.
�

Soit x > −1. Montrer que pour tout n ∈ N∗, l’intégrale

∫ +∞

0
txe−nt dt

converge et que :
∫ +∞

0
txe−nt dt = 1

nx+1 Γ(x + 1).

Exercice 1.5.

1. Montrer que pour tout x > 0, l’intégrale I(x) =
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt converge.

2. Montrer que la fonction I est décroissante sur ]0; +∞[.

3. Montrer que pour tout x > 0 : 0 ⩽ I(x) ⩽ 1
2x

. En déduire lim
x→+∞

I(x).

4. Montrer que pour tout x > 0 : I(x) ⩾
∫ 1/2

0

e−1

x + t
dt. En déduire lim

x→0+
I(x).

Exercice 1.6. On considère un réel c > 0.

1. Montrer que l’intégrale suivante converge :
∫ +∞

−∞
et e−cet

et dt.

2. Au moyen du changement de variable u = et, montrer que :
∫ +∞

−∞
et e−cet

et dt = 1
c2
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b) Calculer B à l’aide d’une intégration par parties.

3. Pour tout n ∈ N, on note In =
∫ +∞

0

e−nt

1 + t2 dt.

a) Justifier que pour tout n ∈ N, l’intégrale In converge.
b) Calculer I0.
c) Montrer que la suite (In)n∈N est décroissante.

d) Montrer que pour tout n ∈ N∗, 0 ⩽ In ⩽
1
n

. En déduire que :

lim
n→+∞

In = 0

� Corrigé et barème

VI. Solutions des entraînements

Entraînement 1.1. A = 1
2, B diverge (+∞), C = 2, D diverge (pas de limite).

Entraînement 1.4. |cos(t)e−t| ⩽ e−t et
∫ +∞

0
e−t dt converge.

Entraînement 1.6. Rédaction comme dans la méthode à partir des équivalents
suivants :

(1) 1√
t4 + 1

∼
t→+∞

1√
t4

= 1
t2 . Donc l’intégrale

∫ +∞

1

1√
t4 + 1

dt converge.

(2) 1
t + e−t

∼
t→+∞

1
t
. Donc l’intégrale

∫ +∞

1

1
t + e−t

dt diverge.

Remarque. Pour (1) on peut aussi raisonner par majoration à partir de
l’encadrement : 0 ⩽

1√
t4 + 1

⩽
1
t2 .
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VII. Exercices d’approfondissement

VII.1. Enoncés
Exercice 1.1.

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt converge.

2. Calculer cette intégrale au moyen du changement de variable u =
√

t.

Exercice 1.2.
�

1. Montrer que l’intégrale I =
∫ +∞

−∞

t

1 + t4 dt converge.

2. Donner sans calcul la valeur de I.

Exercice 1.3.
�

Montrer que pour tout n ∈ N, l’intégrale

In =
∫ +∞

0

e−nx

1 + x2 dx

converge et que : lim
n→+∞

In = 0.

Exercice 1.4.
�

Soit x > −1. Montrer que pour tout n ∈ N∗, l’intégrale

∫ +∞

0
txe−nt dt

converge et que :
∫ +∞

0
txe−nt dt = 1

nx+1 Γ(x + 1).

Exercice 1.5.

1. Montrer que pour tout x > 0, l’intégrale I(x) =
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt converge.

2. Montrer que la fonction I est décroissante sur ]0; +∞[.

3. Montrer que pour tout x > 0 : 0 ⩽ I(x) ⩽ 1
2x

. En déduire lim
x→+∞

I(x).

4. Montrer que pour tout x > 0 : I(x) ⩾
∫ 1/2

0

e−1

x + t
dt. En déduire lim

x→0+
I(x).

Exercice 1.6. On considère un réel c > 0.

1. Montrer que l’intégrale suivante converge :
∫ +∞

−∞
et e−cet

et dt.

2. Au moyen du changement de variable u = et, montrer que :
∫ +∞

−∞
et e−cet

et dt = 1
c2
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Exercice 1.7.

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt converge.

2. A l’aide d’une intégration par parties montrer que :

∫ +∞

0

te−t

1 + e−t
dt = 1

4

∫ +∞

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt

VII.2. Corrigés

Exercice 1.1.

1. La fonction t −→ 1√
t(1 + t)

est continue sur ]0; +∞[ en tant qu’inverse d’une

fonction continue qui ne s’annule pas. L’intégrale est impropre en 0 et en +∞.
En 0 :

1√
t(1 + t)

∼
t→0

1√
t

Or : 1√
t
⩾ 0 et l’intégrale

∫ 1

0

1√
t

dt converge (Riemann en 0, exposant 1
2 < 1).

Par équivalence l’intégrale
∫ 1

0

1√
t(1 + t)

dx converge

En +∞ :
1√

t(1 + t)
∼

t→+∞

1
t
√

t
= 1

t3/2

Or : 1
t3/2 ⩾ 0 et l’intégrale

∫ +∞

1

1
t3/2 dx converge (Riemann en +∞, exposant

3
2 > 1). Donc l’intégrale

∫ +∞

1

1√
t(1 + t)

dt converge

Bilan : l’intégrale
∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt converge

2. La fonction t −→
√

t est strictement croissante et de classe C1 sur ]0; +∞[. Le
changement de variable u =

√
t est licite.

On a du = (
√

t)′ dt = 1
2
√

t
dt. Donc :

1√
t(1 + t)

dt = 2
1 + t

1
2
√

t
dt = 2

1 + u2 du
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Pour les bornes :
t 0 +∞

u =
√

t 0 +∞
D’où :

∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt =
∫ +∞

0

2
1 + u2 du

= lim
b→+∞

[
2 arctan(u)

]u=b

u=0

= lim
b→+∞

(2 arctan(b) − 2 arctan(0)) = 2 × π

2 = π

Exercice 1.2.
�

1. La fonction t −→ t

1 + t4 est continue sur ] − ∞; +∞[ en tant que quotient
de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale I est
impropre en −∞ en en +∞.

• En +∞ :
t

1 + t4 ∼
t→+∞

t

t4 = 1
t3

De plus 1
t3 ⩾ 0 et l’intégrale

∫ +∞

1

1
t3 dt converge (Riemann en +∞). Par

équivalence, l’intégrale
∫ +∞

1

t

1 + t4 dt converge.

• En −∞, de même :
t

1 + t4 ∼
t→−∞

1
t3

De plus 1
t3 ⩽ 0 et l’intégrale

∫ −1

−∞

1
t3 dt converge (Riemann en −∞). Par

équivalence, l’intégrale
∫ 1

−∞

t

1 + t4 dt converge.

• Sur [−1; 1] : l’intégrale
∫ 1

−1

t

1 + t4 dt est bien définie (intégrale d’une fonc-

tion continue sur un segment).

Bilan : l’intégrale I =
∫ +∞

−∞

t

1 + t4 dt converge.

2. L’intégrale converge et l’intégrande est impaire. En effet, pour tout t ∈ R :

(−t)
1 + (−t)4 = −t

1 + t4

Donc I =
∫ +∞

−∞

t

1 + t4 dt = 0
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Exercice 1.7.

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt converge.

2. A l’aide d’une intégration par parties montrer que :

∫ +∞

0

te−t

1 + e−t
dt = 1

4

∫ +∞

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt

VII.2. Corrigés

Exercice 1.1.

1. La fonction t −→ 1√
t(1 + t)

est continue sur ]0; +∞[ en tant qu’inverse d’une

fonction continue qui ne s’annule pas. L’intégrale est impropre en 0 et en +∞.
En 0 :

1√
t(1 + t)

∼
t→0

1√
t

Or : 1√
t
⩾ 0 et l’intégrale

∫ 1

0

1√
t

dt converge (Riemann en 0, exposant 1
2 < 1).

Par équivalence l’intégrale
∫ 1

0

1√
t(1 + t)

dx converge

En +∞ :
1√

t(1 + t)
∼

t→+∞

1
t
√

t
= 1

t3/2

Or : 1
t3/2 ⩾ 0 et l’intégrale

∫ +∞

1

1
t3/2 dx converge (Riemann en +∞, exposant

3
2 > 1). Donc l’intégrale

∫ +∞

1

1√
t(1 + t)

dt converge

Bilan : l’intégrale
∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt converge

2. La fonction t −→
√

t est strictement croissante et de classe C1 sur ]0; +∞[. Le
changement de variable u =

√
t est licite.

On a du = (
√

t)′ dt = 1
2
√

t
dt. Donc :

1√
t(1 + t)

dt = 2
1 + t

1
2
√

t
dt = 2

1 + u2 du
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Pour les bornes :
t 0 +∞

u =
√

t 0 +∞
D’où :

∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt =
∫ +∞

0

2
1 + u2 du

= lim
b→+∞

[
2 arctan(u)

]u=b

u=0

= lim
b→+∞

(2 arctan(b) − 2 arctan(0)) = 2 × π

2 = π

Exercice 1.2.
�

1. La fonction t −→ t

1 + t4 est continue sur ] − ∞; +∞[ en tant que quotient
de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale I est
impropre en −∞ en en +∞.

• En +∞ :
t

1 + t4 ∼
t→+∞

t

t4 = 1
t3

De plus 1
t3 ⩾ 0 et l’intégrale

∫ +∞

1

1
t3 dt converge (Riemann en +∞). Par

équivalence, l’intégrale
∫ +∞

1

t

1 + t4 dt converge.

• En −∞, de même :
t

1 + t4 ∼
t→−∞

1
t3

De plus 1
t3 ⩽ 0 et l’intégrale

∫ −1

−∞

1
t3 dt converge (Riemann en −∞). Par

équivalence, l’intégrale
∫ 1

−∞

t

1 + t4 dt converge.

• Sur [−1; 1] : l’intégrale
∫ 1

−1

t

1 + t4 dt est bien définie (intégrale d’une fonc-

tion continue sur un segment).

Bilan : l’intégrale I =
∫ +∞

−∞

t

1 + t4 dt converge.

2. L’intégrale converge et l’intégrande est impaire. En effet, pour tout t ∈ R :

(−t)
1 + (−t)4 = −t

1 + t4

Donc I =
∫ +∞

−∞

t

1 + t4 dt = 0
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Exercice 1.3.
�

Pour n = 0 : I0 =
∫ +∞

0

1
1 + x2 dx converge (intégrale de

référence).

On considère maintenant n ∈ N∗. La fonction x −→ e−nx

1 + x2 est continue sur
[0; +∞[ en tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’an-
nule pas. L’intégrale In est impropre en +∞. Pour tout x ∈ [0; +∞[ on a :

0 ⩽
1

1 + x2 ⩽ 1 donc 0 ⩽
e−nx

1 + x2 ⩽ e−nx (∗)

Or, l’intégrale
∫ +∞

0
e−nx dx converge (car n > 0). Par majoration, l’intégrale In

converge
Montrons maintenant que : lim

n→+∞
In = 0. On réutilise l’inégalité (∗). Par crois-

sance de l’intégrale (les bornes sont dans le bon sens et les intégrales convergent) :

0 ⩽
∫ +∞

0

e−nx

1 + x2 dt ⩽
∫ +∞

0
e−nx dx = lim

b→+∞

[ −e−nx

n

]x=b

x=0
= 1

n

On a donc obtenu l’encadrement : 0 ⩽ In ⩽
1
n

avec lim
n→+∞

1
n

= 0.

Par théorème d’encadrement : lim
n→+∞

In = 0

Exercice 1.4.
�

Soit n ∈ N∗. On fait le changement de variable affine u = nt.
Donc : du = (nt)′ dt = n dt. D’où :

txe−nt dt =
(u

n

)x

e−u 1
n

du = 1
nx+1 uxe−u du

Pour les bornes, comme n > 0 :
t 0 +∞

u = nt 0 +∞
Donc :

∫ +∞

0
txe−nt dt =

∫ +∞

0

1
nx+1 uxe−u du

linéarité= 1
nx+1

∫ +∞

0
uxe−u du = 1

nx+1 Γ(x + 1)

Or : x > −1 donc a : x + 1 > 0. D’après le cours, on sait que l’intégrale Γ(x + 1)

converge. Ceci prouve que l’intégrale
∫ +∞

0
txe−nt dt converge

Exercice 1.5.

1. Soit x > 0. La fonction t −→ e−2t

x + t
est continue sur [0; +∞[ en tant que quotient

de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale est
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impropre en +∞. Pour tout t ∈ [0; +∞[ on a :

0 ⩽
1

x + t
⩽

1
x

donc 0 ⩽
e−2t

x + t
⩽

e−2t

x
(e−2t est positif)

Or, l’intégrale
∫ +∞

0

e−2t

x
dt converge (exponentielle décroissante). Par majo-

ration, l’intégrale
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt converge On la note I(x).

2. Soient x et y dans ]0; +∞[ tels que x ⩽ y. Il s’agit de montrer que : I(y) ⩽ I(x).
Pour tout t ∈ [0; +∞[, on a :

x ⩽ y donc x + t ⩽ y + t

donc 1
y + t

⩽
1

x + t
(tous les termes sont > 0)

donc e−2t

y + t
⩽

e−2t

x + t

Par croissance de l’intégrale (les bornes sont dans le bon sens, les intégrales
convergent) on obtient :

∫ +∞

0

e−2t

y + t
dt ⩽

∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt

donc I(y) ⩽ I(x). Bilan : la fonction I est décroissante sur ]0; +∞[.
3. Soit x > 0. On reprend l’inégalité

0 ⩽
e−2t

x + t
⩽

e−2t

x

établie à la question 1. Par croissance de l’intégrale :

0 ⩽
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt ⩽

∫ +∞

0

e−2t

x
dt = lim

b→+∞

[ −e−2t

2x

]t=b

t=0
== 1

2x

Bilan :

0 ⩽ I(x) ⩽ 1
2x

Enfin, lim
x→+∞

1
2x

= 0 donc par encadrement : lim
x→+∞

I(x) = 0

4. Soit x > 0. Par relation de Chasles on a :

I(x) =
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt =

∫ 1/2

0

e−2t

x + t
dt +

∫ +∞

1/2

e−2t

x + t
dt

Or, pour tout t ∈
[

1
2 ; +∞

[
on a : e−2t

x + t
⩾ 0 donc par croissance de l’intégrale :

∫ +∞

1/2

e−t

x + t
dt ⩾ 0 et donc I(x) ⩾

∫ 1/2

0

e−2t

x + t
dt (1)
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Exercice 1.3.
�

Pour n = 0 : I0 =
∫ +∞

0

1
1 + x2 dx converge (intégrale de

référence).

On considère maintenant n ∈ N∗. La fonction x −→ e−nx

1 + x2 est continue sur
[0; +∞[ en tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’an-
nule pas. L’intégrale In est impropre en +∞. Pour tout x ∈ [0; +∞[ on a :

0 ⩽
1

1 + x2 ⩽ 1 donc 0 ⩽
e−nx

1 + x2 ⩽ e−nx (∗)

Or, l’intégrale
∫ +∞

0
e−nx dx converge (car n > 0). Par majoration, l’intégrale In

converge
Montrons maintenant que : lim

n→+∞
In = 0. On réutilise l’inégalité (∗). Par crois-

sance de l’intégrale (les bornes sont dans le bon sens et les intégrales convergent) :

0 ⩽
∫ +∞

0

e−nx

1 + x2 dt ⩽
∫ +∞

0
e−nx dx = lim

b→+∞

[ −e−nx

n

]x=b

x=0
= 1

n

On a donc obtenu l’encadrement : 0 ⩽ In ⩽
1
n

avec lim
n→+∞

1
n

= 0.

Par théorème d’encadrement : lim
n→+∞

In = 0

Exercice 1.4.
�

Soit n ∈ N∗. On fait le changement de variable affine u = nt.
Donc : du = (nt)′ dt = n dt. D’où :

txe−nt dt =
(u

n

)x

e−u 1
n

du = 1
nx+1 uxe−u du

Pour les bornes, comme n > 0 :
t 0 +∞

u = nt 0 +∞
Donc :

∫ +∞

0
txe−nt dt =

∫ +∞

0

1
nx+1 uxe−u du

linéarité= 1
nx+1

∫ +∞

0
uxe−u du = 1

nx+1 Γ(x + 1)

Or : x > −1 donc a : x + 1 > 0. D’après le cours, on sait que l’intégrale Γ(x + 1)

converge. Ceci prouve que l’intégrale
∫ +∞

0
txe−nt dt converge

Exercice 1.5.

1. Soit x > 0. La fonction t −→ e−2t

x + t
est continue sur [0; +∞[ en tant que quotient

de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale est
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impropre en +∞. Pour tout t ∈ [0; +∞[ on a :

0 ⩽
1

x + t
⩽

1
x

donc 0 ⩽
e−2t

x + t
⩽

e−2t

x
(e−2t est positif)

Or, l’intégrale
∫ +∞

0

e−2t

x
dt converge (exponentielle décroissante). Par majo-

ration, l’intégrale
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt converge On la note I(x).

2. Soient x et y dans ]0; +∞[ tels que x ⩽ y. Il s’agit de montrer que : I(y) ⩽ I(x).
Pour tout t ∈ [0; +∞[, on a :

x ⩽ y donc x + t ⩽ y + t

donc 1
y + t

⩽
1

x + t
(tous les termes sont > 0)

donc e−2t

y + t
⩽

e−2t

x + t

Par croissance de l’intégrale (les bornes sont dans le bon sens, les intégrales
convergent) on obtient :

∫ +∞

0

e−2t

y + t
dt ⩽

∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt

donc I(y) ⩽ I(x). Bilan : la fonction I est décroissante sur ]0; +∞[.
3. Soit x > 0. On reprend l’inégalité

0 ⩽
e−2t

x + t
⩽

e−2t

x

établie à la question 1. Par croissance de l’intégrale :

0 ⩽
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt ⩽

∫ +∞

0

e−2t

x
dt = lim

b→+∞

[ −e−2t

2x

]t=b

t=0
== 1

2x

Bilan :

0 ⩽ I(x) ⩽ 1
2x

Enfin, lim
x→+∞

1
2x

= 0 donc par encadrement : lim
x→+∞

I(x) = 0

4. Soit x > 0. Par relation de Chasles on a :

I(x) =
∫ +∞

0

e−2t

x + t
dt =

∫ 1/2

0

e−2t

x + t
dt +

∫ +∞

1/2

e−2t

x + t
dt

Or, pour tout t ∈
[

1
2 ; +∞

[
on a : e−2t

x + t
⩾ 0 donc par croissance de l’intégrale :

∫ +∞

1/2

e−t

x + t
dt ⩾ 0 et donc I(x) ⩾

∫ 1/2

0

e−2t

x + t
dt (1)
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De plus, pour tout t ∈
[
0; 1

2

]
on a e−2t ⩾ e−1 donc e−2t

x + t
⩾

e−1

x + t
. Donc :

∫ 1/2

0

e−2t

x + t
dt ⩾

∫ 1/2

0

e−1

x + t
dt (2)

Avec les inégalités (1) et (2) on obtient : I(x) ⩾
∫ 1/2

0

e−1

x + t
dt

Par ailleurs, on peut calculer par primitive :
∫ 1/2

0

e−1

x + t
dt =

[
e−1 ln(x + t)

]t=1/2

t=0
= e−1 ln

(
x + 1

2

)
− e−1 ln(x)

On a donc établi l’inégalité : I(x) ⩾ e−1 ln
(

x + 1
2

)
− e−1 ln(x).

De plus : lim
x→0+

e−1 ln
(

x + 1
2

)

︸ ︷︷ ︸
tend vers e−1 ln(1/2)

− e−1 ln(x)︸ ︷︷ ︸
tend vers −∞

= +∞

Par minoration : lim
x→0+

I(x) = +∞

Exercice 1.6.
1. La fonction t −→ ete−cetet est continue sur ] − ∞; +∞[ (produit de fonctions

continues). L’intégrale est impropre en +∞ et −∞. En +∞ :

et e−cet et

e−t
=

(
et

)3 e−cet

On a lim
t→+∞

et = +∞ et lim
X→+∞

X3e−cX = 0 (croissances comparées) donc par
composition de limites :

lim
t→+∞

(
et

)3 e−cet

= 0

donc :
• et e−cet et =

t→+∞
o(e−t)

• De plus e−t ⩾ 0

• et l’intégrale
∫ +∞

0
e−t dt converge (exponentielle décroissante).

Par négligeabilité, l’intégrale
∫ +∞

0
et e−cet

et dt converge

En −∞ on utilise aussi une comparaison, par équivalent :

et e−cet

︸ ︷︷ ︸
→1

et ∼
−∞

et et = e2t

On en déduit que
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l’intégrale
∫ 0

−∞
et e−cet

et dt converge

Finalement, l’intégrale
∫ +∞

−∞
et e−cet

et dt converge

2. La fonction t −→ et est strictement croissante sur ] − ∞; +∞[ et de classe C1.
Le changement de variable u = et est licite. On a :

du = (et)′ dt = et dt

Donc :
et e−cet

et = ue−cu du

Pour les bornes :
t −∞ +∞

u = et 0 +∞
D’où :

∫ +∞

−∞
et e−cet

et dt =
∫ +∞

0
u e−cu du

On fait maintenant le changement de variable v = cu et on obtient :
∫ +∞

0
u e−cu du = 1

c2

∫ +∞

0
ve−v dv = 1

c2 Γ(2)︸︷︷︸
=1!=1

= 1
c2

Exercice 1.7.

1. La fonction t −→ t2e−t

(1 + e−t)2 est continue sur ] − ∞; +∞[ en tant que quotient

de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale est
impropre en +∞ et −∞. En +∞ :

t2e−t

(1 + e−t)2 ∼
t→+∞

t2e−t

Or, t2e−t ⩾ 0 et l’intégrale
∫ +∞

0
t2e−t dt converge (on reconnaît l’intégrale

Γ(3), avec 3 > 0). Par équivalence l’intégrale
∫ +∞

0

t2e−t

(1 + e−t)2 dt converge

En −∞ :
t2e−t

(1 + e−t)2 ∼
t→−∞

t2e−t

(e−t)2 = t2et

et de manière analogue : l’intégrale
∫ 0

−∞
t2et dt converge (un changement de

variable u = −t ramène à Γ(3)), donc l’intégrale
∫ 0

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt converge
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2
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⩾
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2
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2
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Bilan : l’intégrale
 +∞

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt converge

2. Commençons par vérifier que la fonction f : t −→ t2e−t

(1 + e−t)2 est paire. Pour

tout t ∈ R on a :

f(−t) = (−t)2et

(1 + et)2 = t2et

(et)2 × (1 + e−t)2 = t2e−t

(1 + e−t)2 = f(t)

La fonction f est donc paire. On a alors un premier résultat :
 +∞

−∞

t2e−t

(1 + e−t)2 dt = 2
 +∞

0

t2e−t

(1 + e−t)2 dt

Il s’agit donc de prouver que :
 +∞

0

te−t

1 + e−t
dt = 1

2

 +∞

0

t2e−t

(1 + e−t)2 dt

ce qui revient à montrer que :
 +∞

0
2t

e−t

1 + e−t
dt =

 +∞

0
t2 e−t

(1 + e−t)2 dt (1)

On va établir cette égalité en transformant l’intégrale de gauche par parties.

On pose




u(t) = t2

v(t) = e−t

1 + e−t

. Les fonctions u et v sontde classe C1 avec u′(t) = 2t

et
v′(t) = (−e−t)(1 + e−t) − e−t(−e−t)

(1 + e−t)2 = −e−t

(1 + e−t)2

Soit b > 0. On a :
 b

0
2t

u′(t)

e−t

1 + e−t  
v(t)

dt =


t2 e−t

1 + e−t

t=b

t=0
−

 b

0
t2

u(t)

−e−t

(1 + e−t)2
  

v(t)

dt

= b2 e−b

1 + e−b
− 0 +

 b

0
t2 e−t

(1 + e−t)2 dt

En faisant tendre b vers +∞ on a par croissances comparées :

lim
b→+∞

b2 e−b

1 + e−b
= lim

b→+∞

b2e−b

1 + e−b
= 0

1 = 0

et donc :  +∞

0
2t

e−t

1 + e−t
dt =

 +∞

0
t2 e−t

(1 + e−t)2 dt

Ceci établit l’égalité (1) et achève la démonstration.
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Vidéo du chapitre�
Dans tout le chapitre, on considère une suite (un)n∈N.

I. Rappels fondamentaux

I.1. Série convergente, somme d’une série

Le nombre
+∞∑
k=0

uk est défini, sous réserve d’existence de cette limite, par :

+∞∑
k=0

uk = lim
n→+∞

(
n∑

k=0
uk

)

Si cette limite existe et est finie on dit que la série
∑

uk converge

Pour tout n ∈ N, le nombre Sn =
n∑

k=0
uk est la n−ième somme partielle de la

série. Dire que la série
∑

uk converge signifie que la suite (Sn)n∈N converge.

I.2. Séries convergentes de référence

Série géométrique
∑

xk avec −1 < x < 1.

+∞∑
k=...

xk = 1er terme
1 − x

exemple
+∞∑
k=1

1
3k

=
1
3

1 − 1
3

Série géométrique dérivée
∑

kxk−1 avec −1 < x < 1.

+∞∑
k=1

kxk−1 = 1
(1 − x)2 exemple

+∞∑
k=1

k

2k−1 = 1(
1 − 1

2
)2
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Série géométrique dérivée deux fois
∑

k(k − 1)xk−2 avec −1 < x < 1.

+∞∑
k=2

k(k − 1)xk−1 = 2
(1 − x)3 exemple

+∞∑
k=2

k(k − 1)
4k−2 = 2(

1 − 1
4
)3

Série exponentielle
∑ xk

k! , converge sans condition sur x.

+∞∑
k=0

xk

k! = ex exemple
+∞∑
k=0

(−1)k

k! = e−1

Série de Riemann
∑ 1

kα
. Converge si et seulement si α > 1. Exemple :

∑ 1
k2

converge,
∑ 1

k
diverge.

Entraînement 2.1. Donner la valeur des sommes suivantes (si les séries convergent) :

(1)
+∞∑
k=1

k

3k−1 (2)
+∞∑
k=0

1
k! (3)

+∞∑
k=2

1
6k

I.3. Linéarité de la somme sur les séries convergentes

Proposition 2.2. Si la série
∑

uk converge, alors pour tout réel λ la série
∑

λuk

converge et de plus :
+∞∑
k=0

λuk = λ

+∞∑
k=0

uk

Exemple 2.3. Calculer les sommes suivantes (si les séries convergent).

(1)
+∞∑
k=0

2k+1

k! (2)
+∞∑
k=0

1
32k+1 (3)

+∞∑
k=2

k(k − 1)
2k

� Corrigé

Proposition 2.4. Si les séries
∑

uk et
∑

vk convergent, alors la série
∑

(uk +
vk) converge et de plus :

+∞∑
k=0

(uk + vk) =
(+∞∑

k=0
uk

)
+

(+∞∑
k=0

vk

)

Si l’une des deux séries converge et l’autre diverge, alors la série
∑

(uk + vk)
diverge.
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II. Etude de la nature d’une série

II.1. Divergence grossière

Proposition 2.5. Si la série
∑

uk converge, alors lim
n→+∞

un = 0. On utilise
surtout la contraposée de ce résultat :

lim
n→+∞

un ̸= 0 =⇒
∑

uk diverge

Entraînement 2.6. Justifier que les séries suivantes divergent.

(1)
∑

e1/k (2)
∑

ln(k) (3)
∑ 3k√

k2 + 1

II.2. Cas d’une série à termes positifs

Proposition 2.7. On considère une série
∑

uk à termes positifs et (Sn) la suite
des sommes partielles associée. Pour tout n ∈ N on a :

Sn+1 − Sn =
n+1∑
k=0

uk −
n∑

k=0
uk = un+1 ⩾ 0 donc Sn+1 ⩾ Sn

Pour une série est à termes positifs , la suite des sommes partielles est croissante

Méthode 11. Convergence d’une série : convergence monotone

On suppose que la série
∑

uk est à termes positifs et on suppose que pour
tout n ∈ N :

n∑
k=0

uk ⩽ 2 (∗)

On va montrer que la série
∑

uk converge.

Pour tout n ∈ N, on note Sn =
n∑

k=0
uk. Comme la série est à termes positifs,

la suite (Sn) est croissante De plus, elle est majorée (par 2, d’après (*)).
D’après le théorème de convergence monotone la suite des sommes partielles
(Sn) converge. Autrement dit, la série

∑
uk converge.

Entraînement 2.8. On reprend l’exemple précédent mais on remplace l’hypo-
thèse (∗) par :

∀n ∈ N∗,

n∑
k=0

uk ⩽ 5 − u2
n

n

Montrer que la série
∑

uk converge.
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∑

uk converge.
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Proposition 2.9. On suppose que pour tout k ∈ N : 0 ⩽ uk ⩽ vk.
• Si la série

∑
vk converge, alors la série

∑
uk converge. De plus, on a la

croissance de la somme pour les séries convergentes :
+∞∑
k=0

uk ⩽
+∞∑
k=0

vk

• Si la série
∑

uk diverge, la série, alors la série
∑

vk diverge

Exemple 2.10. Montrer que la série
∑ 1

k2 + 1 converge. � Corrigé

II.3. Convergence absolue

Proposition 2.11. Si la série
∑

|uk| converge, alors la série
∑

uk converge.
On dit qu’elle converge absolument De plus, on a l’inégalité triangulaire sur les
séries absolument convergentes :

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ ⩽
+∞∑
k=0

|uk|

Méthode 12. Convergence absolue d’une série par majoration

On veut montrer que la série
∑ cos(k)

k2 converge. Pour tout k ⩾ 1 :

0 ⩽

∣∣∣∣
cos(k)

k2

∣∣∣∣ ⩽
1
k2

Or, la série
∑ 1

k2 converge (Riemann, exposant 2 > 1). Par majoration,

la série
∑ ∣∣∣∣

cos(k)
k2

∣∣∣∣ converge. Donc la série
∑ cos(k)

k2 converge.

Entraînement 2.12. Montrer que les séries suivantes convergent :

(1)
∑ (−1)k

k
√

k
(2)

∑ sin(2k + 1)
k3

II.4. Nature d’une série par équivalent
Proposition 2.13. Si uk ∼

k→+∞
vk, avec vk de signe constant, alors les séries

∑
uk et

∑
vk sont de même nature : si l’une converge (respectivement : diverge),

alors l’autre aussi.
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Méthode 13. Convergence d’une série par équivalent

On va montrer que la série
∑ −1

k2 + k + 6 converge.

• −1
k2 + k + 6 ∼

k→+∞

−1
k2

• −1
k2 ⩽ 0 (signe constant)

•
∑ −1

k2 converge (Riemann, exposant 2)

Par équivalence, la série
∑ −1

k2 + k + 6 converge.

Méthode 14. Divergence d’une série par équivalent

On va montrer que la série
∑ 1

3k + ln(k) converge.

• 1
3k + ln(k) ∼

k→+∞

1
3k

• 1
3k

⩾ 0 (signe constant)

•
∑ 1

3k
diverge (Riemann, exposant 1)

Par équivalence, la série
∑ 1

3k + ln(k) diverge.

Exemple 2.14. Déterminer la nature des séries suivantes.

(1)
∑ −2√

k + ln(k) + 4
(2)

∑
sin

(
1
k

)
(3)

∑
ln

(
1 + 1

k2

)

� Corrigé

II.5. Convergence d’une série par négligeabilité

Proposition 2.15. Si uk =
k→+∞

o(vk) avec vk de signe constant, et si la série
∑

vk converge, alors la série
∑

uk converge.
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Proposition 2.9. On suppose que pour tout k ∈ N : 0 ⩽ uk ⩽ vk.
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∑
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vk
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vk diverge
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k2 converge. Pour tout k ⩾ 1 :

0 ⩽

∣∣∣∣
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k2

∣∣∣∣ ⩽
1
k2

Or, la série
∑ 1

k2 converge (Riemann, exposant 2 > 1). Par majoration,

la série
∑ ∣∣∣∣

cos(k)
k2

∣∣∣∣ converge. Donc la série
∑ cos(k)

k2 converge.

Entraînement 2.12. Montrer que les séries suivantes convergent :

(1)
∑ (−1)k

k
√

k
(2)

∑ sin(2k + 1)
k3

II.4. Nature d’une série par équivalent
Proposition 2.13. Si uk ∼

k→+∞
vk, avec vk de signe constant, alors les séries

∑
uk et

∑
vk sont de même nature : si l’une converge (respectivement : diverge),
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Méthode 13. Convergence d’une série par équivalent

On va montrer que la série
∑ −1

k2 + k + 6 converge.

• −1
k2 + k + 6 ∼

k→+∞

−1
k2

• −1
k2 ⩽ 0 (signe constant)

•
∑ −1

k2 converge (Riemann, exposant 2)

Par équivalence, la série
∑ −1

k2 + k + 6 converge.

Méthode 14. Divergence d’une série par équivalent

On va montrer que la série
∑ 1

3k + ln(k) converge.

• 1
3k + ln(k) ∼

k→+∞

1
3k

• 1
3k

⩾ 0 (signe constant)

•
∑ 1

3k
diverge (Riemann, exposant 1)

Par équivalence, la série
∑ 1

3k + ln(k) diverge.

Exemple 2.14. Déterminer la nature des séries suivantes.

(1)
∑ −2√

k + ln(k) + 4
(2)

∑
sin

(
1
k

)
(3)

∑
ln

(
1 + 1

k2

)

� Corrigé

II.5. Convergence d’une série par négligeabilité

Proposition 2.15. Si uk =
k→+∞

o(vk) avec vk de signe constant, et si la série
∑

vk converge, alors la série
∑

uk converge.

33



Chapitre 2. Séries

Méthode 15. Convergence d’une série par négligeabilité

On veut montrer que la série
∑ ln(k)

k3 converge. On a :

lim
k→+∞

ln(k)
k3

1
k2

= lim
k→+∞

ln(k)
k3 × k2

1 = lim
k→+∞

ln(k)
k

= 0 (c. comparées)

Donc ln(k)
k3 =

k→+∞
o

(
1
k2

)
. De plus :

• 1
k2 ⩾ 0 (signe constant)

•
∑ 1

k2 converge (Riemann, exposant 2 > 1)

Par négligeabilité, la série
∑ ln(k)

k3 converge.

Exemple 2.16. Montrer que les séries suivantes convergent. � Corrigé

(1)
∑ k5

2k
(2)

∑ ln(k)
k2

III. Compléments

III.1. Lien entre la série
∑

(uk+1 − uk) et la suite (un)n∈N

Méthode 16. Convergence de (un) par la série
∑

(uk+1 − uk)

On suppose que : un+1 − un ∼
n→+∞

1
n2 . On va montrer que la suite (un)

converge.

•
∑ 1

k2 converge, donc par équivalence, la série
∑

(uk+1 − uk)
converge.

• Pour tout n ∈ N∗, on note Sn =
n−1∑
k=0

(uk+1 − uk). On a par calcul

télescopique :

Sn = un − u0 donc un = u0 + Sn

De plus, la série
∑

(uk+1 − uk) converge. Donc la suite (Sn) de ses
sommes partielles converge.

Bilan : la suite (un) converge (constante + suite convergente)
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III.2. Séparation en sommes des termes pairs/impairs

Proposition 2.17. Si la série
∑

uk converge absolument, alors :

+∞∑
k=1

uk =
+∞∑
k=1

u2k +
+∞∑
k=1

u2k−1

Exemple 2.18.

1. Justifier que
+∞∑
k=1

1
k2 = 1

4

+∞∑
k=1

1
k2 +

+∞∑
k=1

1
(2k − 1)2 .

2. On admet que
+∞∑
k=1

1
k2 = π2

6 . En déduire la valeur de
+∞∑
k=1

1
(2k − 1)2 .

3. En déduire aussi la valeur de
+∞∑
k=1

(−1)k

k2 . � Corrigé

III.3. Cas d’une série à signe alterné

Dans cette section on va montrer que la série
∑ (−1)k

k
converge. Le premier

réflexe est de chercher la convergence absolue. Ici :
∣∣∣∣
(−1)k

k

∣∣∣∣ = 1
k

La série
∑ 1

k
diverge : c’est raté pour la convergence absolue.

On va montrer que la série converge en étudiant la suite de ses sommes partielles.
On commence par rappeler deux résultats sur les convergences de suites.

Rappel 2.19. Deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont dites adjacentes lorsque :

• l’une est croissante et l’autre est décroissante, et

• lim
n→+∞

(bn − an) = 0

Dans ce cas, on sait que les deux suites convergent vers la même limite

Rappel 2.20. Soit (xn)n∈N∗ une suite de nombres réels. On suppose que les suites
(x2n)n∈N∗ et (x2n−1)n∈N∗ convergent vers la même limite. Alors la suite (xn)n∈N∗

converge aussi vers cette limite.
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Méthode 15. Convergence d’une série par négligeabilité
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ln(k)
k3

1
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= lim
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k3 × k2
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k

= 0 (c. comparées)

Donc ln(k)
k3 =
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(
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k2

)
. De plus :

• 1
k2 ⩾ 0 (signe constant)

•
∑ 1

k2 converge (Riemann, exposant 2 > 1)

Par négligeabilité, la série
∑ ln(k)

k3 converge.

Exemple 2.16. Montrer que les séries suivantes convergent. � Corrigé
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k2
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(uk+1 − uk) et la suite (un)n∈N

Méthode 16. Convergence de (un) par la série
∑

(uk+1 − uk)

On suppose que : un+1 − un ∼
n→+∞

1
n2 . On va montrer que la suite (un)

converge.

•
∑ 1

k2 converge, donc par équivalence, la série
∑

(uk+1 − uk)
converge.

• Pour tout n ∈ N∗, on note Sn =
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k=0

(uk+1 − uk). On a par calcul

télescopique :

Sn = un − u0 donc un = u0 + Sn

De plus, la série
∑

(uk+1 − uk) converge. Donc la suite (Sn) de ses
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Bilan : la suite (un) converge (constante + suite convergente)
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III.2. Séparation en sommes des termes pairs/impairs

Proposition 2.17. Si la série
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uk =
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k=1

u2k +
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k=1

u2k−1

Exemple 2.18.

1. Justifier que
+∞∑
k=1

1
k2 = 1

4
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k=1

1
k2 +

+∞∑
k=1

1
(2k − 1)2 .

2. On admet que
+∞∑
k=1

1
k2 = π2

6 . En déduire la valeur de
+∞∑
k=1

1
(2k − 1)2 .

3. En déduire aussi la valeur de
+∞∑
k=1

(−1)k

k2 . � Corrigé

III.3. Cas d’une série à signe alterné

Dans cette section on va montrer que la série
∑ (−1)k

k
converge. Le premier

réflexe est de chercher la convergence absolue. Ici :
∣∣∣∣
(−1)k

k

∣∣∣∣ = 1
k

La série
∑ 1

k
diverge : c’est raté pour la convergence absolue.

On va montrer que la série converge en étudiant la suite de ses sommes partielles.
On commence par rappeler deux résultats sur les convergences de suites.

Rappel 2.19. Deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont dites adjacentes lorsque :

• l’une est croissante et l’autre est décroissante, et

• lim
n→+∞

(bn − an) = 0

Dans ce cas, on sait que les deux suites convergent vers la même limite

Rappel 2.20. Soit (xn)n∈N∗ une suite de nombres réels. On suppose que les suites
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converge aussi vers cette limite.
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Méthode 17. Convergence d’une série à signe alterné

Pour tout n ∈ N∗, on note

Sn =
n∑

k=1

(−1)k

k

On commence par montrer que les suites (S2n) et (S2n−1) sont adjacentes.
Pour tout n ∈ N∗ on a :

S2n+2 − S2n =
2n+2∑
k=1

(−1)k

k
−

2n∑
k=1

(−1)k

k

= (−1)2n+2

2n + 2 + (−1)2n+1

2n + 1 = 1
2n + 2 − 1

2n + 1 < 0

Donc la suite (S2n) est décroissante On montre de manière analogue que :

S2n+1 − S2n−1 = − 1
2n + 1 + 1

2n
> 0

donc la suite (S2n−1) est croissante Enfin :

lim
n→+∞

(S2n − S2n−1) = lim
n→+∞

1
2n

= 0

Bilan : les suites suites (S2n) et (S2n−1) sont adjacentes. Donc elles
convergent vers une même limite

Ceci prouve que la suite (Sn) converge, et donc que la série
∑ (−1)k

kconverge.

Entraînement 2.21. Reprendre la méthode précédente avec la série
∑ (−1)k

√
k

.

IV. Interro bilan
1. Calculer les sommes suivantes en reconnaissant des séries de référence.

A =
+∞∑
k=0

(
1
3k

+ 2k

k!

)
B =

+∞∑
k=0

1
k!

2. Les séries suivantes convergent-elles ? On ne demande pas de calculer leur
somme.
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a)
∑ k2 − k + ln(k)

k3 + 2

b)
∑ 1

2k − k

c)
∑ ln(k)

k4

d)
∑ cos(k)

k2

e)
∑

ln
(

1 + 1√
k

)

f)
∑

sin
(

1
2k

)

3. On considère une suite (un)n∈N de réels positifs. On suppose que pour tout

n ∈ N :
n∑

k=0
uk ⩽ 3 − nun.

Justifier que la série
∑

uk converge.

4. Soit (un) une suite. On suppose que un+1 − un ∼
n→+∞

−2
n

√
n

.

a) Montrer que la série
∑

(uk+1 − uk) converge.
b) En déduire que la suite (un)n∈N converge.

� Corrigé et barème

V. Solutions des entraînements
Entraînement 2.1.

+∞∑
k=1

k

3k−1 = 1(
1 − 1

3
)2 = 9

4

+∞∑
k=0

1
k! = e

+∞∑
k=2

1
6k

=
1
62

1 − 1
6

= 1
30

Entraînement 2.6. Les trois séries divergent grossièrement :

lim
k→+∞

e1/k = 1 ̸= 0, lim
k→+∞

ln(k) = +∞ ̸= 0, lim
k→+∞

3k√
k2 + 1

= 3 ̸= 0

Entraînement 2.8. comme dans la méthode avec
n∑

k=0
uk ⩽ 5 car 5 − u2

n

n
⩽ 5.

Entraînement 2.12.

(1)
∣∣∣∣
(−1)k

k
√

k

∣∣∣∣ = 1
k3/2 Donc la série converge absolument.

(2) Comme dans la méthode en utilisant :
∣∣∣∣
sin(2k + 1)

k3

∣∣∣∣ ⩽
1
k3 .

Entraînement 2.21. Comme dans la méthode, avec S2n+2 −S2n = 1√
2n + 2

−
1√

2n + 1
< 0 et S2n+1 − S2n−1 = − 1√

2n + 1
+ 1√

2n
> 0.
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Méthode 17. Convergence d’une série à signe alterné

Pour tout n ∈ N∗, on note

Sn =
n∑

k=1

(−1)k

k

On commence par montrer que les suites (S2n) et (S2n−1) sont adjacentes.
Pour tout n ∈ N∗ on a :
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k
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2n + 1 = 1
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2n + 1 < 0

Donc la suite (S2n) est décroissante On montre de manière analogue que :

S2n+1 − S2n−1 = − 1
2n + 1 + 1

2n
> 0

donc la suite (S2n−1) est croissante Enfin :

lim
n→+∞

(S2n − S2n−1) = lim
n→+∞

1
2n

= 0

Bilan : les suites suites (S2n) et (S2n−1) sont adjacentes. Donc elles
convergent vers une même limite

Ceci prouve que la suite (Sn) converge, et donc que la série
∑ (−1)k

kconverge.

Entraînement 2.21. Reprendre la méthode précédente avec la série
∑ (−1)k

√
k

.

IV. Interro bilan
1. Calculer les sommes suivantes en reconnaissant des séries de référence.

A =
+∞∑
k=0

(
1
3k

+ 2k

k!

)
B =

+∞∑
k=0

1
k!

2. Les séries suivantes convergent-elles ? On ne demande pas de calculer leur
somme.
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∑ 1
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(

1 + 1√
k

)

f)
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(

1
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)

3. On considère une suite (un)n∈N de réels positifs. On suppose que pour tout

n ∈ N :
n∑

k=0
uk ⩽ 3 − nun.

Justifier que la série
∑

uk converge.

4. Soit (un) une suite. On suppose que un+1 − un ∼
n→+∞

−2
n

√
n

.

a) Montrer que la série
∑

(uk+1 − uk) converge.
b) En déduire que la suite (un)n∈N converge.

� Corrigé et barème

V. Solutions des entraînements
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k

3k−1 = 1(
1 − 1

3
)2 = 9

4
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1
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1
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=
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Entraînement 2.6. Les trois séries divergent grossièrement :

lim
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e1/k = 1 ̸= 0, lim
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ln(k) = +∞ ̸= 0, lim
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= 3 ̸= 0
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(1)
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√

k
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k3/2 Donc la série converge absolument.
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VI. Exercices d’approfondissement

VI.1. Enoncés

Exercice 2.1.
�

On s’intéresse à la série
∑ 1

k(k + 1) .

1. Justifier que cette série converge.

2. Trouver des réels a et b tels que pour tout k ∈ N∗ : 1
k(k + 1) = a

k
+ b

k + 1.

3. Calculer la somme
+∞∑
k=1

1
k(k + 1) .

Exercice 2.2. On définit la suite (un)n∈N∗ par u1 = 1 et pour tout n ∈ N∗ :

un+1 = un

(
1 + 1

n2

)
.

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ : un > 0.
2. Montrer que la série

∑ (
ln(uk+1) − ln(uk)

)
converge.

3. En déduire que la suite (un) converge vers un réel ℓ > 0.

Exercice 2.3.
�

Soit (an)n∈N une suite. On suppose que pour tout k ∈ N on

a : 0 ⩽ ak ⩽ 3 2k

k
√

k
.

Montrer que pour tout x ∈
[

−1
2 ; 1

2

]
, la série

∑
akxk converge.

Exercice 2.4. Pour tout n ∈ N∗ on note Sn =
n∑

k=1

1
k

.

1. Rappeler la nature de la série
∑ 1

k
. Que peut-on en déduire pour la suite

(Sn) ?

2. Justifier que pour tout k ∈ N∗ : 1
k + 1 ⩽ ln(k + 1) − ln(k) ⩽ 1

k
.

3. En déduire que pour tout n ∈ N∗ on a :

ln(n) + 1
n
⩽ Sn ⩽ ln(n) + 1

4. En déduire un équivalent de Sn lorsque n tend vers +∞.

Exercice 2.5.

1. Rappeler la nature de la série
∑ 1

k2 . Pour tout n ∈ N, on note Rn =
+∞∑

k=n+1

1
k2 .

2. a) Montrer que pour tout entier k ⩾ 2 :
∫ k+1

k

1
t2 dt ⩽

1
k2 ⩽

∫ k

k−1

1
t2 dt.
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b) En déduire que : 1
(n + 1) ⩽ Rn ⩽

1
n

.

c) En déduire un équivalent simple de Rn quand n tend vers +∞.

Exercice 2.6.

1. Soit n ∈ N. Montrer que pour tout t ∈ [0; 1] :
n∑

k=0
(−t)k = 1

1 + t
+ (−1)n tn+1

1 + t
.

2. En déduire que :
n∑

k=0

(−1)k

k + 1 =
∫ 1

0

1
1 + t

dt + (−1)n

∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt

3. Montrer que lim
n→+∞

(−1)n

∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt = 0.

4. En déduire que la série
∑ (−1)k

k + 1 converge et que :
+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1 =
∫ 1

0

1
1 + t

dt

5. Montrer enfin que :
+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1 = ln(2)

Exercice 2.7. On note I =
∫ 1

0

ex

1 + x
dx.

1. Soit n ∈ N. Justifier que pour tout x ∈ [0; 1] :
∣∣∣∣∣e

x −
n∑

k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣ ⩽ ex xn+1

(n + 1)!

2. En déduire que :
∣∣∣∣∣I −

n∑
k=0

1
k!

∫ 1

0

xk

1 + x
dx

∣∣∣∣∣ ⩽
e

(n + 1)!

3. En déduire que la série
∑ 1

k!

∫ 1

0

xk

1 + x
dx converge et que :

+∞∑
k=0

1
k!

∫ 1

0

xk

1 + x
dx = I

VI.2. Corrigés

Exercice 2.1.
�

1. Pour tout k ∈ N∗ on a :
0 ⩽

1
k(k + 1) ⩽

1
k2

De plus, la série
∑ 1

k2 converge (Riemann, α = 2 > 1). Par majoration, la

série
∑ 1

k(k + 1) converge
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VI. Exercices d’approfondissement

VI.1. Enoncés

Exercice 2.1.
�

On s’intéresse à la série
∑ 1

k(k + 1) .

1. Justifier que cette série converge.

2. Trouver des réels a et b tels que pour tout k ∈ N∗ : 1
k(k + 1) = a

k
+ b

k + 1.

3. Calculer la somme
+∞∑
k=1

1
k(k + 1) .

Exercice 2.2. On définit la suite (un)n∈N∗ par u1 = 1 et pour tout n ∈ N∗ :

un+1 = un

(
1 + 1

n2

)
.

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ : un > 0.
2. Montrer que la série

∑ (
ln(uk+1) − ln(uk)

)
converge.

3. En déduire que la suite (un) converge vers un réel ℓ > 0.

Exercice 2.3.
�

Soit (an)n∈N une suite. On suppose que pour tout k ∈ N on

a : 0 ⩽ ak ⩽ 3 2k

k
√

k
.

Montrer que pour tout x ∈
[

−1
2 ; 1

2

]
, la série

∑
akxk converge.

Exercice 2.4. Pour tout n ∈ N∗ on note Sn =
n∑

k=1

1
k

.

1. Rappeler la nature de la série
∑ 1

k
. Que peut-on en déduire pour la suite

(Sn) ?

2. Justifier que pour tout k ∈ N∗ : 1
k + 1 ⩽ ln(k + 1) − ln(k) ⩽ 1

k
.

3. En déduire que pour tout n ∈ N∗ on a :

ln(n) + 1
n
⩽ Sn ⩽ ln(n) + 1

4. En déduire un équivalent de Sn lorsque n tend vers +∞.

Exercice 2.5.

1. Rappeler la nature de la série
∑ 1

k2 . Pour tout n ∈ N, on note Rn =
+∞∑

k=n+1

1
k2 .

2. a) Montrer que pour tout entier k ⩾ 2 :
∫ k+1

k

1
t2 dt ⩽

1
k2 ⩽

∫ k

k−1

1
t2 dt.
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b) En déduire que : 1
(n + 1) ⩽ Rn ⩽

1
n

.

c) En déduire un équivalent simple de Rn quand n tend vers +∞.

Exercice 2.6.

1. Soit n ∈ N. Montrer que pour tout t ∈ [0; 1] :
n∑

k=0
(−t)k = 1

1 + t
+ (−1)n tn+1

1 + t
.

2. En déduire que :
n∑

k=0

(−1)k

k + 1 =
∫ 1

0

1
1 + t

dt + (−1)n

∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt

3. Montrer que lim
n→+∞

(−1)n

∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt = 0.

4. En déduire que la série
∑ (−1)k

k + 1 converge et que :
+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1 =
∫ 1

0

1
1 + t

dt

5. Montrer enfin que :
+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1 = ln(2)

Exercice 2.7. On note I =
∫ 1

0

ex

1 + x
dx.

1. Soit n ∈ N. Justifier que pour tout x ∈ [0; 1] :
∣∣∣∣∣e

x −
n∑

k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣ ⩽ ex xn+1

(n + 1)!

2. En déduire que :
∣∣∣∣∣I −

n∑
k=0

1
k!

∫ 1

0

xk

1 + x
dx

∣∣∣∣∣ ⩽
e

(n + 1)!

3. En déduire que la série
∑ 1

k!

∫ 1

0

xk

1 + x
dx converge et que :

+∞∑
k=0

1
k!

∫ 1

0

xk

1 + x
dx = I

VI.2. Corrigés

Exercice 2.1.
�

1. Pour tout k ∈ N∗ on a :
0 ⩽

1
k(k + 1) ⩽

1
k2

De plus, la série
∑ 1

k2 converge (Riemann, α = 2 > 1). Par majoration, la

série
∑ 1

k(k + 1) converge
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