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CevolumesurlathéoriedesprobabilitésdestinéauxétudiantsdeL2oudedeuxièmeannéedeclassespréparatoiresauxgrandesécolesfaitsuiteaucoursd’analysepubliédanslamêmecollection.Ilpeutêtreconsidérécommeuneap-plicationdeschapitressurlessériesetsurl’intégration.CelivreseraaussiutileauxcandidatsauCapesetàl’Agrégationinternedemathématiques.Pourlescan-didatsauCapes,unvolumecomprenantcecoursestcomplétéparunesériedeproblèmescorrigésd’épreuvesdecapesportantsurlesprobabilités.Notreobjectifestdeprésenterdefaçonrigoureuselesbasesdelathéoriedesprobabilitéssansréférenceàlathéoriedelamesure,cequinouscontraintàad-mettrecertainsrésultatscommelethéorème6.4surladensitédeprobabilitéd’unesommededeuxvariablesaléatoiresindépendantesàdensitéetlethéorème6.15delalimitecentrale.Lepremierchapitreconsacréàl’analysecombinatoirenousfournitlesoutilsindispensablesdanslecadresimpledesprobabilitéssurununiversﬁni.Laformuleintuitivequinousdonne,sousl’hypothèsed’équiprobabilité,unemesuredepro-babilitécommeétantégaleau«nombredecasfavorablessurlenombredecaspossibles»nousramèneàdescalculsdedénombrement.Dansundeuxièmechapitre,nousprésentonsl’axiomatiquedeKolmogorovoùlesdéﬁnitionsetthéorèmesrencontréssontceuxquel’onretrouveraenL3dansuncoursdethéoriedelamesureetintégration.Ils’agitessentiellementde«rai-sonnementsensemblistes».Cechapitreestnaturellementsuivid’unchapitresurlesprobabilitésconditionnelles.Pourcesdeuxchapitres,lesapplicationsquenousdonnonsneselimitentpasàquelquescasditsconcretsdelaviecourante.Nouslaissonslesoinauphysicienouàl’économistequiaétudiéuntelcoursdeprobabilitédedonnercesexemples.La«mathématisation»d’unesituationconcrètedépenddecequiestattenduparl’utilisateuretn’estpastoujoursaisée.Nousdonnonsquelquesapplicationsàlathéoriedesnombres,cequipeutfairepartiedelaviecourantedel’étudiantenmathématiques.Lesdernierschapitressontconsacrésàl’étudedesvariablesaléatoiresetàquelquesproblèmesdeconvergence(convergenceenprobabilité,enmoyenneetenloi).Cesvariablesaléatoiressonttoutd’abordétudiéesdanslecasdiscret,oùlanotiond’espérance(oudemoyenne)sedéﬁnitdemanièrenaturelle.CechapitrecorrespondàcequiestengénéralétudiéenL2etendeuxièmeannéedeclassespréparatoiresauxgrandesécoles.Danscecadrediscret,lesraisonnementsutilisentessentiellementlesrésultatssurlessériesnumériquesetlessériesentières.


viiiAvant-proposLecadreplusgénéraldesvariablesaléatoiresestplusdélicatetestprésentéaveclaseuleconnaissancedel’intégraledeRiemannsurunsegment.L’espéranced’unevariablealéatoireàvaleurspositivesestdéﬁnieparE(X)=+∞0P(X>t)dtenconstatantquelafonctiont→P(X>t)quiestdécroissanteestRiemann-intégrablesurtoutsegment,cequinoussuﬃt.Lechapitrecorrespondantnécessiteplusd’attentiondufaitdesoncaractèrethéorique.Enpremièrelecture,l’étudiantpourraenadmettrelesprincipauxrésultats.Enﬁn,ledernierchapitreestconsacréàl’étudedesvariablesaléatoiresàdensitéenseconcentrantsurlesexemplesclassiques.Denombreuxexercices,classiquesetmoinsclassiques,touscorrigésendétail,complètentcecours.Pourconclure,noustenonsàremercierleséditionsDeboecketenparticulierAlainLuguetpourlaconﬁancequ’ilsnousaccordentenpubliantcetravail.
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Chapitre
1
Outils
ensem
blistes
et
dénom
bremen
ts
Lesnotionsdebasessurlesensemblessontsupposéesacquises.Pourcechapitre,ΩestunensemblenonvideetP(Ω)estl’ensembledetouteslespartiesdeΩ.PourtoutensemblenonvideF,onnoteFΩl’ensembledesap-plicationsdeΩdansF.OnrappellequesifestuneapplicationdeΩdansF,pourtoutepartieAdeΩ,l’imagedeAparfestlesousensembledeFdéﬁniparf(A)={f(x)|x∈A}etpourtoutepartieBdeF,l’imageréciproquedeBparfestlesousensembledeEdéﬁniparf−1(B)={x∈Ω|f(x)∈B}.1.1Quelquesrappelsd’analysecombinatoireAvecceparagraphenousrappelonsquelquesnotionsd’analysecombinatoire.Lecardinald’unensembleEestlenombre,ﬁniouinﬁni,deseséléments.Ilestnotécard(E).Deuxensemblesontlemêmecardinalsi,etseulementsi,ilssontenbijection.Onditqu’unensembleE,ﬁniouinﬁni,estdénombrables’ilexisteunebijectiondeEsurunepartiedeN.Unesous-ensembled’unensembledénombrable,uneréunionﬁnieouinﬁniedénombrabled’ensemblesdénombrablessontdénombrables.Aveclesdeuxthéorèmesquisuivent,ondonnelespropriétésessentiellesducardinald’unensembleﬁni.Théorème1.1.SoientE,F,E1,···,Endesensemblesﬁnisavecn≥2.1.DanslecasoùlesEksontdeuxàdeuxdisjoints,ona:cardnk=1Ek=nk=1card(Ek)2.PourtoutepartieAdeE,onacard(E\A)=card(E)−card(A),donccard(A)≤card(E),l’égalitéétantréaliséesi,etseulementsi,A=E.3.Onacard(E∪F)=card(E)+card(F)−card(E∩F).
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2Outilsensemblistesetdénombrements4.Onacardnk=1Ek=nk=1card(Ek).Preuve.1.Pourn=2,ondésigneparn1lecardinaldeE1etparn2celuideE2.Ondisposed’unebijectionf1deE1surIn1={1,···,n1}etd’unebijectionf2deE2surIn2={1,···,n2}.L’applicationfdéﬁniesurE1∪E2par:f(x)=f1(x)six∈E1n1+f2(x)six∈E2réalisealorsunebijectiondeE1∪E2surIn1+n2={1,···,n1+n2}.Eneﬀet,elleestbiendéﬁniepuisqueE1etE2sontdisjointsetpourtoutk∈In1+n2,ilexisteununiquex∈E1∪E2telquek=f(x),cetélémentétantx=f−11(k)si1≤k≤n1oux=f−12(k−n1)sin1+1≤k≤n1+n2.L’ensembleE1∪E2estdoncﬁnidecardinaln1+n2=card(E1)+card(E2).Supposantlerésultatacquisaurangn−1≥2,onaenutilisantlecasn=2etl’hypothèsederécurrence:cardnk=1Ek=cardn−1k=1Ek+card(En)=nk=1card(Ek)2.DelapartitionE=A∪(E\A),ondéduitque:card(E)=card(A)+card(E\A)≥card(A)Supposonsquecard(E)=card(A).SiA=E,ilexistealorsx∈E\Aetdel’inclusionA∪{x}⊂EavecA∩{x}=∅,ondéduitcard(A)+1≤card(E),cequicontreditl’égalitécard(E)=card(A).OnadoncA=E.Laréciproqueestévidente.3.DespartitionsE∪F=(E\F)∪FetE=(E\F)∪(E∩F),ondéduitque:card(E∪F)=card(E\F)+card(F)et:card(E)=card(E\F)+card(E∩F)cequidonnecard(E∪F)=card(E)+card(F)−card(E∩F).4.Pourn=2,ennotantE2={y1,···,yn2}etenutilisantlapartition:E1×E2=n2k=1E1×{yk}aveccard(E1×{yk})=card(E1)(E1×{yk}etE1sontenbijection),onobtient:card(E1×E2)=n2k=1card(E1×{yk})=n2k=1card(E1)=n2card(E1)=card(E1)card(E2)Lerésultatpourn≥2s’endéduitalorsfacilementparrécurrence.
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Quelquesrappelsd’analysecombinatoire3Théorème1.2.SoientE,Fdeuxensemblesﬁnisnonvidesdecardinauxrespectifsp,netϕdansFE.1.OnacardFE=(card(F))card(E).2.Siϕestinjective,onaalorscard(E)≤card(F).3.Pourn≥p,lenombred’applicationsinjectivesdeEdansFestn!(n−p)!.4.Siϕestsurjective,onaalorscard(E)≥card(F).5.Siϕestbijective,onaalorscard(E)=card(F).6.Pourn=p,lenombred’applicationsbijectivesdeEdansFestn!7.Onacard(ϕ(E))≤min(card(E),card(F))etϕestinjectivesi,etseulementsi,onacard(ϕ(E))=card(E),ϕestsurjectivesi,etseule-mentsi,onacard(ϕ(E))=card(F).8.Pourn=p,ona:(ϕinjective)⇔(ϕsurjective)⇔(ϕbijective)9.S’ilexister∈N∗telquepourtouty∈F,ϕ−1{y}estdecardinalr,ϕestalorssurjectiveetonacard(E)=rcard(F)(principedesbergers).Preuve.OnnoteE={x1,···,xp}etF={y1,···,yn}.1.L’applicationf→(f(xk))1≤k≤préalisantunebijectiondeFEsurFp,onendéduitquecardFE=card(Fp)=(card(F))p=(card(F))card(E).2.Pourϕinjective,ϕ(E)={ϕ(x1),···,ϕ(xp)}estunepartieàpélémentsdeF,doncp≤n.3.Onprocèdeparrécurrencesurp=card(E)ennotantApnlenombred’injectionsd’unensembleàpélémentsdansunensembleànéléments.Pourp=1,touteapplicationde{x1}dansFestinjective,cequidonnen=n!(n−1)!possibilités.Supposonslerésultatacquisaurangp−1≥1.UneinjectiondeEdansFétantuniquementdéterminéeparsarestrictionàEp−1={x1,···,xp−1}quiestuneinjectiondedeEp−1dansFetparϕ(xp)quiestdansF\ϕ(Ep−1)decardinaln−p+1,onendéduitque:Apn=Ap−1n(n−p+1)=n!(n−p+1)!(n−p+1)=n!(n−p)!4.Pourϕsurjective,chaqueensembleϕ−1{yk}estnonvide,doncdelapartition:E=ϕ−1(F)=ϕ−1nk=1{yk}=nk=1ϕ−1{yk}ondéduitquep≥n.5.Résultedespoints2et4.
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4Outilsensemblistesetdénombrements6.Résultedupoint3.7.Commeϕ(E)⊂F,onacard(ϕ(E))≤card(F).Ennotantϕ(E)={z1,···,zm},oùleszk,pourkcomprisentre1etmsontdeuxàdeuxdistincts,onalapar-titionE=mk=1ϕ−1{zk}etl’égalité:card(E)=mk=1cardϕ−1{zk}≥m=card(ϕ(E))carlesϕ−1{zk}sontnonvides.Siϕestinjective,elleinduitalorsunebi-jectiondeEsurϕ(E)etonacard(ϕ(E))=card(E).Réciproquementsip=card(ϕ(E))=card(E),lesϕ−1{yk}sontalorstousdecardinalégalà1,cequisigniﬁequetoutélémentdeϕ(E)aununiqueantécédentdansE,doncϕestbijectivedeEsurϕ(E)etinjectivedeEdansF.Siϕestsurjec-tive,onaalorsϕ(E)=F,donccard(ϕ(E))=card(F).Réciproquementsicard(ϕ(E))=card(F),onaalorsϕ(E)=Fetϕestsurjective.8.Siϕestinjective,onacard(ϕ(E))=card(E)=card(F),doncϕ(E)=Fetϕestsurjective.Siϕestsurjective,onacard(ϕ(E))=card(F)=card(E)etϕestinjective,doncbijective.Enﬁnsiϕestbijective,ellealorsinjective.Lestroispropositionssontdoncbienéquivalentes.9.Siϕ−1{y}estdecardinalr≥1pourtouty∈F,touscesensemblessontnonvidesetϕestsurjective.DelapartitionE=nk=1ϕ−1{yk},ondéduitque:card(E)=nk=1cardϕ−1{yk}=nr=rcard(F)Lepoint3duthéorème1.1segénéralisecommesuit.Théorème1.3.FormuledePoincaréSi(Ak)1≤k≤nestunesuitedepartiesﬁniesd’unensembleΩ,onaalors:cardnk=1Ak=nk=1(−1)k−1pk,noùonanotépk,n=1≤i1<···<ik≤ncard(Ai1∩···∩Aik)pour1≤k≤n.Preuve.Pourn=1,c’estclairetpourn=2,c’estlepoint3duthéorème1.1.Supposonslerésultatacquispourn≥2etsoit(Ak)1≤k≤n+1unesuitedepartiesﬁniesdeΩ.EnnotantB=nk=1Ak,lecasn=2,nousdonne:cardn+1k=1Ak=card(An+1)+card(B)−card(An+1∩B)


Quelquesrappelsd’analysecombinatoire5Enutilisantl’hypothèsederécurrence,ona:card(B)=nk=1(−1)k−11≤i1<···<ik≤ncard(Ai1∩···∩Aik)donc:card(An+1)+card(B)=n+1i1=1card(Ai1)+nk=2(−1)k−11≤i1<···<ik<n+1card(Ai1∩···∩Aik)et:card(An+1∩B)=cardnk=1Ak∩An+1=nj=1(−1)j−11≤i1<···<ij≤ncardAi1∩···∩Aij∩An+1=nj=1(−1)j−11≤i1<···<ij<ij+1=n+1cardAi1∩···∩Aij∩Aij+1Lechangementd’indicek=j+1danscettedernièresommenousdonne:card(An+1∩B)=n+1k=2(−1)k1≤i1<···<ik−1<ik=n+1cardAi1∩···∩Aik−1∩AikDonc:cardn+1k=1Ak=n+1i1=1card(Ai1)+nk=2(−1)k−11≤i1<···<ik<n+1card(Ai1∩···∩Aik)+n+1k=2(−1)k−11≤i1<···<ik−1<ik=n+1cardAi1∩···∩Aik−1∩Aik=n+1k=1(−1)k−11≤i1<···<ik≤n+1card(Ai1∩···∩Aik)enutilisant,pourtoutkcomprisentre2etn+1lapartition:{(i1,···,ik)|1≤i1<···<ik≤n+1}={(i1,···,ik)|1≤i1<···<ik<n+1}∪{(i1,···,ik−1,n+1)|1≤i1<···<ik−1<n+1}Avecl’exercice4.15,ondonneunepreuveplusélégantedecetteformuleenutili-santuneformuledePoincarépourlesfonctionsindicatricesd’ensemble(théorème1.14).
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6OutilsensemblistesetdénombrementsEnprobabilitésélémentaires,onpeutêtreconduitàconsidérerdestiragesdepobjetsprisdansunensembleFànéléments.Ilyaessentiellementquatrefaçonsdeprocéder.—Onpeuteﬀectuerdestiragesavecremiseetavecordre,cequisigniﬁequel’onextraitlesobjetsunàunenremettant,aprèschaquetirage,l’objetdansl’ensembleF.Unteltirageestunarrangement(l’ordreestimportant)avecrépétitionsetrevientàsedonneruneapplicationdeE={1,···,p}dansF,cequidonnenppossibilités.Parexemple,formerdessiglesavecplettresdel’alphabetestunarrangementavecrépétitionsdeplettresparmiles26.—Onpeuteﬀectuerdestiragessansremiseetavecordre,cequisigniﬁequel’onextraitlesobjetsunàunsanslesremettredansl’ensembleF.UnteltirageestunarrangementsansrépétitionsetrevientàsedonneruneapplicationinjectivedeE={1,···,p}dansF,cequidonne0possibilitéssip>netApn=n!(n−p)!possibilitéssip≤n.Parexemple,unjeudetiercéestunarrangementsansrépétitionsde3chevauxparmin.—Onpeutextrairelespobjetssimultanément.Unteltirageestunecombi-naison(l’ordren’apasd’importance)sansrépétitionsetrevientàchoisirunsousensembleAàpélémentsdansF.UntelensembleAétantchoisi,ilpeutêtreordonnédep!façons,cequidonnep!arrangements,onadoncennotantnpcenombredecombinaisons,Apn=p!np,soitnp=0sip>netnp=n!p!(n−p)!sip≤n.Cettequantitéestaussilenombredepartiesàpélémentsd’unensembleànéléments.Parexemple,unjeudelotoestunecombinaisonde6numérosparmi49.—Onpeutextrairelespobjetssimultanémentetparmicesobjetscertainssontidentiques.Unteltirageestunecombinaison(l’ordren’apasd’importance)avecrépétitions.Ladonnéed’unteltirageéquivautàcelled’unn-uplet(µk)1≤k≤nd’entierspositifsounultelquenk=1µk=p.EnnotantΓpnlenombredetoutescescombinaisons,onvériﬁefacilementqu’onalarelationderécurrenceΓpn=Γpn−1+Γp−1naveclesconditionsinitialesΓ0n=Γp1=1,cequiimpliquequeΓpn=n+p−1p(exercice1.8).Parexemple,unepièced’unjeudedominoestformédedeuxsymbolesprisdansl’ensemble{1,2,3,4,5,6,Blanc},l’ordrededeuxsymbolesétantsansimportanceetlesrépétitionspossibles.Lesrelationssuivantessurlescoeﬃcientsbinomiauxnpsontàconnaître:np=nn−ppour0≤p≤n;nn=n0=1pourn≥0;
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Quelquesclassiquesdénombrements7np=npn−1p−1pour1≤p≤n−1;np=n−1p+n−1p−1pour1≤p≤n−1(triangledePascal);(a+b)n=nk=0nkakbn−kpourn∈NetaetbdansunanneaucommutatifA(formuledubinômedeNewton);(1+X)n=nk=0nkXkdansl’anneauK[X]despolynômesàcoeﬃcientsdansuncorpscommutatifKpourn∈N;nk=0nk=2netnk=0nk(−1)k=0(enprenantrespectivementX=1etX=−1dansl’égalitédeNewton),ceségalitésentraînantque,pourn∈N∗ona0≤2j≤nn2j=0≤2j+1≤nn2j+1=2n−1.1.2QuelquesclassiquesdénombrementsLaformuled’inversiondePascalquisuitnousserautilepourcalculerlenombrededérangementsd’unensembleﬁniainsiquelenombredesurjectionsentredeuxensemblesﬁnis.Théorème1.4.Formuled’inversiondePascalSi(fn)n∈Net(gn)n∈Nsontdeuxsuitesderéelstellesque:∀n∈N,fn=nk=0nkgkonaalors:∀n∈N,gn=nk=0(−1)n−knkfkPreuve.Onpeutprouvercetteformuleenutilisantunargumentd’algèbreli-néaire.Pourn=0,c’estclair.Ensupposantn≥1,onnoteFetGlesvecteursdeRn+1déﬁnisparF=(fk)0≤k≤n,G=(gk)0≤k≤netonaF=PG,oùPestlamatricecarréed’ordren+1:P=000······010110···0202122...0............0n0n1···nn−1nn


8Outilsensemblistesetdénombrements(matricedePascal)etils’agitdemontrerquePestinversible,puisdecalculersoninverse.Enutilisant,pour0≤k≤n,l’égalité(1+X)k=kj=0kjXjdansRn[X],onremarqueque:Q=tP=001020···n001121···n10022..................nn−100···0nnestlamatricedepassagedelabasecanoniqueXk0≤k≤nàlabase(1+X)k0≤k≤ndeRn[X].Cettematriceestinversibleetsoninverseestlamatricedepassagede(1+X)k0≤k≤nàXk0≤k≤n,quis’obtientavec:Xk=(1+X−1)k=kj=0kj(1+X)j(−1)k−jOnadonc:Q−1=00−1020···(−1)nn0011−21···(−1)n−1n10022..................(−1)nn−100···0nnet:P−1=tQ−1=000······0−10110···020−2122...0............0(−1)nn0(−1)n−1n1···(−1)nn−1nnL’égalitéG=P−1Fnousdonnealorsgn=nk=0(−1)n−knkfk.Onpeutaussivériﬁerdirectementlaformuled’inversion,danslamesureoùonal’intuitiondecetteformule,cequin’estpasévident(exercice1.11).
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Quelquesclassiquesdénombrements91.2.1Dérangementsd’unensembleànélémentsPourn∈N∗,onnoteIn={1,2,···,n}.Onrappellequ’unepermutationdeInestunebijectiondeInsurluimêmeetquel’ensembleSndecespermutationsestungroupeappelégroupesymétrique.Déﬁnition1.1.Pourtoutn∈N∗,onappelledérangementdeIn,toutepermutationσdeInn’ayantaucunpointﬁxe(i.e.tellequeσ(i)=ipourtouti∈In).Pourtoutp∈N∗,onnoteδplenombrededérangementsdeIp.Onaδ1=0et,parconvention,onposeδ0=1.Pourn∈N∗ettoutentierkcomprisentre0etn,onnoteSn,klesous-ensembledugroupesymétriqueSnformédespermutationsdeInquiontexactementkpointsﬁxes.Pourk=0,lesélémentsdeSn,0sontlesdérangementsdeIn.Pourk=n,onaSn,n={Id}etpourk=n−1,onaSn,n−1=∅puisqu’unepermutationquian−1pointsﬁxesenaobligatoirementn,iln’enn’existedoncpasquiontexactementn−1pointsﬁxes.Lemme1.1Pourtoutn∈N∗ettoutentierkcomprisentre0etn,onacard(Sn,k)=nkδn−k.Preuve.Pourk=0,Sn,0estl’ensembledesdérangementsetcard(Sn,0)=δn.Pourk=n,Sn,nestréduità{Id}etonaconvenuqueδ0=1.Pourk=n−1,Sn,n−1estvideetδ1=0.Pourn≥3etkcomprisentre1etn−2,enchoisissantunensembledekpointsﬁxesdansIn,ilyaδn−kdérangementspossiblespourlesn−kpointsrestantsetcommeilyankfaçonsdechoisirceskpointsﬁxes,onacard(Sn,k)=nkδn−k.Théorème1.5.Pourtoutn∈N,onan!=nk=0nkδketδn=n!nk=0(−1)kk!.Preuve.Pourn=0c’estclairvulesconventions0!=δ0=1.Pourn≥1,enutilisantlapartitionSn=nk=0Sn,k,onobtient:n!=card(Sn)=nk=0card(Sn,k)=nk=0nkδkpuis,enutilisantlaformuled’inversiondePascal,onendéduitque:δn=nk=0(−1)n−knkk!=n!nk=0(−1)kk!
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10OutilsensemblistesetdénombrementsRemarque1.1Pourtoutentiernatureln,ona1e=+∞k=0(−1)kk!=δnn!+Rn,où|Rn|=+∞k=n+1(−1)kk!≤1(n+1)!(majorationdurested’unesériealternée).Ilenrésulteque,pourtoutn≥2,ona:n!e−δn=n!|Rn|≤1n+1<12donc−12<n!e−δn<12etenconséquence,δn<n!e+12<δn+1,cequiimpliquequeδn=n!e+12∼n→+∞n!e.Pourn=1,onaδ1=0=E1e+12.L’expressiondeδnobtenueaveclethéorèmeprécédentpeutseretrouverenutilisantlaformuledePoincarésurlescardinaux(exercice1.12).Ellepeutaussiseprouverparrécurrence(exercice1.14)ouenutilisantunesériegénératrice(exercice1.15).1.2.2Nombredesurjectionsd’unensembleàpélémentssurunensembleànélémentsPourtoutcouple(p,n)d’entiersnaturelsnonnuls,ondésigneparup,nlenombred’applicationssurjectivesdel’ensembleIpsurl’ensembleIn(ouplusgénéralementd’unensembleàpélémentssurunensembleànéléments)enconvenantqueup,0=0pourtoutentiernaturelnonnulp.SiϕestunesurjectiondeIpsurIn,onanécessairementp≥n,(théorème1.2),doncup,n=0pourn>p.L’uniqueapplicationdeIpsurI1étantsurjective,onaup,1=1ettoutesur-jectiondeInsurInétantbijective,onaun,n=n!Théorème1.6.Pourp≥n≥1,onanp=nk=0nkup,ketup,n=nk=0nk(−1)n−kkp.Preuve.Lenombred’applicationsdeIpdansInestcardIIpn=np.TouteapplicationϕdeIpdansInestsurjectivedeIpsurIm(ϕ)quiestunepartiedeInàkéléments,oùkestunentiercomprisentre1etn.Pourkﬁxéentre1etn,ilyaup,ksurjectionspossiblesdeIpsurunepartieAdeInàkélémentsetcommeilyankfaçonsdechoisirunetellepartieA,celanousdonnenkup,ksurjectionspossiblesdeIpsurunepartiedeInàkéléments,doncuntotaldenk=1nkup,k
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Quelquesclassiquesdénombrements11applicationspossiblesdeIpdansIn.Aveclaconventionup,0=0,ondéduitquenp=nk=0nkup,k.Enutilisantlaformuled’inversiondePascal,onendéduitqueup,n=nk=0nk(−1)n−kkp.L’expressiondeup,nobtenueaveclethéorèmeprécédentpeutaussiseprouverenutilisantunesériegénératrice(exercice1.16).Pourp=n,onretrouvebienlenombredebijectionsun,n=n!;pourp=n+1onaun+1,n=n2(n+1)!;pourp=n+2,onaun+2,n=n(3n+1)24(n+2)!(exercice1.16).1.2.3Nombredepartitionsd’unensembleànélémentsPourtoutn∈N∗,ondésigneparβnlenombredepartitionsdeIn(nombresdeBell)etonconvientqueβ0=1.Onaparexemple,I1={1}etβ1=1;I2={1,2}={1}∪{2}etβ2=2;I3={1,2,3}={1}∪{2,3}={1}∪{2}∪{3}={1,2}∪{3}={1,3}∪{2}etβ3=5.Lemme1.2Pourtoutn∈N∗,onaβn+1=nk=0nkβk.Preuve.OndésigneparEn+1l’ensembledetouteslespartitionsdeIn+1etonlepartitionneenEn+1=nk=0En+1,k,oùEn+1,kestl’ensembledetouteslespartitionsdelaformeIn+1=J1∪···∪Jp,oùlesous-ensembleJpdeIn+1contientn+1etestdecardinalk+1.ChoisirJprevientàchoisirunepartieàkélémentsdansIn,cequidonnenkpossibilitésetpourJpchoisi,ilyaβn−kpartitionspossiblesdeIn+1\Jp.Onadonccard(En+1,k)=nkβn−ket:βn+1=nk=0nkβn−k=nj=0nn−jβj=nj=0njβjLemme1.3Pourtoutn∈N∗,onal’encadrement(n−1)!≤βn≤n!Preuve.Onaβ0=β1=1,doncl’inégalitéβn≤n!estacquisepourn=0,1.Lasupposantacquisejusqu’aurangn≥1,ona:βn+1=nk=0nkβk≤nk=0n!k!(n−k)!k!=nk=0n!(n−k)!≤(n+1)n!=(n+1)!
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12OutilsensemblistesetdénombrementsMontronsensuitequeβ2n≥(n−1)!pourn≥1.Ona:βn+1=nk=0nkβn−k≥n1βn−1=nβn−1donc:β2p+1≥(2p)β2p−1≥(2p)(2(p−1))β2p−3≥···≥(2p)(2(p−1))···(2)β1=2pp!et:β2p≥(2p−1)β2(p−1)≥(2p−1)(2p−3)β2(p−2)≥···≥(2p−1)(2p−3)···(1)β1=(2p)!2pp!Ilenrésultequeβ22p+1≥β2p+1β2p≥2pp!(2p)!2pp!=(2p)!et:β22p≥β2pβ2p−1≥(2p)!2pp!2p−1(p−1)!=(2p)!2p=(2p−1)!Onaauﬁnal,l’encadrement(n−1)!≤βn≤n!Théorème1.7.FormuledeDobinskiPourtoutn∈N∗,onaβn=1e+∞k=0knk!.Preuve.Deβnn!≥un=(n−1)!n!etlimn→+∞un+1un=limn→+∞nn+11√n=0,ondéduitquelasérieentièreβnn!xnaunrayondeconvergenceinﬁni.Onnotef(x)sasomme.OnaleproduitdeCauchydessériesentières:f(x)ex=+∞n=0βnn!xn+∞n=01n!xn=+∞n=0nk=0βkk!1(n−k)!xn=+∞n=01n!nk=0nkβkxn=+∞n=0βn+1n!xn=+∞n=1βn(n−1)!xn−1=f′(x)Ilenrésulteque:∀x∈R,f(x)=λe∫exdx=λeexavecf(0)=β0=1=λe,cequinousdonneλ=1eetf(x)=1eeex=eex−1.Pourtoutréelx,ona:eex=+∞k=0ekxk!=+∞k=01k!+∞n=0(kx)nn!
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Quelquesclassiquesdénombrements13Comme(k,n)∈N2(k|x|)nk!n!=ee|x|<+∞,lasériedouble(k,n)∈N2(kx)nk!n!estabsolu-mentsommableetonpeutécrirequeeex=+∞n=0+∞k=0knk!xnn!et:f(x)=+∞n=0βnxnn!=1eeex=1e+∞n=0+∞k=0knk!xnn!cequinousdonneβn=1e+∞k=0knk!pourtoutn∈N.1.2.4Nombredepartitionsd’unensembleànélémentsenkpartiesPourn∈N∗ettoutentierkcomprisentre1etn,onnoteSn,klenombredepartitionsdeIn={1,···,n}enkparties.OnconvientqueSn,0=0etS0,0=1.LesSn,ksontlesnombresdeStirlingdedeuxièmeespèce.L’uniquepartitiondeInennpartiesestIn=nj=1{j},doncSn,n=1.LenombredepartitionsdeInestβn=nk=0Sn,k.Lenombreun,kdesurjectionsdeInsurIkpeuts’exprimerenfonctiondunombredeStirlingSn,kThéorème1.8.Pourtoutn∈N∗ettoutentierkcomprisentre1etn,lenombredesurjectionsdeInsurIkestun,k=k!Sn,k.Preuve.PourtoutesurjectionfdeInsurIk,onalapartitionIn=kj=1f−1{j}.Réciproquement,àtoutepartitionIn=kj=1Aj,onpeutassocierlasurjectionfdeInsurIkdéﬁnieparf(i)=jpourtoutj∈{1,···,k}ettouti∈Aj.Commeilyak!bijectionsde{A1,···,Ak}surIketSn,kpartitionsdeInenkparties,onendéduitqueun,k=k!Sn,k.Duthéorèmeprécédent,ondéduituneexpressiondesnombresdeBellβn.
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14OutilsensemblistesetdénombrementsCorollaire1.1.EnnotantSn=nk=0(−1)kk!pourtoutn∈N∗,ona:βn=nk=1Sn−kknk!Preuve.Pourtoutn∈N∗,ona:nk=1Sn−kknk!=nk=1n−kj=0(−1)jj!knk!=nk=1n−kj=0(−1)jk+jkkn(k+j)!=nk=1ni=k(−1)i−kikkni!=1≤k≤i≤n(−1)i−kikkni!=ni=11i!ik=1(−1)i−kikkn=ni=1un,ii!=ni=1Sn,i=βnThéorème1.9.Pourtoutentiern≥2ettoutentierkcomprisentre1etn−1,onaSn,k=Sn−1,k−1+kSn−1,k.Preuve.Pourk=1,ona1=Sn,1=Sn−1,0+Sn−1,1.Pourk≥2,siIn=kj=1AjestunepartitiondeInenkparties,ilyaalorsdeuxpossibilités,soitl’undesAiestégalà{n}etdanscecaskj=1j̸=iAjestunepartitiondeIn−1enk−1parties,cequidonneSn−1,k−1possibilités,soitaucundesAin’estégaleà{n}etdanscecasnestdansl’undesAi(kpossibilités),desorteque(Ai\{n})∪kj=1j̸=iAjestunepartitiondeIn−1enkparties(commeAi={n},ilaaumoinsdeuxéléments),cequidonnekSn−1,kpossibilités.Onadonclarelationderécurrence,Sn,k=Sn−1,k−1+kSn−1,k.LethéorèmeprécédentnousdonneuneformulederécurrencepourlenombredesurjectionsdeInsurIk:un,k=k!Sn,k=k((k−1)!Sn−1,k−1+k!Sn−1,k)=k(un−1,k−1+un−1,k)pourn∈N∗et1≤k≤n.
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