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Introduction
Cetouvragecontientl’algèbrelinéaireougénérale,lathéoriedesgraphesetlesprobabilitéscourammentétudiéesdanslesannéesL1L2desUniversitésetdanslesdeuxannéesdesclassespréparatoires.Ilestforméde62ﬁches,cequel’onap-pelaitautrefoischapitres,contenantchacunelecoursavecdenombreuxexemplesetdesexercicescorrigés.LasectionAlgèbreestdécoupéeentroisgrandespar-ties:polynômesetoutilsgénéraux,algèbrelinéaireetbilinéaire,arithmétiqueetgroupes.L’ouvragesepoursuitparunepartieconsacréeàlathéoriedesgraphesnonorientés,jusqu’auxparcoursparticuliers,grapheshamiltoniens,grapheseulé-riens,parcoursdemoindrecoût.Ilsetermineparunepartieconsacréeauxpro-babilitésﬁnies,discrètesoucontinues,aveclesloisclassiques,ainsiquelestestsd’hypothèsesstandards(loibinomiale,normale,exponentielle,Poisson,Student,χ2,Fisher),etuneétudesimpliﬁéedeschaînesdeMarkov.Pourcettedernièrepar-tie,onrappellequelemot«événement»s’écritaussi«évènement»,etquelesdeuxécrituresvontsecroiser.LesprérequissontsimplementceuxduLycée,TerminaleSouES.Sonoriginalitéetsamodernitéviennentdesesdeuxsupports,papieretenligne.Lecoursetcertainsexercicesimmédiatsetvitaux,ilyena206,sontsurlesupportpapier,maischaqueﬁcherenvoieàdesdonnéesenligne:certainsexemplesetcertainsexercicesavecleurscorrigés,ilyena134,ontétérenvoyésenligne.Ilenvademêmedelagrandemajoritédesdémonstrations,renvoyéesenligne.L’ouvragecontientaussi24grandsproblèmesrécapitulatifs,entièrementrenvoyésaussienligne.Environ20%ducontenudel’ouvragesetrouveainsienlignedansdesﬁchiersPDF.Cettepartieenlignecontient,dumoinspourlesprobabilitésettestsd’hypothèse,denombreusessimulationsinformatiquesécritesdefaçontrèssimpleavecunlogicielgratuit.Cettepartieenlignerépondàuneexigenceactuelle,unlivredemathématiquesnepeutplusêtreentièrementsursupportpapier,etdoitutiliserlesoutilsdesnouvellestechnologiesetleslogicielsmodernesquiremplacentlescalculsfaitsautrefoisàlamain.Cesrenvoisenligneincitentlelecteuràunecuriositénouvelleetàutiliserlesnouvellestechnologiesdel’information.Parailleurs,lestextesenlignesontaussipluscolorés,plusaérésetconviviaux,puisquelacontraintedunombredepagesetdescouleursn’aplusgrandeimportance.Cettegrandepartieenlignepermetaussid’allégerl’ouvragepapier,lerendantplusmaniable.Attention,lesrenvoisenligneconcernentdesnotionsaussiimportantesquecellesexposéessurpapierdansl’ouvrage.Lesexemplesetlesexercicesenlignenesontnidesévidencestropsimples,niaucontrairedesexercicestropcompliquésquiseraientuniquementdescompléments.Cesontdesexemplesetexercicescommelesautres.Onlevoittrèsbienàleurnumérotationdanschaqueﬁche:ellerespecteunealternanceentrelesnumérossurpapieretlesnumérosenligne.Certainesﬁchesontd’ailleursplusd’exercicesenlignequesurpapier.Certainesdémonstrationscourtesàlireimpérativementenmêmetempsquel’énoncéduthéorèmesetrouventdanslaﬁchedecours,surpapier.LesgrossesIntroduction|1
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démonstrations,pluslonguesouquipeuventattendreunpeupourlacompréhen-sionduthéorème,sontsystématiquementenligne.D’unefaçongénérale,cettedoubledécoupedel’ouvragedoittitillerlelecteuretl’inciteràadopterlesdeuxdémarches,uneapprochevisuelleinstantanéesurpa-pieretunerecherche(trèsrapideenpratique)enligne.Unmoded’emploitrèsdétaillédel’accèsenligneestdonnéaprèscetteintroduc-tionglobale.Iln’yapasd’ordreimposéparunquelconqueprogrammeoﬃciel,commec’estlecasdansl’enseignementsecondaire.L’ordrerespecteiciunelogiquelinéairedeprogressiondesdiﬃcultés,maisn’ariendestrict.Enparticulier,l’arithmétiqueetl’algèbregénéraleetlesgraphes,quisetrouventenﬁndevolume,n’ontpasdevocationàêtreétudiésspécialementenannéeL2,maissontsouventabordéesenL1danscertainesuniversités.Parexemple,lespolynômes,notionfondamentale,sontrépartissurtroisﬁches:audébutduvolumesetrouvelesdéﬁnitionsvitalesdontonabesoindanstoutel’al-gèbre(opérations,racines,multiplicité,factorisationetthéorèmeded’Alembert…).Lanotiondepolynômespremiersentreeuxestrenvoyéeautiersduvolume,pourêtreutiliséedanslespolynômesd’endomorphismeetlaréductiondesmatrices.LanotiondePGCDsetrouveaudébutdel’algèbregénérale,exposéedansuneﬁcheregroupantcettenotiondedivisibilitédespolynômesaveccelledesentiersrela-tifs,puisquecesontdeuxfoislesmêmesnotions,simplementdansdeuxanneauxdiﬀérentsmaistrèssemblables.Lesfractionsrationnellessontexposéesenﬁche4,endébutdevolume,essentiellementpourpouvoirlesdécomposerenélémentssimplesetdansl’optiquedeleurutilisationdanslecalculdesprimitives,etdoncenanalyse.L’analyseestl’objetdusecondvolumedelacollection,danslamêmeoptiquedelaversionpapieretdecelleenligne.LevolumecontientcertainesnotionsmarquéesASPL ,àsauterenpremièrelec-ture.Ils’agitdecomplémentsquisontintéressantsdansl’optiquedelapoursuited’étudesenannéeL3demathématiquesoubiendesimpleculturegénérale.CenesontpasdesnotionsbasiquesdevantêtremaîtriséesenL1L2.Unformulairesetrouveenﬁndevolume.Ilcontientlesgrandesformulesclassiquesàmaîtriserabsolumentenalgèbrecommeenanalyse,lamajoritéd’entreellesve-nantduLycée.IlcontientaussiunelistedesinstructionsbasiquesdulangageXcas(logicielgratuitàtélécharger),langagequiestutilisépoureﬀectuerdescalculsoudessimulationsprobabilistes.Laﬁche53,parailleurs,estentièrementconsacréeàlasyntaxedesgrandesloisdeprobabilitésimplémentéesdansleslogicielsouta-bleursExcel,OpenOﬃceetXcas.Ceslogicielsremplacentlestablesnumériquesd’autrefois,maislamanipulationantérieurenedoitpasêtreignorée:parexemple,latabledelaloinormalecentréeréduite,trèsfaciled’utilisationetdontcertainesvaleursdoiventêtreconnuesparcœur,aétéconservée.Àtitredecomparaisonimagée,lacalculatricenepeutpasremplacerlamaîtriseducalculmental.2|Introduction
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Descriptif
des
ressources
en
ligne
Letextepapiercontientlecours,avecdesexemples,certainessimulationsinfor-matique,lesénoncésdesthéorèmes,certainesdémonstrationsetdesexercices.Lapartieenlignecontientcertainsexemples,lamajoritédessimulationsinforma-tiques,lamajoritédesdémonstrations(lespluslongues),certainsexercicesetlesproblèmesrécapitulatifs.Àchaqueﬁchepapiersontaprioriassociéesdeuxﬁchiersenligne,uncontenantlesexempleset/oulessimulationset/oulesdémonstrations,lesecondcontenantlesexerciceset/oudessimulationsrenvoyésenligne.Lesﬁchesnecontiennentpastoutesàlafoisdesexemplesenligne,desdémonstra-tionsenligneetdesexercicesenligne,celadépenddechaquecontenupédago-gique.Ilyadoncapriorideuxlienspourchaqueﬁche,maisilyaaussidesﬁchesavecuneseuleressourceenligneetquelquesﬁchessansaucuneressourceenligne.L’existencederessourcesenligneauniveauducourset/ouauniveaudesexercicesestindiquéeparlestextesJ’apprendsenlignepourlapartiecourset/ouJem’en-traîneenlignepourlesexercices.J'apprendsenligne→(LienetQRcodeindiqués)Celienconcernelapartie«cours»,etorienteverslesexemples,lesdémonstrationsetleséventuellessimulationsinformatiquedelapartiecoursdelaﬁche.IlestdonnéendeuxièmepagedelaﬁcheparuneadresseetunQRcode.Danslecourantdelapartie«cours»delaﬁche,pourchaqueexempleoudé-monstrationousimulationconcernés,uneindicationrenvoieverslecomplémentenligne,sansrappelercetteadresse.Ils’agitde:Exemple3enligneCetteindicationrenvoieversl’exemple3delaﬁchecourante,quisetrouvedoncenligne.Touslesexemplesrenvoyésenligned’unemêmeﬁchesetrouventenpremièrepageduﬁchierPDF«coursenligne»associéàlaﬁche.Ilssontclassésparordredenuméros,àsavoirl’ordredelaprogressionducours.DémonstrationenligneCetteindicationrenvoieversladémonstrationd’unrésultat,clairementidentiﬁéparlemêmetitre/numérodethéorèmedanslaﬁchepapieretdansleﬁchierPDFenligne.Lesdémonstrationssontaussidansl’ordredelaprogressionducours,etsituéesaprèslapagedesexemples.UnesimulationXcasestdonnéeenligneCerenvoi,moinsfréquentquelesprécédents,indiquequ’unpointdel’ouvragepapierestillustréparunesimulationinformatiquedonnéeenligne.EllesetrouvedansleﬁchierPDF«cours»accessibleparleliendonnéendébutdeﬁche.Descriptifdesressourcesenligne|3
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Jem'entraîneenligne→(LienetQRcodeindiqués)exercicessupplémentaires(numérosindiqués)Lasecondepartiedechaqueﬁchepapierestconsacréeauxexercices,avecd’abordlesénoncésetensuitelescorrigés.LesexercicesrenvoyésenlignesontdansunﬁchierPDFaccessibleparlelienetleQRcodeindiquéscommeci-dessusentêtedelapagedesénoncés.Lesnumérosdesexercicesenlignesontprécisésdanslasecondeligne«exercicessupplémentaires».Prenons(parexemple)lecasdel’indication«exercicessupplémentaires3,5»pla-céeentêtedelalistedesexercices:ellerenvoieverslesexercices3et5enlignedelaﬁchecourante.Danslecasoùlaﬁchecompte(parexemple)autotal8exercices,lesnuméros3et5sontrenvoyésenligne,ettoutelanumérotationestconservéedanslaversionpapier(quicontientdonclesexercicesnumérotés1,2,4,6,7,8)commeenligne(lesdeuxexercicessontnumérotés3et5).L’idéeestdesituerlesexercicesdansunemêmeprogressionpédagogique,pourbienmon-trerquelesexercicesenlignenesontpasplusdiﬃcilesqueceuxsurpapier,nidesimplescompléments.UnesimulationXcasestdonnéeenligneCertainsexercicesduvolumepapiersontaussiillustrésparunesimulationenligne,quisetrouvedansleﬁchierdesexercicesenlignedelaﬁche.Cetteindicationsetrouve,danslevolumepapier,auniveaudel’énoncéouducorrigéd’unexercice.Problèmesrécapitulatifs→Les24problèmesrécapitulatifsdel’ouvragesontstockés,énoncésetcorrigés,dansunmêmeﬁchierPDF,appeléﬁche62etdontl’accèsestpréciséàlaﬁndelapagesuivante«Seconnecterauxressourcesenligne».4|Descriptifdesressourcesenligne
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VoicicommentaccéderàunﬁchierPDFsetrouvantenligne.Prenonsl’exempledelaﬁche50,àquiestassociéunﬁchierPDFcontenantlesexempleset/oulessimulationset/oulesdémonstrationsenlignedelaﬁcheetunﬁchierPDFcontenantlesexerciceset/ousimulationsenlignedecettemêmeﬁche.Ceseralemêmeprincipepourtouteslesautresﬁches.AccèsauﬁchierDMAlgebre50du«cours»:leﬁchierPDFdesexemples,démons-trationsetéventuellessimulationsenlignedelapartie«cours»delaﬁche50s’ap-pelleDMAlgebre50.Onyaccèdeentapant,danslabarredesadressesdunaviga-teur:www.lienmini.fr/dmalgebre50oubienonscanneleQRcodequisetrouveendeuxièmepagedelaﬁche50danslevolumepapier.Lelienci-dessusestaussirappeléendeuxièmepagedelaﬁche.AccèsauﬁchierEXAlgebre50desexercices:leﬁchierPDFdesexercicesetleurssimulationsenlignedelaﬁche50s’appelleEXAlgebre50.Onyaccèdeentapant,danslabarredesadressesdunavigateur:www.lienmini.fr/exalgebre50oubienonscanneleQRcodequisetrouveentêtedesexercicesdelaﬁche50danslevolumepapier.Lelienci-dessusestaussirappeléaudébutdelapagedesénoncésdesexercices.D'unefaçongénérale:Toutrenvoienlignesetrouvantdanslapartie«cours»d'uneﬁcheestaccessibleàpartirdulien/QRcodeplacéendeuxièmepagedelaﬁche.Toutrenvoienlignesetrouvantdanslapartie«exercices»d'uneﬁcheestaccessibleàpartirdulien/QRcodeplacéentêtedelapagedesénoncésdesexercices.Accèsauxproblèmesrécapitulatifs:leﬁchierPDFdesproblèmesenligneduvo-lumes’appelleProblemesAlgebre.Onyaccèdeentapant,danslabarredesadressesdunavigateur:www.lienmini.fr/problemesalgebreoubienenscannantleQRcodesuivant:Seconnecterauxressourcesenligne|5
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Ensembles
et
applications,
structures
algébriques
[MOTS-CLÉS:QUANTIFICATEURS,APPLICATION,RESTRICTION,IMAGEDIRECTE,RÉCIPROQUE,INJECTION,SURJECTION,BIJECTION,LOIDECOMPOSITION,ASSOCIATIVITÉ,ÉLÉMENTNEUTRE,INVERSE,COMMUTATIVITÉ,GROUPE,ANNEAU,CORPS,SOUS-GROUPE]EetFsontdeuxensemblesnonvidesquelconques.UneapplicationfdeEdansFestunprocédéquelconqueassociantàtoutélémentdeEununiqueélémentdeF.RappelonsqueNdésignel'ensembledesentiersnaturels,Zceluidesentiersrelatifs,Qceluidesrationnels(quotientsdedeuxentiers),RlesnombresréelsetClesnombrescomplexes.Laﬁcheprésenteensuitelesstructuresimportantesdegroupe,d'anneauetdecorps,maissansentrerdanslesdétails.Desﬁchesd'algèbreleurserontconsacréesplusloin.Quantiﬁcateurs1
Onestsouventconfronté,dansunensembleEàl’unedesdeuxsituations«pourtoutélémentxdeE,alors»ou«ilexisteaumoinsunélémentxdeEtelque».Lesdeuxexpressions«pourtout»et«ilexisteaumoins»s'appellentquantiﬁcateurs.Lepremiers'appellequantiﬁcateuruniverselets'écrit∀;leseconds'appellequantiﬁcateurexistentieletsenote∃.MéthodologieAulieude«pourtout»,onditaussi«quelquesoit».Onsecontentesouventdedire«ilexiste»aulieude«ilexisteaumoins».Maisce«aumoins»esttoujourssous-entendu.Exemple1:Laproposition«pourtoutréelx,onax2+3>0»s’écrit(∀x∈R)(x2+3>0).Exemple2:«ilexisteaumoinsunréelxtelque3x2−45x>467»s’écrit(∃x∈R|3x2−45x>467)oubien(∃x∈R)(3x2−45x>467).Letraitvertical|selit«telque».Lasecondeécritureestapriorimoinsdétaillée,maiselleestpratiquelorsquel’expressionsuivant«telque»estlongueetcompliquée.MéthodologieLessymboles∀et∃sontdesraccourcismathématiquesaumêmetitrequelessignes=ou≤.Lesquantiﬁcateurssontsouvent«imbriqués»,parexemple:(∀x∈···)(∃y∈···)(telque···)Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|7
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J’apprendsenlignewww.lienmini.fr/dmalgebre1MéthodologieDansunetelleécriture,le«y»ensecondepositiondépenddu«x»enpremièreposition.Exemple3enligneOnpeutaussiavoir(∃x∈···)(∀y∈···)(telque···).Danscecas,le«y»nedépendpasdex,puisqu’ilseraquelconque.Exemple4:Lapropriété«lafonctionf:x→x+7sinxestminoréesur[1,5]»signiﬁe:ilexisteunréelm(dontneconnaîtaprioripaslavaleur)telque,pourtoutx∈[1,5]onaitf(x)≥m.Celasequantiﬁeen(∃m∈R)(∀x∈[1,5])(f(x)≥m).Exemple5enligneAttentionàl’ordredesquantiﬁcateurs,quandilssontimbriqués:–(∀x∈E)(∃y∈E)(P(x,y))signiﬁequepourtoutx∈Eonpeuttrouveraumoinsuny∈E(dépendantaprioridex)telquelapropriétéP(x,y)soitvraie.–Mais(∃y∈E)(∀x∈E)(P(x,y))signiﬁequ’ilexisteaumoinsuny∈EtelquelapropriétéP(x,y)estvraiepourtoutx∈E.C’esttotalementdiﬀérent.Cependant(∀x∈E)(∀y∈E)(P(x,y))signiﬁelamêmechoseque(∀y∈E)(∀x∈E)(P(x,y)),etonpeutaussiécrire(∀x,y∈E)(P(x,y)).MéthodologieﬁnaleLaquantiﬁcation(∀x∈E)(P(x))traduitquelapropriétéPestvraiepourtoutélémentdeE.Laquantiﬁcation∃x∈E|P(x),quis'écritaussi(∃x∈E)(P(x))traduitqu'ilexisteaumoinsunélémentdeEpourlequellapropriétéPestvraie.Quantiﬁcateursetnégation2
Lanégation(oucontraire)de«pourtoutxdeE,lapropriétéPestvraie»estévidemment«ilexisteaumoinsunélémentxdeEtelquePestfausse».Lecontrairede«ilexisteaumoinsunélémentxdeEtelquePestvraie»est«pourtoutxdeE,lapropriétéPestfausse».Lanégationde(∀x∈E)(P(x))est(∃x∈E|NonP(x)).Lanégationde(∃x∈E|P(x))est(∀x∈E)(NonP(x)).Exemple6:Lanégationde(∀x∈R)(x2−3x+2≥0)est(∃x∈R|x2−3x+2<0)ouencore(∃x∈R)(x2−3x+2<0).Exemple7:Lanégationde(∃x∈R|x2+1=0)est(∀x∈R)(x2+1=0).8|Ensemblesetapplications,structuresalgébriques
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CesdeuxexemplesetlalogiquecourantemontrentqueLecontrairede∀est∃etréciproquement.MéthodologieLefaitd'êtredansl'ensembleEneseremetpasencauselorsdelanégation.Restrictiond'uneapplicationàunepartiedeE3
SiA⊂EestunepartienonvidedeE,larestrictiondefàAestl'applicationdeAdansFdéﬁnieparx∈A→f(x).Exemple8:SoitE=F=R,etfdéﬁnieparf(x)=|x2−1|.LarestrictiondefàA=[−1,1]estl’applicationdeAdansRdéﬁnieparx→1−x2.MéthodologieLarestrictiondefàAsenotesouventf|AIlneseraitpascorrectdecontinueràlanoterf.Imagedirecte,imageréciproqued'unepartieparf:E→F4
SoitAunepartiedel’ensembleEdedépart.L'ensembledesf(a)lorsqueadécritAs'appelleimagedeAparf:c'estunepartiedeF.Onnotef(A)={f(a)|a∈A}.Exemple9:Soitf:R→Rdéﬁnieparf(x)=x2.PourA=[0,3],onaf(A)=[0,9];pourA=[−2,3]ouA=[−3,1],onatoujoursf(A)=[0,9],commelemontreuneétuderapidedelafonctioncarrésurR.Exemple10enligneSoitBunepartiedel’ensembled’arrivéeF.L'imageréciproquedeBparfestlapartief−1(B)del'ensembleEdedépartforméedesxtelsquef(x)∈B:f−1(B)={x∈E|f(x)∈B}.Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|9
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DangerdelanotationLanotationf−1(B)n'arienàvoiraveclefaitquefsoitounonunebijectiondeEsurF,notionquiseradétailléeàpartirduparagraphe8.Exemple11:SoitE=[−π,π],F=R,B=[1/2;1]etflafonctioncosinus.Lesvariationsmontrentquef−1(B)=[−π/3;π/3].Exemple12:AveclafonctioncarréedeRdanslui-même,onaf−1([4,9])=[−3,−2]∪[2,3]etf−1([−74,4])=[−2,2].SiA1⊂A2dansE,alorsf(A1)⊂f(A2).SiB1⊂B2dansF,alorsf−1(B1)⊂f−1(B2).Onretiendraﬁnalementlesrelationsentrelesimagesdirectesouréciproquesdepartiesetlesopérateursderéunionetd’intersection:f(A1∩A2)⊂f(A1)∩f(A2)f−1(B1∩B2)=f−1(B1)∩f−1(B2)f(A1∪A2)=f(A1)∪f(A2)f−1(B1∪B2)=f−1(B1)∪f−1(B2)Cespropriétéssontdémontréesenexercice.Elless’étendentàuneintersectionouuneréuniond’unefamillequelconque,mêmeinﬁnie,departiesdeEetdeF.MéthodologieSeulel'imagedirected'uneintersectionposeunproblème.Sinon,toutestnaturel,avecdeségalités.Compositiondesapplications5
SoitfuneapplicationdeEdansFetguneapplicationdeFdansG.L'applicationdeEdansGassociantàchaqueélémentx∈El'élémentg(f(x))deGs'appellecomposéedefparg,etsenoteg◦f.Exemple13:Soitf:R→[−1,1]déﬁnieparf(x)=cosxetg:[−1,1]→Rdéﬁnieparg(x)=2x2−1.Lacomposéeg◦festuneapplicationdeRdansRdéﬁnieparg◦f(x)=g(f(x))=g(cosx)=2(cosx)2−1=cos2x,d’aprèslesformulesclassiquesdetrigonométrie.Exemple14:Aveclesnotationsdel’exemple13,lacomposéef◦gestl’applicationde[−1,1]dans[−1,1]déﬁnieparf◦g(x)=f(2x2−1)=cos(2x2−1).10|Ensemblesetapplications,structuresalgébriques
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Exemple15enligneMéthodologieMêmedanslescasoùlescomposéesf◦getg◦fontunsenstouteslesdeux,onagénéralementf◦g=g◦f.Attentionàl'ordredecompositiondesapplications.Lacompositiondesapplicationsestassociative:Soientf:E→F,g:F→G,h:G→H.Onatoujoursf◦(g◦h)=(f◦g)◦h.Cecidécouledesdéﬁnitionsf◦(g◦h)(x)=f[(g◦h)(x)]=fg(h(x))=(f◦g)(h(x))pourtoutx∈E.ApplicationinjectivedeEdansF6
Onditquef:E→FestinjectivelorsquedeuxélémentsdistinctsdeEontdesimagesdistinctesparf:x1=x2impliquef(x1)=f(x2).Onpeutaussidirequel’égalitéf(x1)=f(x2)impliquex1=x2.MéthodologiePourtouty∈F,l'équationf(x)=yadmetaumaximumunesolutionxdansE.OnditaussiquefestuneinjectiondeEdansF.Exemple16:L’applicationfdeRdans[−1,1]déﬁnieparf(x)=cosxn’estpasinjective.Eneﬀet,onaf(0)=f(2π).Exemple17:Parcontre,lecosinusestuneapplicationinjectivede[0,π]dans[−2,1]:pour−2≤y≤1,l’équationy=cosxadmetsoitaucunesolutionsoituneuniquesolutionxappartenantà[0,π].Exemple18.aenligneMéthodologieetPhilosophieVial'injectionf,l'ensembled'arrivéeFcontientunecopieﬁdèledel'ensemblededépartE,àsavoirl'ensembledesf(x)quandxdécritE.CommeilyadelaplacedansFpourmettreunecopiedeE,l'ensembled'arrivéeFest«plusgros»quel'ensembleEdedépart.Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|11
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Écrireladéﬁnitiond’uneapplicationinjectiveenutilisantlesquantiﬁcateurs,neprésentequepeud’intérêt:∀x1,x2∈Ex1=x2=⇒f(x1)=f(x2)ou∀x1,x2∈Ef(x1)=f(x2)=⇒x1=x2.ApplicationsurjectivedeEsurF7
Onditquef:E→FestsurjectivelorsquetoutélémentdeFestl'imaged'aumoinsunélémentdeEparf.Exemple19:LecosinusestuneapplicationsurjectivedeR(oude[0,2π])sur[−1,1].L’applicationcarréx→x2n’estpasunesurjectiondeRsurR,puisquelesréelsnégatifsnesontpaslescarrésderéels.Maisc’estunesurjectiondeRsur[0,+∞[,puisquetoutréelpositifounulestlecarréd’aumoinsunréel.MéthodologieLasurjectivitésequantiﬁeen(∀y∈F)(∃x∈E|y=f(x)).Pourtouty∈F,l'équationf(x)=yadmetaumoinsunesolutionxdansE.Untelx∈Eestappeléantécédentdey.OnditaussiquefestunesurjectiondeEsurF.Exemple18.benligneBijectiondeEsurF8
Onditquef:E→Festbijectivequandelleestàlafoisinjectiveetsurjective.Autrementdit,toutélémentdeFestimaged'unetd'unseulélémentdeE.Exemple20:Lecosinusestunebijectionde[0,π]sur[−1,1].Eneﬀet,toutedroitehorizontaley=mavec−1≤m≤1coupeuneetuneseulefoislacourbeducosinusentre0etπ.MéthodologieLaqualité«surjectif»assurel'existenced'aumoinsunantécédentàtouty∈F,etlaqualité«injectif»assuresonunicité.Exemple21:Soitfdéﬁnieparf(x)=x3−x2+4x−7.UneétudedefonctionmontrequefestunebijectiondeRsurlui-même(elleeststrictementcroissantede−∞à+∞.)12|Ensemblesetapplications,structuresalgébriques
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Bijectionréciproque9
SoitfunebijectiondeEsurF.Toutélémenty∈Eestl’imaged’ununiqueélémentx∈E.OnpeutdoncdéﬁniruneapplicationdeFdansE,associantàtouty∈Fsonantécédentx∈E:Théorème1.L'applicationf−1deFdansEassociantàtoutélémenty∈FsonuniqueantécédentparfestunebijectiondeFsurE.Onax=f−1(y)sietseulementsiy=f(x).C'estunebijectiondeFsurE,appeléebijectionréciproquedef,etellevériﬁelesrelations(∀x∈E)(f−1[f(x)]=x)et(∀y∈F)(f[f−1(y)]=y).DémonstrationenligneExemple22:Lafonctionf:x→x2+1estunebijectionde[0,+∞[sur[1,+∞[.Eneﬀet,pourtouty≥1,l’équationy=x2+1admetuneetuneseulesolutiondans[0,+∞[,àsavoirx=√y2−1.Labijectionréciproquef−1estdéﬁniesur[1,+∞[,àvaleursdans[0,+∞[etestdécrite,enmettantplutôtlalettrexcommevariable,parf−1(x)=√x2−1.MéthodologieLavariablededépartd'uneapplicationestplussouventnotéexquey,surtoutdanslesfonctions!EnnotantIEl’applicationidentitédeE,déﬁnieparIE(x)=xpourtoutx∈E,etdemêmepourIF,onpeutaussiécriref◦f−1=IFetf−1◦f=IE,enutilisantlanotationdelacomposition.DanslecasparticulieroùfestunebijectiondeEsurlui-même,onaf◦f−1(x)=f−1◦f(x)=xpourtoutxdeE.Exemple23:f:x→2x−1estunebijectiondeRsurlui-même,dontlabijectionréciproqueestdéﬁniesurRparf−1(x)=(x+1)/2.Voicideuxrésultatsévidentspardéﬁnition:–Onaf−1−1=f:labijectionréciproquedelabijectionréciproqueestlafonctioninitiale.–SifestunebijectiondeEsurFetgunebijectiondeFsurG,alorslacomposéeg◦festunebijectiondeEsurG,etona(g◦f)−1=f−1◦g−1.Loidecompositioninternedansunensemble10
Uneloidecompositioninterne∗dansunensemblenonvideEestunprocédéassociantàdeuxélémentsquelconquesx,ydeEunnouvelélémentnotéx∗y.C’estuneapplicationdeE×EdansE.Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|13
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Exemple24:L’addition«+»dansZouQouRouCestuneloidecompositioninterne.Ilenvademêmedelamultiplication«×».Dansl’ensembleEdesbijectionsd’unensembleFdanslui-même,lacomposition«◦»estuneloidecompositioninterne.Laloidecompositioninterne∗estditeassociativequandona(x∗y)∗z=x∗(y∗z)pourtousx,y,zdeE.Exemple25:Lestroisloisdecompositioninterne«+,×,◦»del’exemple24sontassociatives.MéthodologieUneloidecompositioninternenonassociativeneprésenteaucunintérêt.Unélémentneutrepourlaloidecompositioninterne∗estunélémente∈Etelquex∗e=e∗x=xpourtoutxdeE.MéthodologieL'élémentneutre,s'ilexiste,estnécessairementunique.Eneﬀet,sieete′sontneutres,onae∗e′=e=e′pardéﬁnition.Exemple26:Pourlesadditionsdel’exemple24,l’élémentneutreestle«0»clas-sique;pourlamultiplication,ils’agitdu«1»toutaussiconnu.Pourl’ensembledesbijectionsd’unensembleFdanslui-même,ils’agitdel’applicationidentitédéﬁnieparIF(x)=xpourtoutx∈F.SoitEmunid’uneloidecompositioninterne∗etd’unélémentneutree.Onditqu’unélémentx∈Eestinversiblequandilexisteunélémenty∈Etelquex∗y=y∗x=e.L’élémentyestl’inversedex,demêmequexestl’inversedey.MéthodologieSilaloidecompositioninterne∗estassociativeetadmetunélémentneutre,alorsl'inversed'unélément,quandilexiste,estunique.Eneﬀet,partonsdex∗y=y∗x=eetx∗z=z∗x=e.Ilvientz∗(x∗y)=z∗e=z,soit(z∗x)∗y=zouencoree∗y=z,àsavoirﬁnalementy=z.Onditque∗estcommutativelorsquex∗y=y∗xpourtousx,ydeE.Exemple27:Dansl’exemple24,l’additionetlamultiplicationsontcommutatives.Cen’estpaslecasdelacompositiondesbijectionsdeF:engénéral,onaf◦g=g◦f.14|Ensemblesetapplications,structuresalgébriques
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Structuredegroupe11
UngroupeestunensembleGmunid'uneloidecompositioninterne∗quiestassociative,quipossèdeunélémentneutre,etpourlaquelletoutélémentadmetuninverse.associativité:∀x,y,z∈G,x∗(y∗z)=(x∗y)∗zneutre:ilexistee∈Gtelquex∗e=e∗x=xpourtoutx∈Ginverse:(∀x∈G)(∃y∈G|x∗y=y∗x=e)Silaloi∗estcommutative,onditqueGestungroupecommutatifougroupeabélien.Exemple28:LesensemblesdenombresZ,Q,R,Cmunisdel’additionsontdesgroupesabéliens.L’élémentneutreestle«0»etl’inversedexs’appelleopposédex,etsenote−x.Exemple29enligneExemple30:L’ensembleGdesbijectionsdeFsurlui-mêmeestungroupenoncommutatifpourlaloidecompositiondesapplications,celledéﬁniepar(f◦g)(x)=f(g(x)).L’inversedef∈Gestlabijectionréciproquenotéef−1.PointNotationLaloidecompositioninterned'ungroupesenotesouventavecle«.»oule«×»demultiplication.Quandonlanote+,celasous-entendquelegroupeestcommutatif.Exemple31:Lesensemblesdepolynômesàcoeﬃcientsréelsouàcoeﬃcientscomplexessontdesgroupesabélienspourl’additiondespolynômes.Ilssontétu-diésenﬁches2et3.Exemple32enligneMéthodologieDansungroupenoncommutatif,ona(x.y)−1=y−1.x−1.Attentionàl'ordre!Structured'anneau12
UnanneauestunensembleAmunid'uneaddition«+»luiconférantunestructuredegroupeadditifcommutatif,etd'unemultiplication«.»associativeetdistributiveparrapportàl'addition,àsavoirvériﬁantpourtousx,y,zdeA:x.(y+z)=x.y+x.zet(y+z).x=y.x+z.x.Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|15
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Silamultiplicationestcommutative,onditquel’anneauestcommutatif.Siellepossèdeunélémentneutre«1»,onditquel’anneauestunitaire.Exemple33:Z,Q,R,Csontdesanneauxcommutatifsunitaires.Ilenvademêmepourl’ensembledespolynômessurQ,RousurC,commeonleverradanslaﬁche2.Exemple34enligneExemple35:L’ensembledetouteslesfonctionsdéﬁniessurRàvaleursdansR,estunanneauunitairecommutatifpourl’additionetlamultiplication,f+getf×gétantdéﬁniespar(f+g)(x)=f(x)+g(x)et(f×g)(x)=f(x)g(x),pourtoutx.Sileproduitdedeuxélémentsnonnulsesttoujoursnonnul,onditquel’anneauestintègre.Dansunanneaunonintègre,onpeuttrouverdeuxélémentsnonnulsdontleproduitestnul.Exemple36:Z,Q,R,Cetlesanneauxdepolynômessontintègres.Onconstruiraenﬁche6unanneaunonintègre,celuidesmatricescarréesdedimensionndonnée.Structuredecorps13
SoitAunanneauunitaire,etA∗=A\{0}l’ensembledesélémentsnonnulsdeA.OnditqueAestuncorpslorsque,enplusdelastructured'anneauunitaire,l'ensembleA∗estungroupepourlamultiplication.Exemple37:Q,R,Csontdescorps.Ilssontcommutatifs,puisquelamultiplicationestcommutative.MéthodologieUncorpsestunanneauunitairedanslequeltoutélémentnonnulauninverse.UncorpssenotegénéralementKouF(pourFieldenanglais).Exemple38:Zestunanneau,maisn’estpasuncorps.Eneﬀet,seuls±1ontuninversepourlamultiplication.Sous-groupe,sousanneau14
UnepartieHd’ungroupe(G,×)estunsous-groupedeGquandc’estencoreungroupepourlaloidecompositioninternedeG.PourcelailfautetilsuﬃtqueHsoitstablepourlaloi,àsavoir:∀x,y∈H,x×y∈Het∀x∈H,x−1∈H16|Ensemblesetapplications,structuresalgébriques


[image: background image]
[image: background image]
Maisonpeutallerplusvite:MéthodologieCecisecondenseen∀x,y∈H,x×y−1∈H.Silaloiestl’addition,cetteCNSs’écrit:∀x,y∈H,x−y∈H.Exemple39.a:L’ensembleGdespermutationsdeF={1,2,···,n},àsavoirl’en-sembledesbijectionsdeFsurlui-même,estungroupepourlacomposition◦desapplications.Exemple39.b:Lesous-ensembleHdeGformédespermutationsfvériﬁantf(1)=1estunsous-groupedeG.Eneﬀet,sifetgconserventle«1»,labijectionréci-proquef−1lefaitaussi,etilenestdemêmedelacomposéeg◦f−1.Exemple39.cenlignePlusgénéralement,unepartieHd’unanneau(oud’uncorps)Kestencoreunanneau(ouuncorps)lorsquelasommeetleproduitdedeuxélémentsdeHestencoredansH,etquel’opposé(etenplus,pouruncorps,l’inversed’unélémentnonnul)d’unélémentdeHestencoredansH.OnditqueHestunsous-anneau(ouunsous-corps)deK.Exemple40:Qestunsous-corpsdeRquiestunsous-corpsdeC.Lespolynômesàcoeﬃcientsréelsformentunsous-anneaudel’anneaudespolynômesàcoeﬃ-cientscomplexes.Complémentsdeculturegénérale15
Voiciquelquesrésultatsamusantsethorsprogrammesurlesbijections:ThéorèmedeCantor-Bernstein:s’ilexisteuneinjectiondeEdansFetuneinjectiondeFdansE,alorsilexisteunebijectiondeEsurF.Exemple41:SoitE=]0,1]etF=[0,1].L’applicationx∈E→x∈Festinjective.L’applicationx∈[0,1]→(x+1)/3estuneinjectiondeFdansE.Ilexistedoncunebijectionde]0,1]sur[0,1].Maiselleestdiﬃcileàexpliciter!IlexistedesbijectionsdeZsurN,etmêmedeQsurN.D’unecertainefaçonàpréciseraveclesensemblesinﬁnis,ilya«autant»denombresentiersquederationnels,bienquel’onaitenviededirequ’ilyabienplusderationnelsqued’entiers…Maisiln’existepasdebijectiondeRsurN:ilya«beaucoupplus»deréelsquedenombresentiersouderationnels.Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|17
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1
EXERCICES
Jem’entraîneenligneExercicessupplémentaires2,5,7,8,9www.lienmini.fr/exalgebre1Exercice1SoientA,Bdeuxpartiesd’unensembleE.ÉcrireavecdesquantiﬁcateursqueAestinclusedansB,ainsiquesoncontraire.Exercice3Traduireparunephrase«enbonfrançais»laquantiﬁcation:(∀a∈N)(∀b∈N∗)(∃q∈N)(∃r∈[0..b−1])(a=bq+r)Exercice4Prouverchacunedesquatreaﬃrmationsdelaﬁnduparagraphe5.OnseplaceraavecdesensemblesEetFquelconques,avecfquelconque.Pourf(A1∩A2),ondonnerauncontre-exemplesimplepourl’égalité;pourlesautres,onmontreraladoubleinclusion.Exercice6Soitn≥2entier.Montrerqu’iln’existepasdebijectiond’unensembleàn−1élémentssurunensembleànéléments.Onferaunerécurrencesurn.18|Ensemblesetapplications,structuresalgébriques
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1
C
ORRIGÉS
Exercice1Ils’agitde(∀a∈A)(a∈B)puisde(∃a∈A|a/∈B)ou(∃a∈A)(a/∈B).Exercice3Pourtoutentiernaturelaettoutentierb≥1,ilexisteunentierq(quotient)etunentierrdans[0..b−1](reste)telsquea=bq+r:c’estl’existencedeladivisioneuclidiennedeaparb.Laquantiﬁcationnetraduitpasl’unicité.Exercice41.Soita∈A1∩A2:l’imagef(a)estdansf(A1)etdansf(A2),etdoncdansleurin-tersection.Onal’inclusiondonnée.PrenonscependantA1etA2disjointes,etfconstanteégaleàbsurE.L’imagef(A1∩A2)estl’ensemblevide,alorsquef(A1)∩f(A2)={b}.2.Soitx∈A1∪A2:sonimageestsoitdansf(A1)soitdansf(A2).Elleestdoncdansleurréunion:onaf(A1∪A2)⊂f(A1)∪f(A2).Réciproquement,soity∈f(A1)∪f(A2):ilest(parexemple)dansf(A1),ets’écritalorsy=f(a1)oùa1∈A1etestdoncdansA1∪A2:onay∈f(A1∪A2)etl’inclusionensensinverse.Onalesdeuxinclusions,etl’égalitédemandée.3.Soitx∈f−1(B1∩B2).L’imagey=f(x)estdansB1∩B2,i.e.dansB1etdansB2:xestalorsdansf−1(B1)etdansf−1(B2),i.e.dansleurintersection.Onaf−1(B1∩B2)⊂f−1(B1)∩f−1(B2).Réciproquement,soitx∈f−1(B1)∩f−1(B2):ilestdanschacundesdeuxensembles,cequiimpliquequesonimageestàlafoisdansB1etdansB2,etdoncdansB1∩B2.L’élémentxestdoncdansf−1(B1∩B2):onal’inclusionensensinverse,etﬁnalementl’égalitédemandée.4.Soitx∈f−1(B1∪B2).L’imagey=f(x)estdansB1∪B2,i.e.dansB1oudansB2:xestalorsdansf−1(B1)oudansf−1(B2),i.e.dansleurréunion.Onaf−1(B1∪B2)⊂f−1(B1)∪f−1(B2).Réciproquement,soitx∈f−1(B1)∪f−1(B2):ilestdansl’undesdeuxensembles,parexempledansf−1(B1):commeB1⊂B1∪B2,onaf−1(B1)⊂f−1(B1∪B2).Notrexestdoncdansf−1(B1∪B2):onal’inclusionensensinverse,etﬁnalementl’égalitédemandée.Exercice6Pourn≥2,soitHnlapropriété:«iln’yapasdebijectionentreunensemblequelconqueàn−1élémentsetunensemblequelconqueànéléments».Pourn=2,unebijectionde{x1,x2}sur{y1}vériﬁeraitf(x1)=f(x2)=y1,cequicontreditl’injectivitédef.LapropriétéH2estvraie.Soitn≥3.SupposonsHn−1vraieetmontronsqueHnestvraie.Raisonnonsparl’ab-surdeensupposantqueHnestfausse,etdoncqu’ilexisteunensembleE={x1,···,xn−1},unensembleF={y1,···,yn}etunebijectionfdeEsurF.Quitteàchan-gerlanumérotation,supposonsquef(xn−1)=yn.NotonsX={x1,···,xn−2}etY={y1,···,yn−1}.Ilscontiennentrespectivementn−2etn−1éléments,etlares-trictiongdefàXréaliseunebijectiondeXsurY.MaisHn−1nousditquecelaestimpossible.Unetellebijectiongnepeutpasexister,etE,F,fnepeuventpasexister:Hnestvraie.Notrepropriétéesthéréditaire,etdoncvraiepourtoutn≥2.Ensemblesetapplications,structuresalgébriques|19
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2
C
OURS
P
olynômes
:
divisibilité
et
racines
[MOTS-CLÉS:SUITEFINIE,POLYNÔME,INDÉTERMINÉE,FONCTIONPOLYNÔME,DEGRÉ,SOMME,PRODUIT,DIVISIBILITÉ,DIVISIONEUCLIDIENNE,RACINES,ORDREDEMULTIPLICITÉ,FORMULEDETAYLOR,DIVISIONSUIVANTLESPUISSANCESCROISSANTES,ANNEAU]OnseplacesuruncorpsKaprioriquelconque.Lespolynômessontdécritsenquatreﬁches.Laﬁche3préciseraleschosespourRetC,quisontlescaslespluscourants,laﬁche18parleradespolynômespremiersentreeux,etlaﬁche33aborderalePGCDetl'algorithmed'Euclide.Seuleslesﬁches2et3sontnécessairespourl'algèbrelinéairedesﬁches5à17.Déﬁnitionetpremièrenotation1
L’objetquenousnotonsA(X)=8X2−7X+9estenréalitélasuite(9,−7,8,0,···,0···)oùseulstroiscoeﬃcientssontnonnuls.B(X)=34X5+X4−X2estenréalitélasuite(0,0,−1,0,1,34,0···).Plusgénéralement,voiciladéﬁnitionoriginelled’unpolynômeàcoeﬃcientsdanslecorpsK:UnpolynômesurKestunesuite(a0,a1,a2,···)d'élémentsdeKdontseulementunnombreﬁnidetermessontdifférentsde0.Touslestermessontdoncnulsàpartird’uncertainrang.Enappelantn≥0l'indiceduderniertermeannonnul,onditquelepolynômeestdedegrén,etlescalaireans'appellecoefﬁcientdirecteurdupolynôme.Exemple1:Danslepremierexempleci-dessus,lederniertermenonnulesta2=8.Onaunpolynômededegré2decoeﬃcientdirecteur8.Danslesecondexemple,lederniertermenonnulesta5=34,etonaunpolynômededegré5etdecoeﬃcientdirecteurégalà34.MéthodologieAttention,lestermessontnotésa0,a1,a2···àpartirdel'indice0.Letroisièmetermedelasuite,parexemple,estenfaita2.Lasuiteentièrementcomposéede0s’appellepolynômenul.Ellen’apasdedegrésuivantladéﬁnitionprécédente,maisonditquesondegréestégalà−∞.C’estquelquefoistrèspratique.Unpolynômedontlecoeﬃcientdirecteurestégalà1estditpolynômeunitaire.20|Polynômes:divisibilitéetracines


[image: background image]
[image: background image]
J’apprendsenlignewww.lienmini.fr/dmalgebre2Additiondespolynômesetproduitparunscalaire2
LasommedeA=(a0,a1,a2,···)etdeB=(b0,b1,b2,···)estlepolynômeA+B=(a0+b0,a1+b1,a2+b2,···).Onvoitfacilementquecettesuitecomporteencoreseulementunnombreﬁnidetermesnonnuls.Plusprécisément:SiAestdedegrénetBdedegrémavec(parexemple)n>m,lepolynômeA+Bs’écrit(a0+b0,···,am+bm,am+1,···,an,0,···)avecrienquedes0àpartirdurangn+1.Lasommeestexactementdedegrén.SiAetBsontdemêmedegrén,lasommeA+Bs’écrit(a0+b0,···,an+bn,0,···)avecquedes0àpartirdurangn+1.Maisilestpossiblequean+bnsoitaussiégalà0:ledegrédelasommeestdoncinférieurouégalàn.MéthodologieLedegrédelasommededeuxpolynômesestinférieurouégalauplusgranddesdeuxdegrés.Onvériﬁeaisémentquel’additionconfèreunestructuredegroupeadditifcom-mutatifàl’ensembleK[X]despolynômesàcoeﬃcientsdansK.L’opposédeA=(a0,a1,a2,···)est(−a0,−a1,−a2,···),quel’onnote−A.Leproduitdupolynôme(a0,a1,a2,···)parlescalaireλ∈Kestlepolynôme(λa0,λa1,λa2,···)oùchaquecoeﬃcientestmultipliéparλ.Produitdepolynômes3
LeproduitdeA=(a0,a1,a2,···)parB=(b0,b1,b2,···)estlepolynômeC=(c0,c1,c2,···)déﬁniparc0=a0b0,c1=a0b1+a1b0,c2=a0b2+a1b1+a2b0etplusgénéralement,pourtoutk,parck=ki=0aibk−i.SoitnledegrédeAetmceluideB.Onvoitquecn+m=anbmetqueck=0pourtoutk>n+m.Ledegréduproduitdedeuxpolynômesestégalàlasommedeleursdegrés.Exemple2:SoitA=(2,−3,0,1,−2,0,···)etB=(7,8,0,0,0,0,−1,0···).OnobtientAB=(14,−2,−24,7,−6,−16,−2,3,0,−1,2,0,···),quiestdedegré4+6=10etdecoeﬃcientdirecteur2.Sil’undespolynômesestlepolynômenul,leproduitestencorelepolynômenul.Polynômes:divisibilitéetracines|21
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Onvoitaussiaisémentqueleproduitd’unpolynômequelconqueAparlepo-lynôme(1,0,0,···)dedegré0,estencoreégalàA.Cepolynômesenotesim-plement«1»etestl’élémentneutrepourlamultiplication.Lespropriétésdel’additionetdelamultiplicationconfèrentàl’ensembleK[X]unestructured’anneaucommutatifunitaireintègre,d’élémentunité1.Notationdéﬁnitived'unpolynôme4
Notons1=(1,0,0,···)avecununiquecoeﬃcientégalà1enposition0,etX=(0,1,0,0,···)avecununiquecoeﬃcientégalà1«enposition1».LadéﬁnitionduproduitnousdonneimmédiatementX2=(0,0,1,0,···),X3=(0,0,0,1,0,···)etainsidesuite.Nouspouvonsécrire,pourunpolynômeAdedegrén:(a0,a1,a2,···,an,0,···)=a0(1,0,0,···)+a1(0,1,0,···)+a2(0,0,1,0,···)+···+an(0,0,···,0nfois,1,0,···)=a0+a1X+a2X2+···+anXn.Onretrouveainsilanotationclassiquedespolynômes,ettouteslesopérationssefontcommeonal’habitudedefaire,heureusement.Biensûr,l’indéterminéenotéeXpeutaussiêtrenotéex(ouavectouteautrelettre),cequiserafaitindiﬀéremmentici.UnpolynômeestpairquandilnecontientquedespuissancespairesdeX,etimpairquandilnecontientquedespuissancesimpairesdeX.Fonctionpolynômeassociéeàunpolynôme5
AtoutpolynômeP(X)=nk=0akXk,onpeutassocierl’applicationpdeKdansKdéﬁnieparx∈K→p(x)=nk=0akxk.DansRouC,cetteapplicationsecomportecommelepolynômelui-même,etonpourraitlesconfondre,cequisefaitsouventmêmesic’estunabusdelangage.Avecdescorps«baroques»commeF2={0,1}où1+1=0,unpolynômenonnulpeutdonnernaissanceàunefonctionpolynômeidentiquementnulle.Maiscecasn’estpasenvisagé,enprincipe,enL1L2.PourP∈K[X]eta∈K,onnoterasansétatd’âmeP(a)lavaleurdelafonctionpolynômeassociéeàPaupointa.PointDanger,AttentionLespolynômessontdesobjetsformels.Larelation(x−a)P(X)=(X−a)Q(X)équivautbienàl'égalitéP(X)=Q(X).Onn'apasàsepréoccuperde«cequisepasseenX=a»,chosequineveutriendireici.22|Polynômes:divisibilitéetracines
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DivisibilitédansK[X]6
OnditqueA(X)estdivisibleparB(X)quandilexisteunpolynômeQ(X)telqueA(X)=B(X)×Q(X).Exemple3:A(X)=X3−1estdivisibleparB(X)=X2+X+1puisqueA(X)=(X−1)B(X).IlestdoncaussidivisibleparX−1.LetrinômeX2−3X+2estdivisibleparX−1etparX−2puisqueX2−3X+2=(X−1)(X−2).DanslecasgénéraloùA(X)n’estpaslepolynômenul,sondegréestsupérieurouégalàceluidudiviseurB(X).Parailleurs,siB(X)diviseA(X),alorsλB(X)diviseencoreA(X),pourtoutscalaireλ=0.Exemple4:Sil’entiermdivisel’entiern,alorsXm−1diviseXn−1.EneﬀetXmq−1=Xmq−1=(Xm−1)q−1h=0(Xm)hd’aprèsl’identitéremarquableap−bp=(a−b)(ap−1+bap−2+···+bp−1).UnpolynômeP∈K[X]estfactorisable(ouréductible)quandilexistedeuxpolynômeAetBdansK[X],tousdeuxdedegrésupérieurouégalà1telsqueP=A×B.Quandcelaestimpossible,onditquePestirréductible.Unpolynômeestirréductiblequandilestdivisibleuniquementparlui-mêmeetlesconstantes.Unpolynômequelconqueestsoitirréductible,soitunproduitdepolynômesirréductibles.Exemple5:DansR[x],P=x3−1estfactorisable,puisqueP=(x−1)(x2+x+1).Maisx2+x+1estirréductibledansR[x].Parcontre,ilestfactorisabledansC[x],puisquex2+x+1=(x−ei2π/3)(x−e−2iπ/3).L’équivalentde«polynômeirréductible»danslesentiersest«nombrepremier».MéthodologieLadivisibilitédanslespolynômesprésentedespropriétésidentiquesàcelledeladivisibilitédanslesentiers.LesanneauxK[X]etZsonttrèssimilaires.Divisioneuclidienne7
B=bmXm+···+b1X+b0désigneunpolynômenonnuldanstoutlepara-graphe.Ladivisioneuclidiennedespolynômesrappellecelledesentiers.Polynômes:divisibilitéetracines|23
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Théorème1.SoitBunpolynômenonnul.ToutpolynômeAs'écritdefaçonuniqueA(X)=B(X)Q(X)+R(X)oùRestsoitlepolynômenul,soitdedegréstrictementinférieuraudegrédeB.DémonstrationenligneCettedémonstrationdonneenpratiquel’algorithmedecalculdeQetdeR.PointTerminologieQestlequotientdeladivisioneuclidiennedeAparBetRenestlereste.As'appelleledividendeetBlediviseur.Exemple6:L’égalité6x4+14x3−7x2−12x+31=(3x+7)(2x3−4x+5)+5x2+x−4estladivisioneuclidiennedeA=6x4+14x3−7x2−12x+31parB=2x3−4x+5puisque5x2+x−4estdedegré2,strictementpluspetitqueledegré3dudiviseurB.L’exemplesuivantdétaillecomplètementleprocessusdedivision,enillustrantladémonstrationdonnéeenligne.Lalecturedecettedémonstrationestimpé-rativepourbiencomprendrelesétapesdeladivision.Exemple7:DivisioneuclidiennedeA(x)=6x4+x3+5x−5parB(x)=2x2+x−1.6x4+x3+5x−52x2+x−1−2x3+3x2+5x−53x2−x+2+4x2+4x−5+2x−3–Pourobtenir6x4,ondoitmultiplierletermedirecteur2x2deB(x)par3x2.OneﬀectuedonclasoustractionA1(x)=A(x)−3x2B(x)=−2x3+3x2+5x−5,quel’onreporteàdroite:A1estlenouveaudividende.Danslequotient,àdroite,onpose3x2.–Pourobtenir−2x3,ondoitmultiplier2x2par−x.OneﬀectuelasoustractionA2(x)=A1(x)−(−x)B(x)=4x2+4x−5,quel’onreporteàdroite:A2estlenouveaudividende.Danslequotientàdroite,onajoute−x.–Pourobtenir4x2,ondoitmultiplier2x2par2.OneﬀectuelasoustractionA3(x)=A2(x)−2B(x)=2x−3,quel’onreporteàdroite:A3estlenouveaudividende.Danslequotientàdroite,onajoute+2.–CommeledegrédudividendeA3eststrictementinférieuràceluidudiviseurB,ons’arrêteici.Cedernierdividendeestlerestedeladivisioneuclidienne.Lequotientselitàdroite,endessousdudiviseur:lequotientestQ(x)=3x2−x+2etleresteestR(x)=2x−3.MéthodologieÀchaqueétape,pourenleverletermedeplushautdegréapXpdudividende,onsoustraitapbmXp−mB(X)àcedividende,etonstockeapbmXp−mdanslequotient,enbasàdroite.24|Polynômes:divisibilitéetracines
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Exemple8:OnaX3−1=(X−1)(X2+X+1).CommeX3−1estdivisibleparB=X2+X+1,lerestedeladivisioneuclidienneestnul.LadivisioneuclidienneparX−aestuncasparticulierfondamental:Théorème2.LerestedeladivisioneuclidiennedeP(X)parX−a,oùaestunscalaire,estlepolynômeconstantP(a).Eneﬀet,commelediviseurestdupremierdegré,leresteestdedegré0(ouestlepolynômenul),àsavoiruneconstanteC.EnfaisantX=adansl’égalitéP(X)=Q(X)(X−a)+C,ilvientP(a)=C.Racined'unpolynôme8
Unscalairea∈KvériﬁantP(a)=0s'appelleracinedupolynômeP.Exemple9:SoitP(X)=X2−3X+2surK.Lesscalaires1et2sontracinesdeP.SoitP(X)=X4+3X2+7surR:iln’admetaucuneracine.SoitP(X)=X2+1surK=C:iladmetdeuxracines±i.SoitP(X)=X3−1:surR,iladmetuneuniqueracineégaleà1,maisilenadmet3surC.Exemple10:SoitP(X)=X(X−1)/2−X(X−2)+(X−1)(X−2)/2,quiestdedegréinférieurouégalà2.OnaP(0)=P(1)=P(2)=1.LetrinômeP(X)−1admetdoncaumoinstroisracines,cequiimpliquequec’estlepolynômenul.Pestdonclepolynômeconstantégalà1.Lanotionderacineestliéeàladivisibilité:Théorème3.LescalaireaestracinedeP(X)sietseulementsiP(X)estdivisibleparX−a.C’estuneconséquencedeladivisioneuclidiennedeP(X)parX−a,puisquelerestedecettedivisionestlaconstanteP(a).Onendéduitunrésultatimportant:Théorème4.Sia1,···,aksontdesracinesdistinctesdeP,alorsPestdivisiblepar(X−a1)(X−a2)···(X−ak).Eneﬀet,onpeutécrireP(X)=(X−a1)P1(X).Commea2=a1,ona0=(a2−a1)P1(a2),etdoncP1(a2)=0,cequipermetd’écrireP1(X)=(X−a2)P2(X)etP(X)=(X−a1)(X−a2)P2(X),etainsidesuite.Onendéduituneastuceutile:MéthodologiePourmontrerqu'unpolynômededegréinférieurouégalànestnul,montrerqu'iladmetaumoinsn+1racinesdistinctes.Polynômes:divisibilitéetracines|25
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Terminonsparunrésultatquiserareprisdanslaﬁche3:toutpolynômeàcoef-ﬁcientsréelsetdedegréimpairadmetaumoinsuneracineréelle.Polynômedérivé,formuledeTaylor9
LepolynômedérivédeP(X)=nk=0akXkestP′(X)=nk=1kakXk−1,formule«habituelle»del’analyse.Ledegrédiminued’uneunité.LespolynômesdérivéssuccessifsP′′,P(3),···sontdéﬁnisdefaçonanalogue.LaformuledeTaylorvientdel’analysemaisaussidelanotiondebasedansunespacevectoriel,quiseravueplusloin.Théorème5.Soitaunscalairequelconque.ToutpolynômePdedegréns'écritP(X)=P(a)+X−a1!P′(a)+(X−a)22!P′′(a)+···+(X−a)nn!P(n)(a)DémonstrationenligneRacinesmultiples10
a=1estracinedeP(X)=(X−1)(X+2)(X2+5X+7)etdeQ(X)=(X−1)2(X2+1),cartousdeuxsontdivisiblesparX−1.Maislesecondpolynômeestdivisiblepar(X−1)2,etondiraquea=1estracinedouble.Plusgénéralement:Lescalaireaestracined'ordredemultiplicitémdeP(X)lorsquePestdivisiblepar(X−a)mmaisn'estpasdivisiblepar(X−a)m+1.Pourm=1,onparlederacinesimple;pourm=2deracinedouble;pourm=3deracinetriple.Exemple11:DansR[X],P(X)=(X+2)3(2X+5)(X2+1)2admeta=−2commeracinetripleeta=−5/2commeracinesimple.DansC[X],iladmetaussi±icommeracinesdoubles.LaformuledeTaylordonneuneconditionnécessaireetsuﬃsantetrèspratique:Théorème6.Lescalaireaestracined'ordremdeP(X)sietseulementsiP(a)=P′(a)=···P(m−1)(a)=0,maisPm(a)=0Exemple12:SoitP(X)=2x6−13x5+33x4−55x3+98x2−132x+72.OnvériﬁequeP(2)=P′(2)=P′′(2)=0etP(3)(2)=0.Lescalaire2estracinetripledeP.26|Polynômes:divisibilitéetracines


[image: background image]
[image: background image]
Méthodologie–Cetteconditionestpratiquequandonconnaîta,carelleévitedefairedesdivisionsàl'aveuglette.–LaconditionP(a)=P′(a)=···P(m−1)(a)=0impliquequeaestracineaumoinsd'ordrem,onnepeutpasendireplus.L’appellation«racinemultiple»signiﬁequeaestaumoinsracinedouble,maisquel’onn’ensaitaprioripasplus.MéthodologieaestracinemultipledePsietseulementsiP(a)=P′(a)=0.Voiciunedéﬁnitionquiserautileenalgèbrelinéaire:UnpolynômeP∈K[X]dedegrénestditscindélorsqu'iladmetexactementnracinesdistinctesounondansK.Cettedéﬁnitionsous-entendquelesracinessontdansK.Parexemple,(X2−1)2(X2+1)=(X−1)2(X+1)2(X−i)(X+i)estscindésionleconsi-dèrecommeélémentdeC[X]maisn’estpasscindésionleconsidèrecommeélémentdeR[X].Nombremaximalderacinesd'unpolynôme11
Théorème7.UnpolynômededegrénsurKadmetaumaximumnracines,distinctesounondansK.DémonstrationenligneUneracinedoubledoitêtrecomptéedeuxfois,uneracinetripletroisfoisetainsidesuite.Exemple13:P(x)=(x2+1)(x2−3),dedegré4,admet4racines±i,±√3sionleconsidèrecommeélémentdeC[x],enadmetseulement2sionleconsidèrecommeélémentdeR[x],etaucunecommeélémentdeQ[x].Divisionsuivantlespuissancescroissantes12
Cettedivisionn’estpasdiﬃcile,maiselleestfondamentalementdiﬀérentedeladivisioneuclidienne,etdoncprésentéeloind’elle.Ellesertsurtoutenanalyse.Théorème8.SoientA=a0+a1x+···+apxpetB=b0+b1x+···+bqxqdeuxpolynômesavecb0=0etnunentierdonné.AlorsilexisteununiquepolynômeQetununiquepolynômeRtelsqueA(x)=Q(x)B(x)+xn+1R(x)etdegré(Q)≤n.Polynômes:divisibilitéetracines|27
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Exemple14:A=2−x+5x2+4x3,B=1−x+3x2etn=4.2−x+5x2+4x31−x+3x2x−x2+4x32+x+x3+x4x3x4−3x5−2x5−3x6–Pourenleverle2deA,onmultiplieBpar2,etonsoustraitàA:A1=A−2B=x−x2+4x3nepossèdeplusdeconstante.Onpose2endébutduquotient,etA1estlenouveaudividende.–PourenleverlexdeA1,onmultiplieBparxetonsoustraitàA1:A2=A1−xB=x3nepossèdeplusdetermeenx.Onajoutexdanslequotient,etA2estlenouveaudividende.–Pourenleverx3deA2,onmultiplieBparx3,etonsoustraitàA2:A3=A2−x3B=x4−3x5necontientplusdex3.Onajoutex3auquotient,etA3estlenouveaudividende.–Pourenleverx4deA3,onmultiplieBparx4,etonsoustraitàA3:A4=A3−x3B=−2x5−3x6necontientplusdex4.Onajoutex4auquotient,etA4estlenouveaudividende.–Ons’arrêtelà,puisquelequotientQ(x)=2+x+x3+x4aatteintledegrémaximal4autorisé;onvoitbienquex4+1estenfacteurdansA4,quivaêtrelerestex4+1R(x)deladivision.OnaﬁnalementA=(2+x+x3+x4)B+x5(−2−3x).Exemple15:L’identité1=(1−x)(1+x+x2+···+xn)+xn+1×1traduitladivisionsuivantlespuissancescroissantesàl’ordrendupolynômeconstant1par1−x,lequotientétantQ(x)=1+x+···+xnetavecR(x)=1.Méthodologie–Contrairementàladivisioneuclidienne,ladivisionsuivantlespuissancescroissantesestsusceptibledefaireapparaître,danslereste,despuissancesplusgrandesqueledegrédudividendeet/oududiviseur.–Ilfautimpérativementécriretouslespolynômesdansl'ordredespuissancescroissantes,l'opposédel'ordreclassique.L’exemple«algorithmique»14estune«preuveconstructive»del’existencedecettedivision,aucunedémonstrationthéorique(quiseraittrèssemblableàcelledeladivisioneuclidienne)n’estdonnéedansl’ouvrage.L’unicitéestplusinté-ressante:prenonsA=BQ1+Xn+1R1=BQ2+Xn+1R2,oùlesdegrésdeQ1,Q2sontinférieursouégauxàn.IlvientB(Q2−Q1)=Xn+1(R1−R2).SiR1=R2,àsavoirsiQ1=Q2,ledegrédelaplusfaiblepuissancedeXàdroiteestaumoinsn+1.Agauche,sachantqueb0=0,laplusfaiblepuissancedeXvientdeb0(Q2−Q1),etestdoncaumaximumdedegrén,puisqueQ2−Q1estaumaximumdedegrénparhypothèsesurledegréduquotient.Ceciestimpossible,onaR1=R2etdoncQ1=Q2etunicitédeladivision.28|Polynômes:divisibilitéetracines
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2
EXERCICES
Jem’entraîneenligneExercicessupplémentaires4,5,6www.lienmini.fr/exalgebre2Exercice1OncherchetouslespolynômesnonnulsdeK[X]vériﬁantlarelation(X+4)P(X)=XP(X+1).1.TrouverquatreracinesentièresnégativesdeP,etendéduirelaformedeP.2.Montrerqu’unpolynômeQtelqueQ(X+1)=Q(X)estconstant:onpourraregarderlepolynômeZ(X)=Q(X)−Q(0).3.EndéduireP.Exercice2SoientA=2X5−X4+6X3−3X2+4X−2etB=X4−X3+3X2−2X+2.1.CalculerleresteRdeladivisioneuclidiennedeAparB,puisleresteR1deladivisioneuclidiennedeBparR,puislerestedeladivisioneuclidiennedeRparR1.2.Montrer,sansaucunenouvelledivision,queR1diviseBetA.3.EﬀectuerlesdivisionsdeAetBparP=R1/3.Trouver,àl’œiletsanscalcul,unefactorisationdeAdansR[X].Exercice31.Montrerqu’iln’existeaucunpolynômenonconstantdivisantàlafois(x−1)2etx3+1.2.SoitU0=3x2+x−1etV0=5−3x:calculer(x−1)2U0+(x3+1)V03.EndéduireunpolynômePvériﬁantlesdeuxconditions(a)x=1estracinemultipledeP(b)lerestedeladivisioneuclidiennedePparx3+1estégalà4.Polynômes:divisibilitéetracines|29
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2
C
ORRIGÉS
Exercice11.Enprenantx=−4,ontrouveP(−3)=0.Avecx=−3,ontrouveP(−2)=0.Avecx=−2,onaP(−1)=0.Avecx=−1,ontrouveP(0)=0.Maisenfaisantx=0,onnepeutplusriendéduire.LepolynômePestdelaformeP(X)=X(X+1)(X+2)(X+3)H(X),oùH∈K[X].2.UnerécurrenceimmédiatedonneQ(1)=Q(0),puisQ(2)=Q(1)=0etQ(n)=Q(0)pourtoutn∈N.LepolynômeZadmetdoncuneinﬁnitéderacines:c’estlepolynômenul.OnadoncQ(X)=Q(0)polynômeconstant.3.Enreportantdanslarelationdedépart,onobtientX(X+1)(X+2)(X+3)(X+4)H(X)=XH(X+1)(X+2)(X+3)(X+4)àsavoirH(X+1)=H(X).CelasigniﬁequeHestunpolynômeconstant.OnadoncP(X)=λX(X+1)(X+2)(X+3).Ilestfaciledevériﬁerquetouscespolynômesconviennent.Exercice21.LescalculsdonnentA=(2X+1)B+X3−2X2+2X−4,soitR=X3−2X2+2X−4.B=(X+1)R+3X2+6,soitR1=3X2+6.LadivisionsuivantemontrequeRestdivisibleparR1.2.CommeR1diviseR,larelationB=(X+1)R+R1montrequeR1diviseB.CommeA=(2X+1)B+R,etqueR1diviseRetB,ildiviseaussiA.3.LesdivisionsdonnentA=(X2+2)(2X3−X2+2X−1)etB=(X2+2)(X2−X+1).Onpeutclairementmettre2X−1enfacteurdansA:A=(X2+2)(2X−1)(X2+1).TouslestrinômesintervenantdanslesécrituresdeAetBontundiscriminantnégatif,etonnepeutpasfactoriserplusdanslesréels.Exercice31.Lesseulscandidatspossiblescommediviseurcommunà(x−1)2etx3+1sontx−1et(x−1)2.Eﬀectuonsladivisioneuclidiennedex3+1parx−1:ilvientx3+1=(x2+x+1)(x−1)+2.Commeleresten’estpasnul,x−1nedivisepasx3+1,etafortiori(x−1)2nonplus.Iln’yaaucunpolynômededegrésupérieurouégalà1divisantnosdeuxpolynômes.2.Ondéveloppeetonregroupe,onobtient4.3.Direquex=1estracinemultipledePsigniﬁequePestdivisible(aumoins)par(x−1)2.OnpeutdoncécriresimultanémentP=(x−1)2×H=4+(x3+1)×Kcequiimpliquelarelation(x−1)2×H−(x3+1)×K=4.OnpeutprendreH=U0etK=−V0.OnaP=(x−1)2(3x2+x−1).Onauneracinedoublex=1,maispasuneracinetriple,puisque3x2+x−1nes’annulepasenx=1.30|Polynômes:divisibilitéetracines
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[MOTS-CLÉS:D'ALEMBERT,FACTORISATION,IRRÉDUCTIBILITÉ,RACINESDEL'UNITÉ,RACINERÉELLE,RACINESCONJUGUÉES,SOMMEETPRODUITDESRACINES]Cettesecondeﬁcheconsacréeauxpolynômesdonnelesrésultatsspéciﬁquesauxpolynômesàcoefﬁcientsréelsoucomplexes.Théorèmeded'Alembert1
Voiciungrosthéorèmevital:Théorème1.UnpolynômededegrénàcoefﬁcientsréelsoucomplexesadmetexactementnracinesdistinctesounondansC.Lapreuveestdonnéeenligne,maiselledoitêtresautéeenpremièrelecture.Elleutiliselaracinenèmed’uncomplexeetlesthéorèmesd’analysedeniveauL2.DémonstrationenligneCethéorèmeseprécisedelafaçonsuivantepourlespolynômesàcoeﬃcientsréels:–Unpolynômeàcoefﬁcientsréelsadmetaumaximumnracinesréelles,distinctesounon.–Lesracinescomplexesd'unpolynômeàcoefﬁcientsréelssontdeuxàdeuxconjuguées:sia+ibestracinedeP,alorsa−ibl'estaussi.Exemple1:LesracinesdansCdeP(X)=X3−1sontz1=1,z2=−1/2+i√3/2etz3=z2=−1/2−i√3/2.Lethéorèmeded’Alemberts’énonceaussidelafaçonsuivante,enutilisantleterme«scindé»déﬁnidanslaﬁcheprécédente:ToutpolynômeP∈C[X]estscindédansC,ets'écritdonccommeproduitdepolynômesdupremierdegré.Polynômeréeldedegréimpair2
Apriori,unpolynômeàcoeﬃcientsréelspeuttrèsbienn’admettreaucunera-cinedansR,commeparexemplex2+1.Maisilyauncasparticuliertrèsimpor-tant:Toutpolynômeàcoefﬁcientsréelsetdedegréimpairadmetaumoinsuneracineréelle.PolynômessurRouC|31
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J’apprendsenlignewww.lienmini.fr/dmalgebre3C’estunesimpleapplicationduthéorèmedesvaleursintermédiaires,puisquelafonctionpolynômeassociéeestcontinueetvariede−∞à+∞.Exemple2:P(x)=x7−45x4+5x3−x2+3admetaumoinsuneracineréelle.Racinesdel'unitédansC3
Pourn≥1,lesracinesn-èmedel’unitésontlesracinesdupolynômeXn−1.IlyenaexactementndansC,leszk=ei2kπ/npour0≤k≤n−1.Ellessontdeuxàdeuxconjuguées.Pournimpair,laseuleracineréelleestz0=1;pourn=2mpair,ilyaz0=1etzm=−1.Pourn=3,onaz0=1,j=−1/2+i√3/2=ei2π/3etj2=j=−1/2−i√3/2=e−2iπ/3.Dansleplan,lespointsd’aﬃxeszksontlessommetsd’unpolygonerégulieràncôtésinscritdanslecercletrigonométrique,dontleréel1estunsommet.Soncentreestl’origineO,cequiimpliquequelasommedesracinesn-èmedel’unitéestnulle.Simestundiviseurden,touteracinem-èmedel’unitéestaussiracinen-èmedel’unité.CelacorrespondaufaitqueXn−1estdivisibleparXm−1.PolynômesirréductiblessurRouC,factorisation4
DansC[X],lesseulspolynômesirréductiblessontlesax+b.C’estunesimpleconséquenceduthéorèmeded’Alembert.Danslesentiers,unnombrenonpremierestunproduitdenombrespremiers.Onalamêmechoseaveclespolynômes:soitunpolynômeestirréductible,soitils’écritcommeproduitdepolynômesirréductibles.DansC[X],lafactorisationestuneautreformulationded’Alembert:Unpolynômeàcoefﬁcientsréelsoucomplexess'écritdansC[X]commeproduitdepolynômesdupremierdegréàcoefﬁcientsréelsoucomplexes.OnaP(X)=λki=1(X−ai)αioùlesa1,···,aksontlesracinescomplexesouréellesdistinctesdeP,etoùαiestl’ordredemultiplicitédeai,etλuneconstante.Onaévidemmentki=1αi=n,ledegrédeP.DansR[X],lafactorisationest:Unpolynômeàcoefﬁcientsréelss'écritdansR[X]commeproduitdepolynômesdupremierdegréetdepolynômesduseconddegréàdiscriminantnégatif,touslescoefﬁcientsétantdesréels.32|PolynômessurRouC
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Danslafactorisationcomplexeci-dessus,onregroupelesracinescomplexesconjuguées:leproduit(X−a)(X−a)=X2+pX+qestuntrinômeàcoeﬃcientsréelsetdiscriminantnégatif.OnaﬁnalementP(X)=λki=1(x−ai)αi×mj=1(x2+pjx+qj)βjoùlestrinômessontàdiscriminantnégatif.Lasommeα1+···+αk+2β1+···+2βmestégaleaudegrédeP(x).Ilsepeutquecettedécompositionnecontienneaucuntrinômeoubienaucunpolynômedupremierdegré.Exemple3:DansR[X],ladécompositiondeP(x)=2x10+6x8−20x6−x9+30x5−68x4+72x3−30x2+27x−18enproduitdepolynômesirréductiblesest(x−1)3(x+2)(2x2+x+1)(x2+3)2.Danslescomplexes,onaP(x)=(x−1)3(x+2)(x+1/4+i√7/4)(x+1/4−i√7/4)(x−i√3)2(x+i√3)2.Exemple4:DansR[X],lesseulespossibilitéspourunpolynômededegré5sont:(i)cinqracinesréelles,(ii)troisracinesréellesetdeuxracinescomplexesconjuguées,(iii)uneracineréelleetquatreracinescomplexes2à2conjuguées.MéthodologieCetteécritureestuniqueàuneconstantemultiplicativeprès.Parexemple,onpeututiliser2X−1ou2(X−1/2).Uneautreformulationdecettefactorisationdanslesréelsest:Théorème2.DansR[X],lesseulspolynômesirréductiblessontlesax+betlespolynômesduseconddegréàdiscriminantnégatif.Sommeetproduitdesracinesd'unpolynôme5
SoitPunpolynômeàcoeﬃcientsréelsoucomplexes.MêmesansconnaîtrelesracinesdeP,onenconnaîtlasommeetleproduit:Lasommedesnracinesréelleset/oucomplexesdeP(X)=anXn+an−1Xn−1+···+a0estégaleà−an−1an.Leurproduitestégalà(−1)na0an.Eneﬀet,enappelantx1,···,xnlesracines(distinctesounon)deP,l’égalitédesécrituresanXn+an−1Xn−1+···+a0etan(X−x1)···(X−xn)donnelerésultat.Exemple5:Onretrouvelasomme−b/aetleproduitc/adesracinesdeaX2+bX+c.PolynômessurRouC|33
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Exemple6:Lesracinesn−èmedel’unitésontlesracinesdeXn−1.Leursommeestnulle,etleurproduitestégalà(−1)n−1.Méthodologie–Pourunpolynômeàcoefﬁcientsréels,biencomprendrequ'ils'agitdelasommeetduproduitdetouteslesracinesréellesetcomplexes.–Danslasommeetleproduit,uneracinemultipleintervientautantdefoisquesamultiplicité.Exemple7.a:Lesracinesde8x9−12x8+6x7−x6−24x5+36x4−34x3+27x2−12x+2sont±√2(simples),±i(doubles)et1/2(triple).Exemple7.b:Lasommedesracinesest−√2+√2+2×i−2×i+3×1/2=3/2,cequiestbien−(−12/8).Leproduitest(−√2)(√2)(i2)((−i)2)1/23=−1/4,cequiestbien(−1)92/8.34|PolynômessurRouC
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3
EXERCICES
Jem’entraîneenligneExercicessupplémentaires2,3,5www.lienmini.fr/exalgebre3Exercice1SoitP(X)=1+(X2−X+1)2,quel’onconsidéreracommeélémentdeC[X]oudeR[X]suivantlemoment.1.Enutilisantl’identitéremarquablea2+b2=···danslescomplexes,écrirePcommeproduitdedeuxtrinômesàcoeﬃcientscomplexes.Onrappellequelesracinesdutrinômeaz2+bz+càcoeﬃcientscomplexessontdonnéesparlesformulesclassiquesz=−b±ω2aoùωestuncomplexevériﬁantω2=b2−4ac.2.Montrerqueω=a+ibvériﬁeω2=−3−4isietseulementsilesréelsa,bvériﬁenta2−b2=−3,ab=−2,a2+b2=5etdonnerunevaleurdeω.Endéduireunevaleurdeω′vériﬁantω′2=−3+4i.3.EndéduirelesracinescomplexesdeP,puislafactorisationdePdansR[X].Exercice4Soitn≥2.TrouverlesracinesdansCdeP(X)=(X+1)n−(X−1)nPolynômessurRouC|35
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3
C
ORRIGÉS
Exercice11.Onaa2+b2=a2−(ib)2=(a−ib)(a+ib).OnendéduitP=(X2−X+1−i)(X2−X+1+i)2.Ledéveloppementde(a+ib)2donnelesdeuxpremièresrelations.Onaensuite|ω2|=|ω|2=|−3−4i|,soita2+b2=5.Larésolutiondonnea2=1etb2=4,soita=±1,b=±2.Laconditionab=−2donneparexemplea=1,b=−2etω=1−2i.Ensuite,onchangeien−ipouravoirω′=1+2i.3.LediscriminantdeX2−X+1+ivaut−3−4i.Lesracinesdel’équationduseconddegréX2−X+1+i=0sontdonc,aveclesformulesclassiquesetω=1−2i,x1=[1+(1−2i)]/2=1−i,x2=[1−(1−2i)]/2=−i.CellesdeX2−X+1−isontdonc1+ieti.DansC[X],onadoncP(X)=(X−i)(X+i)(X−1+i)(X−1−i)EneﬀectuantlesproduitsconjuguésonobtientdansR[X]:P=(X2+1)((X−1)2+1)=(X2+1)(X2−2X+2)Exercice4Commex=1n’estpasracinedupolynôme,ondivisepar(x−1)n,etonseramèneàl’équationx+1x−1n=1,àsavoirx+1x−1=ei2kπ/n.Lavaleurk=0estimpossible,puisque(x+1)/(x−1)nepeutpasêtreégalà1:ilrestelesn−1valeurspour1≤k≤n−1,cequiestcohérentaveclefaitquePestdedegrén−1seulement.Ilvientxk=ei2kπ/n+1ei2kπ/n−1.Enmettanteikπ/nenfacteurenhautetenbas,etensimpliﬁant,puisenutilisantlesformulesd’Euler,ilvientxk=−icoskπ/nsinkπ/n,pour1≤k≤n−1.Pournpair,0estl’uniqueracineréelle.Pournimpair,iln’yapasderacineréelle.36|PolynômessurRouC
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[MOTS-CLÉS:PARTIEENTIÈRE,PÔLES,ÉLÉMENTSSIMPLES,DÉCOMPOSITION,ASTUCES,RÉEL,COMPLEXE,CORPS]Lanotiondefractionrationnellepeutsedéﬁnirsuruncorpsquelconque.L'objectifmajeurétanticiladécompositionenélémentssimplesetsestechniquesélémen-taires,onseplacerasystématiquementsurK=RouC,oùlethéorèmeded'Alem-berts'applique.L'aspectthéoriqueetlestechniquesdécritesicisontvalablesuni-quementsurRouC.Déﬁnitionetpremièrespropriétés1
UnefractionrationnellesurKestunobjetformelquel'onécritsouslaformeP(x)Q(x)oùPetQsontdespolynômesàcoefﬁcientsdansK,ledénominateurQétantdifférentdupolynômenul.LeurensemblesenoteK(X).Lespolynômessontdesfractionsrationnellesparticulières,oùQestunpoly-nômeconstantnonnul,quel’onprendégalà1.DeuxfractionsrationnellesA/BetC/DsontégaleslorsqueA×D=B×C.Onpeutdonctoujourssimpliﬁerlenumérateuretlenumérateurparundiviseurcommun.Exemple1:x2−1x2−3x+2=x+1x−2.MéthodologieUnefractionrationnelleestunobjetformel.Onnes'occupepas,dansladéﬁnition,desavoirsiledénominateurpossèdeounondesracinesdansK.Lasommeetleproduitdedeuxfractionsrationnellessontdéﬁnisparlesfor-mulesA(x)B(x)+C(x)D(x)=A(x)D(x)+C(x)B(x)B(x)D(x)etA(x)B(x)×C(x)D(x)=A(x)C(x)B(x)D(x)Onnoteencore0lafractionrationnelledenumérateurnul,et1celledontlenumérateuretledénominateursontlepolynômeconstantégalà1.L’opposée(pourl’addition)delafractionA/Best−A/Betl’inverse(pourleproduit)delafractionnonnulleA/BestB/A.Onadonc,etsansdémonstration:Théorème1.L'additionetleproduitconfèrentàK(X)unestructuredecorps.FractionsrationnellessurRouC|37
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J’apprendsenlignewww.lienmini.fr/dmalgebre4MéthodologieLescalculsdansK(X)sefontcommelescalculsdansQ,aveclesmêmesrèglesopératoiresliantnumérateursetdénominateurs.Exemple2:3x−7x2+x+1+x3+x−5x2−1=(3x−7)(x2−1)+(x3+x−5)(x2+x+1)(x2−1)(x2+x+1)=x5+x4+5x3−11x2−7x+2(x2+x+1)(x2−1)Exemple3:3x−7x2+x+1×x3+x−5x2−1=(3x−7)×(x3+x−5)(x2−1)(x2+x+1)=3x4−7x3+3x2−22x+35(x2+x+1)(x2−1)MéthodologieSouvent,ondéveloppeaunumérateur,maisonlaisseledénominateursousformefactorisée.Lesracinesdudénominateurs’appellent«pôles»delafraction.Unefractionàcoeﬃcientsréelspeutdoncadmettredespôlescomplexes.Exemple4:Lesfractionsdesexemples2et3admettent±1commepôlesréelset−1/2±i√3/2commepôlescomplexes.Partieentièred'unefractionrationnelle2
QuandledegrédunumérateurA(x)delafractionrationnelleA(x)/B(x)estsupérieurouégalaudegrédudénominateurB(x),onasouventintérêtàeﬀec-tuerladivisioneuclidienneA=BQ+R,oùledegrédeReststrictementpluspetitqueceluideB.OnpeutalorsécrireA(x)B(x)=B(x)Q(x)+R(x)B(x)=Q(x)+R(x)B(x)etintroduirelafractionrationnelle«plussimple»R(x)/B(x)oùledegrédunu-mérateurestinférieuràceluidudénominateur.LepolynômeQs’appellepartieentièredelafractioninitiale.Exemple5:F(x)=4x5−x4+x2−8(x−1)(x−2)(x2+1).Unedivisioneuclidiennedonne4x5−x4+x2−8=(4x+11)×(x−1)(x−2)(x2+1)+21x3−20x2+25x−30OnadoncF(x)=4x+11+21x3−20x2+25x−30(x−1)(x−2)(x2+1).38|FractionsrationnellessurRouC
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PointirréductibledelaﬁcheLasuitedelaﬁchesous-entendquetouteslessimpliﬁcationsontétéfaitesentrelenumé-rateuretledénominateur:onauneécritureirréductibledelafraction.Décompositionenélémentssimplesdanslesréels:premieraperçu3
Regardonsquelquesexemples:Exemple6:Lafractiondel’exemple3estégaleà3+2x−1−35x+1+−23x+1x2+x+1.Cetteécritureestplussympathique,carellefaitapparaîtreunesommedefractionsrelativement«simples».Exemple7:Ona−13−5x−x2−3x3+3x4+2x5+x6(x−1)2(x−2)(x2+1)2=4(x−1)2−7x−1+5x−2+2x−1(x2+1)2+3x−1x2+1écriturequiestaussiplusagréable.Onvoitapparaîtredes«petitesfractions»quisontdedeuxformes:–LaformeA(x−a)k,oùAetasontdesconstantes,etk≥1unentier.Lenombreaestunpôleréeldelafractioninitiale.Unetellepetitefractions’ap-pelleélémentsimpledepremièreespèce.–Laformeux+v(x2+px+q)koùu,v,p,qsontdesconstantesréelles,etoùx2+px+qestàdiscriminantnégatif,etintervientdanslafactorisationdudéno-minateurdelafractioninitialedonnée.Unetellepetitefractionestappeléeélémentsimplededeuxièmeespèce.Exemple8:N(x)=−11−12x+6x2−7x3+18x5−18x6+16x7+3x9−11x8etD(x)=(x−1)2(x−2)(x2+1)2.OnaN(x)D(x)=3x2+x−1+4(x−1)2−7x−1+5x−2+2x−1(x2+1)2+3x−1x2+1.Danslesexemples6et8,onvoitaussiapparaîtreunpolynômeentêtedel’ex-pressiondedroite:ilcorrespondaufaitqueledegrédunumérateurestsupé-rieurouégalaudegrédudénominateur,etc’estlapartieentièredelafractionrationnelle.Iln’existepaslorsqueledegrédudénominateureststrictementplusgrandqueceluidunumérateur.Décompositionenélémentssimplesdanslesréels:formethéorique4
SoitF∈R(X)dontonconnaîtlafactorisationdudénominateurdanslesréelssouslaformeD(x)=ki=1(x−ai)αi×mj=1(x2+pjx+qj)βjFractionsrationnellessurRouC|39
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oùlestrinômessontàdiscriminantnégatif.Lasommeα1+···+αk+2β1+···+2βmestégaleaudegrédeD(x).Ilsepeutquecettedécompositionnecontienneaucuntrinômeoubienaucunpolynômedupremierdegré.Danslecasoùledegrédunumérateurestsupérieurouégalàceluidudéno-minateur,onvoitapparaîtreunepartieentièrequiestlequotientdeladivisioneuclidiennedunumérateurparledénominateur.MéthodologieToujourscommencerparcalculerlapartieentièredelafraction,eteffectuerladécompositionenélémentssimplessurcequirestedelafraction,avecmaintenantledegrédunumérateurstrictementinférieuràceluidudénominateur.Chaque(x−ai)αidonnenaissanceàunesommeA1(x−ai)αi+A2(x−ai)αi−1+···+Aαix−aioùlesAjsontdesconstantesréelles,avecobligatoirementA1=0.Parmilessuivants,certainspeuventêtrenuls.Onadonciciuniquementdesélémentssimplesdepremièreespèce.Chaque(x2+pjx+qj)βjdonnenaissanceàunesommeu1x+v1(x2+pjx+qj)βj+u2x+v2(x2+pjx+qj)βj−1+···+uβjx+vβjx2+pjx+qjLesnumérateurssontdespolynômededegré≤1,etu1x+v1n’estpaslepolynômenul.Danslessuivants,ilpeutyavoirdespolynômesnuls.Touslesuk,vksontdesconstantesréelles.Onaiciuniquementdesélémentssimplesdedeuxièmeespèce.Théorème2.UnefractionF∈R(X)estégaleàlasommedesapartieentièreetdetouslesélémentsdepremièreespèceetdesecondeespèceainsifabriqués.DémonstrationenligneSionfaitlecomptedetouslesréelsinconnusqu’ilfautcalculerdanscettedé-compositionenélémentssimples,onarriveà:MéthodologieLenombredecoefﬁcientsdetypeAk,uk,vkàcalculerestégalaudegrédudénominateur.Exemple9:D(x)=(x−1)3(x+2)(x2+1)2(x2+x+1)dedegré10,etunnumérateurNpremieravecD,dedegré≤9.Iln’yapasdepartieentièreetladécompositionenélémentssimplesréelsdeF(x)=N(x)/D(x)seraF(x)=A1(x−1)3+A2(x−1)2+A3x−1+Bx+2+cx+dx2+x+1+ex+f(x2+1)2+gx+hx2+1avec10coeﬃcientsàcalculer.Exemple10:Aveclemêmedénominateurmaisunnumérateurdedegré14,ilfau-dracalculeretajouterlapartieentière,quiseraunpolynômededegré4,commequotientdedegré14pardegré10.Cettedivisionestclassiqueàfaire.40|FractionsrationnellessurRouC
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Exemple11:Ona3x3−x2+6(x2+1)(x2+x+2)=ax+bx2+1+cx+dx2+x+2.Exemple12:Ona4x2+x−3x2(x−1)(x+3)=ax2+bx+cx−1+dx+3.MéthodologieCeparagrapheavaitpourbutdedonnerl'aspectthéoriquedeladécompositiond'unefractionenélémentssimplessurlesréels.Ilrestemaintenantàvoircommentonfaitenpratique,danslescaspastropcompliqués.Décompositionenélémentssimplesparlogiciel5
Lelogicieldecalculformelestlasolutionidéale.Parexemple,avecXcasquiestgratuit,lacommandeconvert((3*x+7)/(x̂2*(x-1)),parfrac)nousditque3x+7x2(x−1)=−7x2−10x+10x−1Lacommandeconvert((3*x̂5+6)/(x̂2*(x-1)*(x̂2+x+1)),parfrac)nousditque3x5+6x2(x−1)(x2+x+1)=3−6x2+3x−1−3xx2+x+1.Décompositionenélémentssimplesdanslesréels:quelquesastuces6
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Cette écriture est unique a une constante multiplicative prés. Par exemple, on peut utiliser
X —louzix—1/2)

second degré a discriminant négatif.

[ Théoreme 2. Dans R[X], les seuls polyndmes irréductibles sont les ax+b et les polyndmes }
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Méthodologie finale
quantification (Va € E)(P(x)) traduit que la propriété 7 est vraie pour tout
E.

quantification 3z € E | P(x), qui s'écrit aussi (3= € E)(P(x)) traduit
moins un élément de £ pour lequel la propriété P est vraie.
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degré de la somme de deux polyndmes est inférieur ou égal au plus grand des
degrés.
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Théoreme 1. Un polyndme de degré » a coefficients réels ou complexes admet exactement
racines distinctes ou non dans C.

J

*Q

Un polyndme a coefficients réels admet au maximum » racines réelles, distinctes ou non.

Les racines complexes d'un polyndme a coefficients réels sont deux a deux conjuguées :
si a + ibest racine de P, alors a — b I'est aussi.

out polyndme P € C[X] est scindé dans C, et s'écrit donc comme produit de polyndmes

premier degré.
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liant numérateurs et dénominateurs.
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Souvent, on développe au numérateur, mais on laisse le dénominateur sous forme
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